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MODELO TOPOGRAFICO DIGITAL DE LA ISLA DE TENERIFE

A.G. Camacho

Instituto de Astronomia y Geodesia . CSIC-UCM.
Facultad de Ciencias Matematicas.
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Resumen.

Como complemento al proceso de reduccién de datos gravimétricos se
ha elaborado un modelo topografico digital de la Isla de Tenerife
mediante prediccién minimos cuadrados partiendo de la funcidén covarianza
de las altitudes. Detallamos aqui el proceso seguido, indicamos criterios
sobre optimizacion del método y presentamos graficamente dicho modelo. EIl
modelo se ha utilizado en el calculo de la correcciéon topografica de
medidas gravimetricas en la zona de la Caldera del Teide.

1. Introduccioén.

Para estudios y calculos que involucren la situacién de puntos en el
terreno 6 bien se apliquen en algun modo propiedades morfolégicas del
relieve, resulta muy valioso disponer de un modelo (numérico 6 analitico) de
la superficie topografica. Dicho modelo permite, mediante el desarrollo de |
los correspondientes métodos de aplicacién (programas de calculo) utilizar de

forma automatizada, precisa y rapida datos generales sobre la conformacion
del relieve.

En general la formacién de un modelo topografico consta de dos fases: la
obtencién de una adecuada cantidad de datos del relieve (digitalizacion) y el
establecimiento de un método de interpolacién/extrapolacién/filtrado que nos

permita obtener una superficie aproximadora para el conjunto discreto de
datos anteriores.

Segun la aplicacién a la que el modelo topografico se destine, este ha de
reflejar con mayor o menor meticulosidad las irregularidades del relieve.
Ello se obtendra eligiendo una adecuada digitalizacién de la topografia y un
adecuado método de interpolacion.

El proceso que a continuacién indicamos corresponde a -la obtencién de un
modelo topografico de la zona de las Cahadas del Teide (Tenerife), y por
extensién para toda la isla, aplicado en principio con el fin de conocer las
masas superficiales y poder estimar sus efectos gravitatorios. Los programas
de calculo que permiten la elaboracion y utilizacién del modelo han sido
expresamente desarrollados.

2. Digitalizacién.

Como datos mas directos del terreno estan las coordenadas de un adecuado
nimero de puntos. (Podrian establecerse otros datos numéricos de descripcioén
morfoloégica, pero su utilizacién seria mas dificultosa). Resulta
evidentemente mas sencillo el establecimiento del modelo sobre coordenadas
planas (por ejemplo UTM ) que sobre coordenadas curvilineas (geodésicas).

Estas coordenadas dato pueden obtenerse por Geodesia, Topografia clasica,
restitucién fotogramétrica, etc. Puede acudirse tambien a un banco de datos
geograficos ya existente. En nuestras circunstancias ha resultado mas
adecuado proceder a la digitalizacién de mapas topograficos (1450000,



1/25000 y 1/200000) de la isla de Tenerife. El método de digitalizacién ha de
elaborarse de acuerdo con la precisién final que ha de ofrecer el modelo:y
con el método de interpolacién que va a seguirse. En nuestro caso, la
digitalizacién por isolineas, con adecuado espaciamiento, es el procedimiento

mas agil y resulta compatible con el método de prediccién minimos cuadrados
que va a usarse.

Si suponemos un mapa ‘“correcto" en su escala, los errores seran
inferiores a la apreciacién visual sobre el papel. Sea 1/E la escala del
mapa. Si fijamos en 0.2 mm el error medio cuadratico (e.m.c.) sobre el mapa .
El e.m.c. a “tamafio real" sera:

0.2V E mm

Si suponemos que el error de "seguimiento" de isolinea con la plumilla de
digitalizacién es de 0.4 mm, el error resultante en planimetria sera:

: c =VE vVo0.2%° 0.4° mm

xy

Si adoptamos las coordenadas planimétricas como correctas y enfocamos el
anterior error hacia la altimetria, el error m.c. o, resultante en altimetria
vendréa claramente determinado por el grade de inclinacién o rugosidad

presente en el relieve.
"{?’,,,I r En la figura es:
3

B o =0 tg «
x =
y r Xy

Figura 1. Error segun pendiente.

El espaciamiento con que han de tomarse los puntos de digitalizacién
sobre el mapa depende directamente de la “"rugosidad" del relieve , 6 mejor de
la del modelo a obtener. Dicha "rugosidad" viene aqui caracterizada por la
funcién covarianza C(d) de las altitudes s ("sefial" del modelo) en funcién de
las distancias d entre los puntos. Dicha funcién puede estimarse a partir de
los datos ‘de observacién 1 en puntos discretos (eliminados previamente los
sistematismos mediante un ajuste polinémico).

Es evidente que en el terreno podemos distinguir varios niveles de
rugosidad, que corresponden a varias "“longitudes de onda" (A) y que podrian
dar lugar a varios niveles de funciéon covarianza: particulas de tilerra y
piedras (A% mm ), irregularidades de las masas pétreas (A= m ), formaciones
locales mas extensas (As 100 m), colinas y valles (A= km ), cordilleras y
estructuras tecténicas, etc. A cada uno de estos niveles de rugosidad
corresponde una amplitud de desnivel creciente.

Segin la aplicacién que deba tener el modelo (sefial s ), este debe
reflejar el relieve a partir de un cierto nivel de rugosidad, de modo que las
irregularidades de orden inferior presentes en los datos geograficos
discretos 1 pasen a tener caracter de “ruido" (r) aleatorio que ha de ser
filtrado para obtener el modelo:

1 = p +s8s +r

p es la parte sistematica, ajustable de forma polinémica en general.

Aqui r comprenderia, ademas de las rugosidades de orden inferior, los



errores de medida ya indicados. La varianza a priori del ruido, a% , vendra
determinada aqui por el valor maximo entre el resultante de los errores
estimados en la medida de los datos geograficos y el valor correspomdiente al
orden del desnivel medio cuadratico presente en las rugosidades de orden
inferior. De este modo la matriz covarianza del ruido incorrelado debe ser :
C = o°1
re [s]

(I matriz unidad).

Las varianzas a priori ¢2, 02 de los datos ({(eliminando la parte

sistematica) y de la sefial se obtienen del estudio de la funcién covarianza
(Mussio, 1984).

3. FORMACION DEL MODELO.

Debemos sefialar que para utilizar como método de interpolacién/filtrado
el dado por las férmulas del método general de colocacién (prediccion minimos
cuadrados) es necesario que los datos no contengan sistematismos. Por ello es

conveniente proceder a una determinacién y eliminacién de efectos
sistematicos.

La forma mas sencilla de proceder para eliminar los sistematismos es
ajustar una funcién polindémica a los datos de observacién (Mussio, 1987).

AJjustaremos una funcién polinémica de grado g mediante la resolucién minimos
cuadrados del sistema:

9 9

z X c x* yl + v
%0 1% kl i i 1

k+lS g

(1)

en incégitas los coeficientes cy; de la funcién polinémica. Para cada punto
Py(xy,y;) con observaciones 1; (altitud digitalizada) tenemos una ecuaclén,
i=1,...,m, con un residual v;.

En el caso de modelos topograficos la aplicacién de este ajuste previo es
recomendable en el caso de una elevacién, una inclinacién, una concavidad,
una convexidad, etc. generales del terreno.

l = p+v

Los residuales v del ajuste son de media cero y varianza cf . Sobre
estos plantearemos la prediccién minimos cuadrados. Dichos residuales v,
contendran en primer lugar una parte aleatoria, ruido r, de varianza o y
covarianzas nulas. Este ruido estara formado por los errores de observacion y
por aquellas oscilaciones presentes en la observacién que poseen "longitud de
onda" menor que la separacién entre los puntos P; de observacién. (El
espaciamiento en la toma de datos determina que componentes en el fenémeno
observado pasan a tener caracter de ruido y cuales no).

Los residuales v; contendran tambien una parte s , sefal, aleatoria en su
conjunto pero con covarianzas no nulas, que representa una oscllacién
registrable del campo: v = 6P

La seflal s , calculada para el area de estudio, sumada a la expresion



polindtmica previa constituyen el modelo ajustado del campo.

La identificacién y determinacion de la sefal en los datos v; se realiza
a través de la covarianza C (matriz de varianzas covarianzas) de dichas
seflales. Supondremos que la covarianza entre las sefales en dos puntos, P,Q,
es funcién de la distancia entre dichos puntos: las sefales en puntos
préximos presentan valores mas afines mientras que las seflales en puntos
alejados no tienen relacién, dando covarianza nula.

C(d)

(@]
1

C (d)

o
]

- dist (P,Q)

~~—
Figura 2. Funcién covarianza.

En general, para una "seflal" s, la funcién covarianza C viene definida
por:
Csﬂ = C (P,Q) = E ( s(P), s(Q) )
donde s(P),s(Q) son los valores de la sefial en dos puntos genéricos Py Q , y
E es el operador esperanza matematica. La funcion C es definida positiva y en

general se la supone isétropa , es decir, que s6lo depende de la distancia d
entre los puntos Cgg = C(d)

Conocida la funcién covarianza C(d), la varianza de s se establece por
continuidad en la forma:

o® = C (0)
s

La funcién covarianza de las seflales s puede estimarse a partir de los
propios datos v; conocidos en puntos discretos. Para ello agrupamos estos v,
por pares en funcién de la distancia entre sus puntos. Dividimos el intervalo
total de distancias en varios subintervalos (suficientemente representados).
Para cada‘distancia d, 6 mejor, subintervalo de distancias en torno a d , el
valor de la funciéon covarianza se calcula mediante (Barzagui y Sanso, 1983):

cwe 4 LI v

d i ] ]

siendo v;,vy datos en puntos P;,P; separados una distancia d mas menos el
radio de los subintervalos. Ny es el numero de pares para la distancia d.

Los valores de covarianza no nula deben atribuirse a la sefial, mientras
que los valores correspondientes a d=0 , varianzas, seran suma de las
varianzas de la seflal y del ruido.

La estimacién de la funcién covarianza para las sefales se reallza
ajustando una funcién analitica tipo a la nube de puntos antes obtenida. En
Mussio (1984) se recogen los tipos de funciones mas habituales.

En general:
o'2=(r2+a'2 =C(O)+O‘2
o s r r
Conocida la funcién covarianza C(d) para la sefial s , aplicando las
férmulas generales del método de colocacion (Moritz, 1980) en su caso
particular de prediccion/filtrado sin parametros de ajuste y con errores de



observacién (ruido) tenemos:

valor estimado de la sefial s en un punto P:

C + o'2 c R C =1 v
11 r 12 2 im 1
S C C. *0 . : c v
s, = ( C1P C2P - CIIIP ) 21 22 r 2m 2 (2)
c c ... C +d° v
ml m2 mm r m
siendo vl los m datos (residuales) en los puntos ﬁ v 1=ly.a.m ¥
ClP =C ( s(P‘), s(P) ) = C ( dist (P‘,P) )
C =C(s(P), s(P))=cC (dist (P ,P) )
1) i b o
Si ‘llamamos 2 al vector columna de sefiales estimadass en puntos

diferentes a los dato (prediccién) para distinguirlo del vector s de sefales
estimadas en los propios puntos dato (filtrado), expresamos:

- -1
z=C (C +¢C ) v prediccion
Zs 88 rr
- -1
z=C (C + C ) v filtrado
S8 88 rr
" § i 2
Las matrices C son las de covarianza. Por ejemplo, Cor = oo 1 matriz
covarianza del ruido. v es el vector columna de datos. Estos valores s , z

sumados a los obtenidos por el ajuste polindomico previo constituyen el modelo
final. Para cada punto P, la aplicacion de las férmulas (2), Jjunto con las
(1) de ajuste polinomial permiten obtener los valores ajustados del modelo.

Podemos tambien calcular la precisién, en forma de matriz de

PN

varianzas-govarianzas E de estos valores s,z calculados por prediccién
minimos cuadrados (Sevilla, 1987):

E>=C -C (c_+c )'c

zz zs8

zz S8 rr sz

Fre g =6 (€ 28 1'e
SS

SS S8 SS rr 88

Los términos de la diagonal principal de E;; y E;; nos dan las

varianzas de los valores calculados de la sefial en cada punto. Puden asimismo
calcularse los valores estimados de las diversas magnitudes y la precision de
dichos valores.

4. Modelo topografico de Tenerife. Conclusiones.

Siendo nuestro objetivo final la aplicacién del modelo a la coreccioéon
topografica de un levantamiento gravimétrico de la Caldera del Teide, hemos
planteado tres niveles de resolucién: Basicamente hemos digitallizado los
mapas 1:50000 de la mayor parte de la isla con un punto cada 400 mts. Para
disponer de la morfologia del conjunto de la isla de Tenerife y litorales
hemos digitalizado de forma complementaria y mas somera el mapa 1:200000.
Finalmente hemos aumentado la resolucién en el area del interior de la
Caldera del Teide (zona de estudio gravimétrico) sobre mapas 1:25000 con



espaciamiento aproximado a 150 mts.

Digitalizados los mapas y efectuado un primer ajuste polinémico de grado
4 estimamos la funclién covarianza de las a{tltudes del modelo mediante la
covarianza de los datos residuales v;.

Si representamos (fig 3) las estimacidnes empiricas por intervalos de las
funciénes covarianza para cada nivel resultan las lineas de puntos de la
figura. Observamos el aspecto tipico de funcién covarianza. Ajustamos por
funcidnes del tipo normal-parabola:

2

2 - b x

C(x)=a(1-cx")e

representadas mediante linea continua en la figura. Los coeficientes a,b,c se
determinan por minimos cuadrados a partir de unos valores iniciales obtenidos
por tanteo. Asi mismo se obtienen los valores de las diversas varianzas.

Conocidas las funciténes covarianza C(d) para las altitudes residuales de
cada nivel aplicamos las férmulas del apéndice para la obtenciéon del modelo.
La precisioéon resultante en los puntos del modelo es de

e.m.c. (50000) =« 18 mts e.m.c. (25000) = 4 mts e.m.c. (200000) = 60 mts

Las figuras 4,5 y 6 muestran en forma de vista perspectiva y de mapa de
isolineas para la zona de la Caldera del Teide la superficie polinémica
aproximadora, la superficie de prediccién de residuales y el modelo conjunto.
Las figuras 7 y 8 muestran tambien en vista perspectiva y mapa de isolineas
el modelo de la Isla de Tenerife y el modelo de una zona reducida (3 x 2 km)
procedente del 25000.

El presente trabajo se ha desarrollado en el Instituto de Astronomia y
Geodesia dentro del proyecto de investigaciéon "“Estudio y evaluacion de
movimientos recientes de la Corteza por métodos microgravimétricos y de
geodesla de precisioéon. Aplicacion a zonas volcanicas en las Islas Canarlas”
que financia el C.S.1.C.

&

4. REFERENCIAS.

Barzaghi, R., Sanso, F. "Sulla stima empirica della funzione di covarianza"
Bolletino de Geodesia e Sci. Affi. n. 4. pp. 389-415. 1983

Moritz, H. "Advanced Physical Geodesy". Herbert Wichmann Verlag Karlsruhe. 1980.

Mussio, L."Il metodo della collocazione minimi quadrati e le sue applicazioni
per l'analisi statistica dei risultati delle compensazioni”. Ricerche di
Geodesia, Topografia e Fotogrammetria. pp.305-338. Clup. Milano. 1984.

Mussio, L. "Estrategias del método de colocacién”. IV Curso de Geodesia
Superior. Cursos y Semin. Inst. de Astron. y Geodesia. pp.145-209. 1987

Sevilla, M.J. "Colocacién minimos cuadrados" IV Curso de Gecdesia Superior.
Cursos y Semin. Inst. de Astrono. y Geodesia. pp. 99-141. 1987.



€ 28 ats

S ot

[T}

0 o I\ =t

56 1»

6

[ AR L P

(<))

lot iz B ws g

3116868-

356088

T S s | L] 4 T T T K] T L} T T ] 1
Int ejess 188 m Equid = 188 m

L L

336008

Figura 4. Aproximacidn polindmica.

e 09 b €, 8 43 «fy

s U an



N LR

\
N

e
R
il

~ \ : i‘:‘\ \\\\\\ SR

\/ o & }(\ll\?»\\\ \'f“\\:: \::\g
AT, T N |
i RN

s
4

~
Ny

il

k2000 4

———r—r—TT—T—r—rT—T—TTTT
Int ejess 1888 ats Equid = 58 wts

r)’\ev(ﬁ'tgr (g

SN

k)

TONS  SRO/ONN |
—){ 0 {fﬁg
i’

h
e i
QeehiVos

1Y L

13 )

N AN ey

S fan ¢

¢

Int ojes= 1868 IS Equid = 5B MIS

2 O

329888

Figura 5. Prediccilm de residuales

Figura 6. Modelo conjunts



CESURYG P | (P4 TOT Ojapoy g vanbig
J40MBEAL VIST 0TI00M L wbiy
e e 57 = pinby s1e ggz -sa (e uj 2P8IEE
- ek A 0gTTE BRRLE fe ez zpinky e A osefs g
U - 3 et daaik

| 3 A T 8 T 3 S T Ul L I o I e E

g?

S
B

T R

o™

b i §ﬁ~h. b S S i S Taw B BE B 7N\ SO SR B N G A G S 0 SNLBR SR §




MODELO ESTRUCTURAL DE DENSIDADES DE LA CALDERA DEL TEIDE OBTENIDO
A PARTIR DE OBSERVACIONES GRAVIMETRICAS.

Camacho, A.G., Vieira, R., Arafia, V.
Instituto de Astronomia y Geodesia. CSIC-UCM
Facultad de Ciencias Matematicas.
Universidad Complutense de Madrid.

Resumen.

A partir de los resultados de las campanas gravimétricas efectuadas
en la zona de la Caldera del Teide se ha construido un primer modelo
estructural de densidades que Justifique las anomalias:observadas. En
este primer ensayo, se ha prescindido de cualquier tipo de hipoétesis,
tanto geolégica como geofisica, al margen de los datos gravimétricos. Se
presenta en esta comunicacién el proceso de desarrollo del modelo y los
resultados de los constrastes de densidades obtenidos.

v

1. Introduccion.

Efectuado un levantamiento gravimétrico con cierta homogeneidad sobre un
area extensa, los datos de gravedad reflejaran el efecto, en componente
vertical, de todas las masas atrayentes sobre dicha localizacién geométrica,
asi como el efecto centrifugo terrestre.Podemos reconstruir teoricamente los
datos gravimétricos de la siguiente forma:

.En primer lugar, podemos suponer una Tierra media normal constituida por
un elipsoide de revoluciéon estratificado de superficie proxima a la
superficie de los mares y de masa igual a la de la Tierra. Los valores de
gravedad (gravedad normal) de este elipsoide sobre los puntos Q de su
superficie (correspondientes a los P del levantamiento segun las normales)
representaran la mayor parte del valor gravimétrico medido.

Si ‘modelamos ahora el incremento de gravedad teérica resultante de las
altitudes . diferentes de los puntos P respecto al elipsoide (puntos Q) y
modelamos el efecto centrifugo, la diferencia de estas gravedades teoéricas
respecto a las observadas constituye la anomalia aire-libre. Estas anomalias
son en gran parte debidas a las masas atrayentes situadas por encima del
elipsoide. Podemos estimar el efecto atrayente de estas masas atribuyendoles
una densidad hipotética, por ejemplo constante e igual a 2.3 gr/cm . Este
efecto de masas se evalua de forma habitual en dos fases: correccién por
lamina Bouguer y correccién por excesos y defectos topograficos. La gravedad
teérica obtenida con esta nueva correccién difiere menos de la gravedad
observada. Las diferencias (anomalias de Bouguer completas) son esencialmente
debidas (supuesto acertadas las otras correcciones y salvo un valor constante
de anomalia regional que se resta) a los efectos de las discrepancias entre
las masas (densidades) reales y las supuestas: La densidad de las masas por
encima del elipsoide no serd constante e igual a 2.3 y la densidad de las
masas del elipsoide en la zona préxima a P puede no ser la hipotética del
elipsoide normal estratificado. Asi pues, del aspecto del mapa de anomalias
Bouguer pueden deducirse conclusiones sobre las desigualdades de masas en el
subsuelo.

En nuestro caso, a partir de los datos obtenidos por el Instituto de
Astronomia y Geodesia en el levantamiento gravimétrico de las Cafadas del
Teide (un total de unos 212 puntos, cubriendo una zona de 20 km de diametro)
(Vieira, et al,1986), hemos obtenido mediante prediccién minimos guadrados el



mapa de anomalias representado en la figura 1. A primera vista se observa el
fuerte gradiente (de unos 60 mgal en 6 km) presente en el mapa entre el
minimo de la zona de Pico Viejo y el maximo situado hacia Boca Tauce y que
tiende a abrazar la zona de minimo.

Pretendemos obtener un modelo de densidades (contrastes de densidades)
internas de la zona del levantamiento. Entre otros objetivos se pretende
evidenciar la estructura interna de la caldera volcéanica (de la cual solo se
aprecia en superficie las paredes S y SE) confirmando o no su forma circular

y por otra parte detectar la presencia de posibles camaras magmaticas
internas.

Para obtener 1los valores de anomalias ha sido preciso establecer
previamente un modelo topografico de la zona de las Cahadas (figura 2 ) que
permitiera realizar la correcciéon topografica de forma automatica. El proceso
usado para la formacién de ambos modelos ha sido la prediccién minimos
cuadrados (Moritz 1980, Sevilla 1987) sobre los residuales de un ajuste
polinémico previo. La funcién de covarianzas C(d) aplicada para la sefal
puede deducirse empiricamente de los proplos datos minimizando el nivel de
ruido resultante (Mussio 1984 y 1987).

A partir de ambos modelos podemos elegir sobre la zona de estudio una
cuadricula de puntos P;(x;,y;,z;) con anomalia Ag, y altitud z; conocidas. La
transformacién de 1los datos originales, con distribucién geométrica
irregular, en los puntos de la cuadricula mantiene la informacion y permite
un planteamiento mas sencillo y regularizado de los calculos posteriores.

El problema de determinar una distribucién de densidades internas que
Justifique el campo de anomalias observado tiene infinitas soluciones. Sin
embargo, si consideramos una distribucién formada por un numero finito
reducido de elementos con densidad anétmala y con un contraste de densidades
minimo, podemos buscar una uUnica solucién que ajuste de la mejor forma
(minimos cuadrados) los valores de anomalias en los puntos P;. Este tipo de
soluciones son las que tratamos.

En egencia, el procedimiento usado para la formacion de un modelo de
contraste de densidades consiste en obtener primeramente una solucién en
forma de distribucién discreta sobre una particién del subsuelo previamente
determinada; posteriormente se procede a un suavizamiento de la distribucién
discreta para formar un modelo tridimensional continuo.

2. Establecimiento de una particién del subsuelo.

Ya que efectuaremos un ajuste uUnico total consideramos conjuntamente la
atraccion de cada bloque sobre el total de los puntos gravimétricos. Al ser
un calculo basado en el minimo de los cuadrados de los residuales de las
anomalias, la sensibilidad de la red gravimétrica a las estructuras de masas
internas se medira como media cuadratica de los efectos gravitatorios (solo
componente vertical) de la masa sobre los puntos dato. Si n es el numero de
puntos P; de la cuadricula gravimétrica, el efecto 8 de un cuerpo sobre el
sistema gravimétrico sera:

A (P)F
1

2}
1
S
"~

i

donde A(P; ) es la componente vertical de la atraccién del cuerpo sobre el
punto P;. Dicha atraccién es menor cuanto més alejado, mas pequefio y menos
anémalo sea el cuerpo.



Si consideramos el caso de un plano x,z con cuerpos esféricos de densidad

constante p y centro Xxg,2. sera:
— - :
s . z - 2¢
/ q C‘?\\ A (X,Z) =C P 4 - r3 - e
((x-x¢) +(z—zc)2)

28 Fijando un nivel de respuesta, por
ejemplo &= 8 mligal y un contraste_de
densidades maximo de p= 0.4 gr/cm

en la figura 3 se representan las

curvas que unen los puntos sobre los
que han de estar los centros de las
esferas del radio indicado para

Wi

A

Fipura 9. Zonas del subsuelo con producir el efecto & sobre la linea
lgual efecto gravimetrico. graamatries. b

La zona del subsuelo sobre la que debemos buscar las causas de las
anomalias dependera del posible contraste de densidades wmaximo, la
sensibilidad del levantamiento gravimétrico y su extensién, y el tamaho
maximo previsible de los posibles cuerpos antmalos. Ya que buscamos una
solucién que requiera el menor numero de elementos y de contrastes de
denslidades, procuramos que los bloques incognita a igual densidad tengan el
mismo efecto &8, de modo que que el ajuste no tenga a priori preferencia por
ninguno de ellos. La asignacion de densidades debera producirse
exclusivamente en funcién de la fisonomia del mapa de anomalias.

Dividimos entonces la zona sensible del subsuelo en cuerpos disjuntos, de
modo que cada uno de ellos origine el mismo efecto medlo cuadratico &. Sin
embargo, el calculo exacto de la componente vertical del efecto gravitatorio
creado por un cuerpo en un punto cualquiera varlable solo es facll para
cuerpos muy sencillos. En nuestro caso hemos considerado como forma basica de
los bloques la del ortoedro de lados paralelos a los ejes y limitado por las

coordenadas €1,€2,M1.M2. 8,82, cuya accién vertical sobre un punto exterior
(x,y,2z) se calcula mediante (Pick et al, 1973):

z
8g = -G p ——B . O dy de =
(x2eye2?)?72

==-Gp [[[ (§-x) Ln [ n-y + [(E—x)a, (n-y) 2+ (C_z)a]x/z] .
N
+ (n-y) Ln [5"‘ # [(F.-x)2+ (n-y) 2+ (c—z)z]"a] '

+ (g-z) arctan

(E=x) (n=y) € =

nJe

b

(c—z)[(s~x)2+ (n-y)3+ (c-z)z]“2 ]ga]na]cz
1

i
=F (X.)'..Z.ﬁl.ﬁz.nl.nz.cl-(2) P

La obtencién de una particléon del subsuelo a base de ortoedros tal que
produzcan el mismo efecto medio cuadratico

1 n 2 e
[T lzl F (X‘.y‘.zl.El.EZ.'ﬂl.'ﬂzuclucz) ]



(siendo Py(x;,y;,2;), i=1,..,n , los n puntos de la red del relieve) no es

facil. Tal vez el procedimiento mas inmediato consiste en establecer varias

capas de profundidad adecuada creciente. Sobre cada capa, tanteando los lados
de la base de los ortoedros se

l l I l l 1 puede formar un “enlosado” en
bloques de base creciente hacia
I I | l 1 los lados.

Figura 4. Particion tridimensional del subsuelo en bloques.

3. Ajuste de densidades.

La particién de bloques de densidad incégnita abarca la zona sensible y
esta formada necesariamente por un numero m de ellos suficlente (resolucién)
pero inferior al numero de puntos dato para poder tener redundancia y aplicar
el metodo de minimos cuadrados.

Las ecuaciones de ajuste son:

Ag, - Z F ( X0 ¥ 2, gu'gzj'"u'nzj'cu'czj) p, =V
1=1

Cada bloque limitado por €15, €25, M3, M2, G155, Q2 da una incégnita py,
J=1,..,m. Cada punto Py(xy,y;,2;) , i=1,..,n, de la cuadricula del relieve,
con anomalia Ag; conocida a partir del modelc gravimétrico y altitud z; dada
por el modelo topografico, dara un ecuacién. El sistema resultante:

Ap-t=yv

de n ecuatciones con m incégnitas , A(nxm) matriz del disefic y t vector de
términos independientes, puede resolverse en incognitas p;. Como matriz de
covarianzas a priori P (pesos) para los datos Ag; puede adoptarse la
resultante E;; del proceso de prediccién minimos cuadrados para el campo de
anomal ias.

Obtenida la solucién minimos cuadrados, consideraremos los parametros de
calidad del modelo. La reproduccién del campo de anomalias para el modelo
obtenido viene calibrada por la varianza eslimada (a posteriori) de la unidad

de peso:
2 1 E c2
= \Y
o n-m i

i=1

A partir de esta y de las matrices de disefio A y de covarianzas a priori P se
calculan (Sevilla, 1986) las precisiones m de los valores pj; ajustados

)
como raiz de los términos respectivos de la diagonal principal de Z
"2 T -1
= o (A PA)
ZLP ° |

Dado que, en principio, es dificil obtener una particién de igual efecto



medio cuadratico, es previsible que los valores mp de precision de los p

J
sean diferentes. Adoptamos como parametro comparativo de calidad de la
particién, y por tanto de "realismo" del ajuste obtenido, la desviacién
tipica de los errores medios cuadraticos mp de las soluciones pJ

_ /1 _ = 42
e = m z (ij mp)

4. Formacién de un modelo continuo.

(a) En primer lugar, y en cada bloque reconstruimos los valores de
densidad en forma polinémica. Para ello suponemos que la densidad constante
es la media de las densidades en sus puntos.

A = P
. p = —%— ij p(x,y,z) dx dy dz =
"4 -
l . d x! jzk dx dy dz =
X,V.2 abc 1)k Y y
'Figura 5. Suavizamiento. 1hlak
x +a/2 y +b/2 z _+c/2
1+ B j+1 B k+i4 B
— _._._l.._ d x__ Y Z_
abc i3k i1+1 J+1 k+1l
X -a/2 y =brs2 z _-c/2
B B B

Imponemos la condicion de media en cada bloque y en los bloques contiguos, y
ajustamos una funcién polinémica de grado 2 por minimos cuadrados.

(b) Finalmente aplicamos un proceso de prediccién/filtrado final para el
conjunto de puntos de recontruccién polinétmica del total de los blogues.
Tomamos gome funcién covarianza la deducida a partir de dichos datos.

Los resultados finales seran contrastes o incrementos de densidades
respecto a los valores supuestos en la reduccién de los datos (obtenciéon de
anomalias). Asi pues, el modelo estructural final se obtendra ahadiendo 2.3 a
las densidades solucién por encima del nivel del mar y afadiendo los valores
supuestos de la densidad media estratificada bajo el nivel del mar en el area
geografica considerada. Dichos valores deberén conocerse previamente.

5. Hodelo estructural de la Caldera del Teide. Conclusiones.

El anterlor procedimiento se ha aplicado a los datos obtenidos en el
levantamiento gravimétrico de la zona de las Cahadas del Teide.

A partir de los modelos gravimétrico y altimétrico (figuras 1 y 2) se ha
elegido una cuadricula en el relieve, formada por 19x18=361 puntos con
separacién de 1.11 km entre puntos contiguos sobre la zona de 20x20 km
observada. La particién elegida consta de 150 bloques mas otros 60 bloques
que reflejan los volumenes topograficos. El error medio cuadratico del
ajuste, o, , ha sido de 0.984 migal.

Formado el modelo continuo de densidades andémalas (al cual habra que
afladir un modelo estratificado medio del area geografica), representamos este
mediante perfiles verticales en forma de mapas de isolineas con equidistancia



0.1 gr/cma. En las figuras 6 a 10 se presentan varios perfiles obtenidos: dos
en la direcciéon S-N y dos en la W-E.

Se han elegido los perfiles que atraviesan el cono del Teide (perfiles X=
339000 UTM y Y= 3128000 UTM ). En ellos se observa una estructura mas densa
en forma de reciplente que constituye la caldera y contiene en su interior
masas muy poco densas con minimo de densidad en el Teide y en la zona de
Montafia Blanca. El centro de estas estructuras se halla ligeramente al Sur y
al Este del Teide. El fondo de la Caldera parece estar hacia el nivel del
mar. Por debajo de estas estructuras y a una profundidad de 4 ¢ 5 km bajo el
nivel del mar se observa una zona de inversién de densidades, que presenta un
minimo con aspecto de capa, engrosada sensiblemente en la vertical de Pico
Viejo. La zona mas densa de la Caldera presenta un hueco por el que parecen
comunicarse los minimos superiores con la capa de minimos mas profunda. Hemos
seleccionado tambien los perfiles ( X= 337000 UTM y Y= 3126000 ) que reflejan
la zona (hacia el S y W del Teide) donde se observa mas clara la comunicacién
de las zonas de minimo. A mayor profundidad (12 km) se observa una anomalia
positiva de densidad en forma tronco-cénica, que, si consideramos el modelo
resultante de afladir estas densidades anémalas a una distribucion media
estratificada, representa una expansién hacia arriba de masas mas profundas
de superior densidad. En este sentido los resultados obtenidos son coherentes
con otros trabajos sobre la zona (MacFarlen & Ridley 1968, Banda et al, 1981)
¥y ,por . el método de céllculo seguldo, representan una aproximacién objetiva e
independiente de otro tipo de datos no gravimétricos.

El presente trabajo se ha desarrollado en el Instituto de Astronomia y
Geodesia dentro del proyecto de investigacién "Estudio y evaluacién de
movimientos recientes de la corteza por métodos microgravimétricos y de
Geodesia de precisién. Aplicacion a zonas volcéanicas en las Islas Canarias"
que financia el C.S.1.C.
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CALCULO DE LA CORRECCION TOPOGRAFICA A LAS OBSERVACIONES GRAVIMETRICAS EN LA
CALDERA DEL TEIDE OBTENIDAS A PARTIR DEL MODELO TOPOGRAFICO DIGITAL DE LA
ISLA DE TENERIFE

A.G. Camacho, C. de Toro y J. Fernéandez
Instituto de Astronomia y Geodesia . CSIC-UCM.
Facultad de Ciencias Matematicas.

Universidad Complutense de Madrid.

Resumen.

Como se expuso en otra comunicacién, se ha desarrollado un modelo
digital topografico de la Isla de Tenerife, una de cuyas aplicaciones es
el célculo de 1la correccién topografica de 1las observaciones
gravimétricas efectuadas en la Caldera del Teide y en zonas proéximas. EIl
método clasico, que utiliza abacos a cuyos compartimentos deben asignarse
altitudes medias a partir de la cartografia existente, resulta
enormemente lento, penoso y no exento de posibles errores personales.
Para obtener mayor precisién el modelo digital de la Isla obtenido a
partir del ©50.000 del Servicio Geografico del Ejército, se ha

. suplementado en la zona de la Caldera con el 25.000 de dicha zona. Se
presenta en esta comunicacién el método y los resultados obtenidos, para
la correccién topografica, y la comparacién de dichos resultados con los
que se calculan a partir de emplear el método de Hammer en la primera
campafla de observacién. Como conclusién podemos decir que las anomalias
obtenidas a partir del calculo automatico, basado en el modelo digital,
son del mismo orden de magnitud que las que se obtuvieron por el método

del abaco pero con la enorme ventaja de ganancia en tiempo y disminucién
de errores personales.

1. Introduccioén.

La mayor parte de las aplicaciones de los estudios gravimétricos exigen
efectuar la reduccién o correccién topografica de las medidas. Dicha
correccién representa los efectos gravitatorios de las masas topograficas
sobre la estacién gravimétrica

Generalmente se descompone dicho efecto en la atraccién de una lamina
(lamina Bouguer) plana o esférica que representa de forma simple las masas
situadas entre el nivel del punto estacién y la superficie de referencia
(elipsoide, geoide), mas el efecto de las masas (o defecto de masas)
superficiales excedentes respecto al horizonte de la estacion.

El calculo de la atraccién gravitatoria (en componente vertical) solo
resulta sencillo para cuerpos geométricos simples, por lo que habitualmente
se asimilan las masas topograficas a una yustaposiciéon de figuras de tamano y
disposicién adecuada que permitan el calculo de este efecto topografico.

El procedimiento tradicional de calculo se establece dividiendo la
topografia en figuras formadas por coronas circulares, planos horizontales y
sectores circulares segin el abaco de Hammer, para el cual, determinada la
altitud media de cada compartimento, las tablas correspondientes permiten
determinar la componente de efecto topografico. Las altitudes medias se




determinan superponiendo sobre un mapa topografico de la zona una plantilla
del abaco de Hammer de la misma escala y analizando la topografia comprendida
en cada compartimento. Dado que el calculo de los efectos gravitatorios exige
bastante m&s resolucién en las zonas préximas que en las lejanas, y
extendiendose el 4baco de Hammer hasta los 14760 mts. de distancia de la
estacién, se hace necesario manejar mapas a diferentes escalas con sus
correspondientes plantillas. Si se han de corregir las observaciones
gravimétricas realizadas en bastantes estaciones de una zona el trabajo
resulta largo, reiterativo y penoso.

En estas circunstancias hemos elaborado un método de calculo automatico
de la correccién topografica para una zona a partir de un modelo topografico
digital del terreno implicado. En particular se ha planteado el método para
el levantamiento gravimétrico realizado por el Instituto de Astronomia y
Geodesia en las Cafadas del Teide (Tenerife) (Vieira et al, 1988), formando
previamente un modelo topografico de la Isla y de su batimetria contigua.

2. Correccién topografica.

El modelo tpogréafico de partida ha sido elaborado por prediccién minimos
cuadrados a partir de una digitalizacién de mapas topograficos, y permite
determinar la altitud correspondiente a cualquier punto del modelo con el
correspondiente valor de la precisién (error medio cuadratico).

La aplicacién més inmediata del modelo al calculo de la correccién
topografica podria realizarse wutilizando el &baco de Hammer (tabla
1),determinando la altitud media de cada compartimento mediante el modelo
digital. Dicha altitud media podria determinarse directamente calculando las
altitudes del modelo de varios puntos homogéneamente distribuidos (segun la
funcién de covarianza del modelo) sobre el compartimento y calculando después
su media. Tal vez de mejor calidad sea determinar la altitud media integrando
sobre el compartimento A las férmulas de prediccién del modelo en la forma:

=

= = 1 -1
h=—I h(P)dxdy:——”. c.(c_ +cC )'laxdys=
A Pe A A Pe A Pl 11 rr
1 -1
=——(HCdxdy,...,” Cdxdy)(C +c )1
A PEAPI Pe A Pl ss rr

donde A es la superficie del compartimento A y las C..indican matrices de
varianza-covarianza para la observaciéon (1), el ruido (r) o el punto P y los
datos 1 . Y para cada punto dato i es :

”Pe N L,( Ir Clr) r dr ) do

donde r,® corresponden a un sistema de coordenadas polares con origen en el

punto 1 , y C(r) es la funcién covarianza supuesta dependiente de la
distancia plana.

En este sentido los célculos resultan bastante engorrosos, por lo que
hemos considerado otra posibilidad: determinar un &baco diferente, mas denso,
de modo que para determinar la altitud media de cada compartimento sea



suficientemente preciso determinar la altitud de uno de sus puntos. En estas
circunstancias los calculos son mucho mas sencillos: fijada una densidad de
.masa para los volumenes superficiales y determinado el é&baco, para cada
compartimento utilizado se determina la altitud del modelo por ejemplo en su
punto central, y utilizando las formulas (1) de atraccion de tales
compartimentos calculamos el efecto gravitatorio. lLa correcclién total sera la

suma de las correspondientes a cada compartimemnto. Todo ello siempre en
componentes de atraccién vertical.

3. Determinaciéon del abaco.

La componente vertical de la atraccién de un prisma de altitud z limitado

por el sector de amplitud Aa respecto al punto estacién y los circulos de
radios ry y rp es:

Ag = G p Aa (2r -t
i 2 (1)
LFY

+ V/22+ rf - v/za+ rz )

Figura 1. Compartimento.

donde Aa = 2u/n , siendo el numero de sectores en que se subdivide la corona
limitada por los radios r; y rp , y p: densidad supuesta para las masas
superficiales, z; altitud del nivel medio de 1la topografia en el
compartimento respecto a la estacién, G: constante de gravitacién.

Difer?nclando en (1) resulta:

1 1
*
v/22+ rf V/22+ r:

Supongamos por ejemplo p = 2.3 gr/cm3 .

3(ag) = G p da z (

) &z (2)

Debemos determinar un abaco (valores ry, rp, Aa ) de modo que los errores
8(Ag) resultantes en la determinacién del efecto de cada compartimento den
lugar en total a un error menor que la tolerancia fijada para la
determinacion de la correccidn topografica de nuestro levantamiento. Por
ejemplo deseamos obtener una precision superior a medio miligal en el calculo
de la correccién. En estas circunstancias hay que averlguar como repercuten
los errores 8z de las altitudes del modelo sobre el valor &(Ag) suponiendo
unas -condiciones bastante desfavorables en cuanto al terreno (valores z).

En cualquier caso podemos aun fijar un grado de libertad en la forma de
los compartimentos: exigimos, por regularidad, que las magnitudes planas lado
rp~- ry y arco medio Aa rgeq sean similares, mediante la condicién:

| S O
1 2)

2

Aa = (rz- rl)/ (

que sustituimos en 2.



A mayor inclinacién del terreno (mayor valor z) los efectos de 8z son mas
grandes Supondremos un caso desfaworable general admitiendo una pendiente de
45° hasta al menos un kilémetro de distancia mediante la condicién:

z
r+r r+r
1000 1 T2 1 2
z = —5 . si —5 < 1000 m
1 rtr, z = 1000 mts si z> 1000 m
1000 > .

Figura 2. Inclinacién topografia.

Analizaremos ahora los valores 8z . Estos representan los errores de las
altitudes medias de los compartimentos. Asi pues, estaran constituldos por:

(a) Los errores provenlentes de las altitudes del modele de prediccién. En
{Camacho, 1988) el modelo digital de la isla de Tenerife se construye en tres
pasos para su aplicacién a la correccién topografica en la Caldera del Teide:
las =zonas proéximas (hasta 2000 mts.) a los puntos del levantamiento
gravimétrico estan digitalizadas a partir de un mapa 1:25000, obteniendose un
error medio cuadratico en las altitudes del modelo menor de 5 mts. La parte
central de la Isla (distancias de hasta 6000 mts) procede de un 1:50000 con
un e.m.c. de menos de 20 mts. Y el restoc de la Isla y litorales procede de un
1:200000 resultando un e.m.c. de los puntos del modelo de 80 mts.

(b) La diferencia entre el valor puntual de altitud elegida y la media de las
altitudes del compartimento. La media cuadratica de estas diferencias viene
dada por la varlanza de las altitudes en cada compartimento. Dicha varianza
depende & su vez del tamafio (rp- r;) del compartimento. Observando la
fluctuacién de las altitudes del modelo de Tenerife para varlos tamafios de
compartimentos obtenemos la grafica de la figura 3, donde aproximadamente la
desviacioén tipica de las altitudes es del orden de la decena de la magnitud
{ro~ ry) °, hasta alcanzarse valores estables en torno a 300 m ( para rp- r,
proximo a 3000 mts).

Sustituyendo Aa y las anteriores estimaciones de z y &8z en (2) hemos
obtenido por tanteo un ejemplo de &baco (valor de ro- ry; y numero de
sectores), donde cada compartimento puede ocasionar aproximadamente el mismo
valor del error (0.01 mgal) y el error resultante no llega a 0.5 mgal. Ver
tabla 2.

Sefialemos que, como es claro, en la férmula (1) de calculo de correccién,
los valores 2z de diferencia de altitud respecto a la estaciétn se obtienen
restando de las altitudes del modelo la altitud tambien del modelo para el
punto estacién (aunque esta pueda diferir de la altitud real de la estacion
conoclda probablemente por otra via). Afadamos ademas que las altitudes
locales z para los puntos situados a pocos metros de la estaciébn pueden
proceder con ventaja de las propias anotaciones de campo.

En nuestro caso se ha supuesto densidad constante 2.3 gr/cm3 . Puede sin
embargo utilizarse de forma automatica un modelo de densidades superficiales
para la zona, efectuando el tratamiento de compartimentos para el abaco
usado.



4. Conclusiones.

El calculo de la correccién topografica de las medidas gravimétricas a
partir de un modelo digital del terreno por el proceso indicado se realiza de
forma automatica, rapida y ' homogenea, permitiendonos ademéas tener
indicaciones sobre la precision de los resultados. En la tabla 3 figuran como
ejemplo algunos puntos gravimétricos con sus correcciones y anomallas
calculadas.

El presente trabajo se ha desarrollado en el Instituto de Astronomia y
Geodesia dentro del proyecto de investigacién "Estudio y:. evaluacién de
movimientos reclientes de la corteza por métodos microgravimetricos 'y de
Geodesia de precisién. Aplicacién a zonas volcanicas en las Islas Canarias"
que financia el C.S.I.C.
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-:Tabla 1. ABACO DE HAMMER

RADIO INT (ats) RADIO EXT (amts) NUM €ECT.

o] S7 ' &

37 16S &
165 391 8
391 895 8
893 1330 12
1330 2614 12
2616 4470 12
4470 L6465 16
&LLS 9923 1&
99235 14760 16

TOTAL112

Tabla 2. ABACO USADO

RADIO ‘INT.(mts) RADIO EXT.(mts) NUM SECT. ERROR (mgal)
--II.--.-I---I--I.-'-II-.I-I.IﬂIBISHIBEISBI.IIHII.I.I'--.I...'
3 : 7 7.9 0.01
7 14 9.4 0.01
14 27 9.9 0.01
27 50 10.5 - 0.01
Yo 95 10.6 0.01
95 163 12.1 0.01
163 : T 286 14.3 . 0.01
256 378 16.0 0.01
378 534 18.4 0.01
534 727 20.5 0.01
727 962 22.6 0.01
. 962 1248 24.3 0.01
1248 1580 26.8 0.01
1580 1970 28.5 0.01
1970 2420 30.6 0.01
2420 2960 31.3 0.01
2960 3600 32.2 0.01
3600 4370 32.5 0.01
4370 5290 33.0 0.01
5290 . 6400 33.0 0.01
6400 7730 33.4 " 0.01
7730 , 9330 33.5 0.01
9330 11300 32.9 0.01
11300 13630 33.6 0.01
13630 16440 33.6 0.01
I.III---.----.-----IIII-I.---l.Il'lB-.---.-..lll'lll.ll.l....-
TOTAL 593

E.N.C. RESULTANTE 0.24 mgal
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( DENSIDAD DE NASA SUPUESTA= 2.30 GR./ CM3 ANCM MEDTA REGIONAL SUPUESTA= 200.00 MGAL )
{ CORkEL TJPJG CALCULADA PREVIAM SUBRE MOCELO DIGITAL DEL TERREND )

NuM ESTACION UTH (HTS) GRAY QES AN 4. L. AN BOUG AN TOP AN RES

eST  DENOM v KU K GAL MG AL MGAL NGAL MGAL

296 334 63,5 336570.0 3139C16.2 28 | 227.1  9719.33706 238.12 207.19 215.93 15.93
256 N 199 325266.5 3137617.8 28 620.1  979.28504 278.09  218.30 225.8¢ 25.80
30+ LA GUANCHA (G 330256.2 3139586.6 28  4SC.1 979430293 ' 254.46 207.18 215.13 15.13
305 KEDCNDO 46 334+53.0 3136314.5 28 717.0  979.24787 290.17 215.25 224.6C 24.60
328 LA FEROUAA L. 347935.2 3139980.3 28 458.1  979.31740 258.67 214.50 221.34 21.34
329 PALL BLANCY L3 345405.3 3133628.4 28 665.0  979.27031 216,37 212.26 220.99 20.99
332 K-1S [ZIDE URUTA  35U554.3 3136€85.1 28  1281.1  9719.14784 345.27 221.75 230.5¢ 3C.58
336 OAR LAS CANAJAS  336630.2 3131962.6 28 2035.3  978.98739 420.68 224.44 230.32 30.32
335 K-39 LAGJAA FEID  330032.4 3131€72.2 28  2238.6  978.935C4 431.19 215.35 221.82 21.82
336 TAJEA PRIK KTVE  351606.2 3131525.6 28 22901  9718.92029  432.41 211.60 220.62 20.62
4G4 CAlO-TEIJE PULEY  3270170.7 3130076.6 28  1446.8  979.11532 268.58 229.08 236.75 36.75
@07 &Y CHI0-CA¢ADA>  33C643.4 3128979.7 28  1805.0  979.04243 4C6.83 232.84 238.17 38.17
408 LNO Ki8)3 CA#AUA  32c762.7 3126419.4 28 1260.0  979.15419 252,31 230.82 236.17 36.17
409 K3,9 CAIJ-CA¥AUA  331732.3 312662406 28 1950.0  979.00856 419.32 231.30 2317.0¢ 37.06
421 CHIL=CA4AJA> CA  327J4C.T 3123075.7 28  1€25.3  979.21351 36149 242.63 250.31_ 50.37
031 NGk 224 32¢438.5 < 3120666.6 28  584.5  979.30050  294.11 237.76  245.15 45.15
432 TELEFERICD éNfuA  3%Uo38.5 3126318.1 28 2355.6 .978.9C8% 444.89 217.77 22844 28.44
433 K=3 CAlu-TELDE 33352605 3126567.2 €8  2085.5  918.55360  447.52 246044 251.20 51.20
034 P PAKAJUR CAVAJA  34C311.5 3122993.4 28 2152.1  978.97134 446.80 239.30 244.51 44.51

’ Tabla 3. Ejemplo cdlculo de anomalias
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