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TECNICAS DE COLOCACION APLICADAS AL ESTUDIO DE DEFORMACIONES

Rodríguez Caderot, G. y M.J. Sevilla
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Facultad de Ciencias Matemáticas
Universidad Complutense de Madrid

Resumen. Se ha aplicado el método de colocaci6n al análisis de
deformaciones en la microred de control establecida en la Caldera del
Teide, estudiando la for.made las f'uncí ones de covarlanza que mejor
se ajustan a Wl problema de estas caracteristicas.

l. INTRODUCCION

Entre las aplicaciones del método de colocaci6n podemos citar el estudio
.de deformaciones. El análisis de deformaciones de la corteza terrestre por
medio 'de medidas geodésicas de precisi6n tiene un papel destacado en el
estudio dinámico de zonas geo16gicamente activas para fines de vigilancia y

previsi6n de posibles catastrofes naturales. En particular estos métodos se
pueden aplicar a zonas de riesgo volcánico como es el caso de la microred de
control establecida en la Caldera del Teide. (Sevilla y Martín, 1985).

El método general de colocaci6n permite resolver problemas de ajuste,
predicci6n y filtrado. En nuestro caso, no consideraremos problemas de ajuste,
y nos plantearemos únicamente c6mo, a partir de un conjWlto de m observaciones
1, podemos resolver un problema de filtrado, esto es, determinar la sefial
aleator-f a s propia del campo, eliminando el ruido r, y un problema de

distintos a los
método general de

predicci6n, es decir, determinar la señal en puntos
de observaci6n, utilizando para ello las f6rmulas del
colocaci6n. La aplicaci6n del método de colocaci6n requiere el

de las observac iones.(Sevilla,conocimiento de la matriz de covarianza C
1987).

C = C + Crr ss (1)

a

Para
partir

la obtenci6n de la covarianza señal,
de los datos de observaci6n en

Css
pWltOS discretos la denominada

se procede estimando

f'uncí ón de covarianza de la señal s. Este es WlO de los problemas más



delicados en las aplicaciones del método de colocación. ya que las verdaderas
funciones de covarianza son desconocidas por lo que se aproximan mediante
funciones calculadas de tal forma que cumplan las propiedades requeridas. La
función de covarianza viene definida por

Css C(p.Q) E(s(P).s(Q)). (2)

donde s(P) y s(Q) son los valores de la señal en dos puntos P y Q y E es el
operador esperanza matemática. La función C es definida positiva y se la
supone í sót r-opa, es decir. que solo depende de la distancia d entre dos
puntos.

Css C(d) (3)

Por otra parte.
covarianza del ruido.

en el caso de observaciones incorreladas.
Crr' sabemos que adopta la forma diagonal

la

Crr
2

(1"
o

(4)

siendo (1"2 la varianza de la unidad de peso de las observaciones e I la
o

matriz unidad.

Paua obtener la función de covarianza a partir de los datos de
observación se empieza por calcular estimaciones empiricas puntuales
de dicha función. 7n• n = 1.2•....• las cuales se utilizarán como puntos
de interpolación en la elección final de la función de covarianza. Una vez
obtenida la función de covarianza resulta inmediata la obtención de la matriz
de covartanza.

C [e ]
lJ

(5)

con
Si

el
para invertir esta matriz C se

ordenador trataremos de buscar
presentan problemas de memoria

una forma de reducir las
dimensiones de la banda. Esto es equivalente a modificar la correlación
en la señal y puede lograrse efectuando un filtrado previo de la señal antes
de calcular las estimaciones empiricas de la función de covarianza.

En la aplicación práctica de este método se ha utilizado 'el programa
desarrollado en el Instituto de Topografía. Fotogrametria y Geofislca del
Politécnico de Milán. (Mussio. 1987).



2. PROGRAMA DE CALCULO

El programa de cálculo que comentamos a continuaci6n ha sido adaptado a
nuestros recursos informát icos y en algunos casos a nuestras necesidades
particulares. A continuaci6n describimos las distintas partes de este
programa.

La entrada de datos puede ser una etapa de gran complejidad dependiendo
de la cantidad de datos que deban manejarse. Para facilitar la lectura de-los
datos y, además, para lograr que el programa sea lo más general posible para
adaptarse a cualquier tipo de formato de entrada, los datos se leen a partir
de un fichero de tipo secuencial, como vectores de n caracteres, donde está
contenida la informaci6n que caracteriza la distribuci6n de estos, es decir sI
es un caso unldlmenslonal o bldlmenslonal y el número de señales. . El usuario
s610 debe introducir al principio del programa la siguiente informaci6n:

- Tipo de caso: unidimensional o bidimensional.

- Número de señales en cada punto ( 1, 2 6 3).

- El formato de los datos en su caso particular.

- Si desea eliminaci6n de observaciones.

- Informaci6n adicional sobre los ficheros de escritura

de los resultados.

Esta informaci6n puede introducirla cada vez que corra el programa o
bien almacenarla en un DATA. El programa esta preparado para estas dos
opciones.

El programa con la informaci6n introducida en esta etapa va a la
subrutina apropiada, por ejemplo, caso bidimensional, una señal, rechazo de
observaciones, escritura de resultados en fichero, etc.

A continuaci6n comienza a efectuar el espaciamiento 6ptimo de los datos,
ya que normalmente los datos no están equiespaciados y un intervalo cualquiera
podría no contener datos suficientes para proporcionar informaci6n sobre la
correlaci6n entre ellos y no se lograría una buena estimaci6n de la func16n
covarianza. Esta etapa la realiza el programa CORONA, cuyo resultados es el



agrupamiento de los datos en coronas circulares si, por ejemplo, estamos en un
caso bidimensional. El fichero de resultados de esta parte del programa,
FICH2, es el fichero de entrada para la siguiente parte. Si como hemos
indicado anteriormente el usuario ha introducido la opción de eliminación de
observaciones, esta parte del programa plantea un test para el rechazo de
observaciones que presenten errores que incidan en el cálculo correcto de la
función de covarianza. Los datos que hayan sido rechazados se marcan con un
asterisco, con lo cual no son leidos posteriormente.

La siguiente parte, programa CORREL, estima a partir de los datos de
observación la función de covarianza. La información que hay que pr-opor-cí.onar-
en este caso es similar a la comentada anteriormente, añadiendo en este caso
la información sobre el espaciamiento óptimo de los datos proporcionado por el
programa CORONA, para el cálculo de la función covarianza. El análisis de las
estimaciones de la función de covarianza debe ser realizado por el usuario
estudiando los resultados de esta parte que se da en forma gráfica sobre
pantalla. Además los resultados se guardan en un fichero, FICH3, para su
posterior lectura por la siguiente parte del programa.

Esta parte, programa INTCOR ,efectua la interpolación de los valores
estimados de la función de covarianza. Esta estimación la realiza el propio
programa a partir de 105 datos del fichero y acudiendo a una serie de
subr-utí nas donde tiene implementados diversos tipos de funciones que pueden,
ajustarse a estos valores empíricos. El usuario puede ir implementando nuevas
funciones según sus necesidades. Pero hay que hacer notar que para la
interpolación de los valores estimados no puede utilizarse una función
cualquiera, teniendo cuidado en escoger funciones definidas positivas en un
dominio .unidimensional o bidimensional según el número de señales. Esta parte
del pr-ogr-amarealiza también, si así ha sido introducido al principio del
programa, la interpolación por elementos finitos.

La sal ida de esta parte del programa es un fichero, FICH4, donde se
escriben los valores de los parámetros de la función de covarianza y el tipo
de función. Este fichero será la entrada de la siguiente parte del programa,
COLLO, donde se aplica el método de colocación, procediendo al filtrado de los
datos, obteniéndose los correspondientes errores medios cuadráticos para la
señal y el ruido. Por último el programa PREDIT permite, aplicando el método
de colocación, la estimación de la señal en puntos no observados.



3. SIMULACION NUHERICA. RED DEL TEIDE.

Entre los años 1984 a 1987 se han realizado cuatro campañas de
observación geodésica en una red de control de movimiento de la corteza en la
Caldera del Teide. Los datos de distancias y distancias cenitales se han
utilizado, entre otras cosas, para establecer una red de nivelación
trigonométrica. Los resultados de las diferentes campañas han porporcionado
diferentes conjuntos de altitudes de los vértices, que pueden utilizarse para
averiguar si se han producido movimientos verticales de gran escala o
magnitud.

Las cuatro campañas han sido compensadas individualmente siguiendo el
modelo clásico de observaciones indirectas. Se han ensayado diferentes tipos
de ajuste, desde la consideración de puntos fijos al ajuste libre con solución
minimos cuadrados norma mínima (Sevilla y Romero, 1988). Como en principio no
existe razón geo16gica o geofísica para fijar un datum por- constreñimiento

.externo se ha decidido utilizar el ajuste libre. Los resultados de dos
campañas 1986 y 1987 se muestran en la tabla siguiente. (Los resultados de las
otras campañas son análogos).

ALT. COMP.
NC»4BRE 1986 1987 Ó Z (RIn)

ROQUE 2193.9448 2193.9586 13.8
ROTONDA 2170.3940 2170.3800 -14.0
BLANQUIALES 2258.1760 2258.1705 - 5.5
MAJUA 2314.7054 2314.6878 -17.6
CALLADO 2257.6854 2257.6672 -18.2
BLANCA 2235.7999 2235.7874 -12.5
GUAJARA 2268.7842 2268.7784 - 5.8
CRUZ 2249.6385 2249.6271 -11.4
ALJIBES' 2248.8995 2248.8897 - 9.8
SANATORIO 2215.1532 2215.1431 -10.1
MARETA 2219.8437 2219.8523 8.6
RIACHUELOS 2163.3454 2163.3616 16.2
GATO 2045.3341 2045.3541 20.0
COSETES 2023.3864 2023.3981 11.7
GARCIA 2026.5520 2026.5468 - 5.2
UCANCA 2011.4409 2011.4620 2L1
PIEDRA 2232.7166 2232.7354 18.8

Como las diferencias de altitudes entre campañas están dentro del orden
de magnitud de la tolerancia de las observaciones, puede suponerse una



relativa estabilidad de la red y por tanto se ha mantenido el modelo estático
en la compensación en vez de utilizar un modelo cinemático que tenga en cuenta
la dependencia del tiempo de las medidas.

No obstante, se considerarán como "deformaciones" formales en el periodo
entre dos campañas a las diferencias entre las altitudes compensadas
correspondientes, de esta manera dispondremos de ciertos valores "observados"
a los cuales aplicaremos el método de colocación mínimos cuadrados (~z en la
tabla anterior).

El modelo de colocación queda establecido por

~z s + r (6)

donde el vector señal s se estima con la condición

(7)

siendo A el vector de multiplicadores de Lagrange.

Las. matrices Css y Crr vienen dadas por (2) y (4) respectivamente. En
particular Crr es la matriz covarianza de las observaciones foz obtenida a
partir de los resultados de los ajustes individuales de la red.

Las estimaciones de la señal y el ruido se obtiene por, (Sevilla, 1987)

~ Css '(;-1 ~z (8)

1\ --1r = Crr C foz (9)

donde C viene dada por (1). Las covarianzas error viene dadas por
--1Ess = Css - Css C Css (10)

E""rr
--1

Crr C Crr (1)

Para el tratamiento de nuestros datos utilizando el método de colocación
y aplicar las fórmulas cor-r-espond í ent es se comenzó por determinar la función



de covarianza que se ajustase a estos datos. El programa CORONA cuyo resultado
es el espaciamiento óptimo de los datos no proporciona los suficientes
parámetros para la estimación empírica de la función de covarianza debido a
que la red geodésica estudiada sólo tiene 17 puntos. Por tanto no conocemos
suficientemente la correlación existente entre los datos.

En esta situación hemos supuesto que el comportamiento aleatorio de los
datos es similar al de otros casos casos en que se produce un hundimiento del
terreno, y que por tanto la función de covarianza tendrá la misma forma aunque
varien los parámetros característicos. Siguiendo entonces el planteamiento en
casos simi lares hemos adoptado como función de covarianza una funcion de
Bessel de orden cero con la forma siguiente, (Colombo e Mussio, 1986; Forlani
and de Haan, 1987; Colombo et al., 1986).

A exp (-B Ixl J (C 'xlo
(12)

El valor del parametro A se ha fijado en nuestro caso haciéndolo igual a
la varianza de los datos, es decir

A = (1"2 (13)

Con esta funciÓn de covarianza se ha procedido al filtrado de los datos,
por apl.icación de las fórmulas (8) Y (9),obteniendose los correspondientes
errores ~edio$ cuadráticos para la sefial y el ruido por (10) y (11).

4. ANALISIS DE LOS RESULTADOS

Los resultados obtenidos ponen de manifiesto que debido a la ut í lización
de una red de nivelación t r í gonomé t r í ca y al pequeño número de puntos no se
puede hacer un análisis del fenómeno con la precisión requerida, ya que los
correspondientes errores medios cuadráticos son demasiado elevados.

Sin embargo y a pesar de estas dificultades, se ha comprobado la eficacia
del método de colocación para el estudio de deformaciones, teniendo que
esperar al establecimiento de una red de nivelación de precisión en el
terreno, que permita obtener un número suficiente de medidas.

Además se ha logrado poner a punto un paquete de programas de ampl ia
utilización para la aplicación del método de colocación en diferentes casos.
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APLlCACION DE LA COLOCACION A LA PREDICCIONDE ONDULACIONES
DEL GEOIDE

Gil, A. J., Y M. J. Sevilla
Instituto de astronomía y Geodesia (C.S.I.C.- U.C.M.).
Facultad de Ciencias Matemáticas.
Universidad Complutense De Madrid.

RESUMEN.

Se presenta una aplicación del método de colocación para la
determinación de una aproximación del potencial perturbador 'i', a
partir del cual podremos obtener fórmulas para la predicción de
ondulaciones del geoide, con vistas a la futura determinación de un
geoide gravimétrico en España y/o en la península Ibérica.

1. INTRODUCCION.

En los últimos años ha aumentado considerablemente la necesidad de tener
un mejor conocimiento del campo de gravedad (ondulaciones del geoide,
anomalías de la gravedad, desviaciones de la vertical, etc.).
Tradicionalmente han sido los geodestas y los geofísicos los que han
suministrado y utilizado esta información. Los geodestas utilizan
ondulaciones del geoide y desviaciones de la vertical para reducir ángulos y
distancias al elipsoide, mientras que los geofísicos utilizan toda la
información para conocer el interior de la Tierra.

El objetivo real es la determinación del potencial de la gravedad
terrestre, W, o lo que es lo mismo el potencial perturbador T = W - U, donde U
es el potencial de referencia. Supondremos a partir de ahora que U incluye el
potencial de la atmósfera, y que ha sido elegido para que T pueda
representarse por una función armónica en el exterior y regular en el
infinito. Una vez determinada esta representación numérica, que designaremos
por t. podremos calcular ondulaciones del geoide por medio de fórmulas ya
conocidas.

Un método tradicional para obtener una representación numérica de T ha
sido evaluar la fórmula integral de Stokes con un conjunto de anomal ías
medias, ~gl, i = 1,...N, es decir,

NL SCl/li,r) ~gl ,

1 =1

donde 1/11 es la distancia esférica entre P y el centro del bloque i-ésimo, r
es la distancia desde el centro de la Tierra, y S(I/II,r-) es la función de

TCP) C1)



Stokes espacial. Sin embargo, el uso de este tipo de representación requiere
que los datos estén distribuidos en una cuadrícula regular. Esto se consigue
ordinariamente por predicción (interpolación o extrapolación).

Considerando una técnica como es la colocación, este paso puede ser
obviado, porque los datos no necesitan estar repartidos de una manera regular
y pueden no ser del mismo tipo. Sin embargo, con esta técnica hay que
resolver un sistema muy grande de ecuaciones lineales. El número de
ecuaciones dependerá de las dimensiones del área considerada, de la precisión
requerida, y de la magnitud de la variación del potencial anómalo en el
área.

En este trabajo vamos a presentar cómo usar el método de colocación para
la determinación de T. En el apartado 2 daremos una descripción del método .

.En la sección 3 estudiaremos cómo se puede estimar la función covarianza. En
la 4 describiremos como el número de observaciones puede decrecer si se
considera la topografía local. En la sección 5 veremos como podemos
descomponer el sistema de ecuaciones en varios sistemas de dimensiones
menores. Finalmente, presentaremos las fórmulas para el cálculo de
ondulaciones del geoide, y daremos una serie de conclusiones sobre las
ventajas de esta aplicación de la colocación. Todo ello se hará basándonos
fundamentalmente en los trabajos de Tscherning (1974, 1978, 1983, 1984).

2. DESCRIPCION DEL METODO.

Existen varios puntos de vista para la aplicación práctica de la
colocación a la determinación de una aproximación del potencial perturbador.
Nosotros seguiremos la teoría de colocación de Moritz (1980) como una
extensión o generalización de su técnica de predicción mínimos cuadrados. En
este método se requiere trabajar en aproximación esférica, así que T es una
función armónica en el exterior de una esfera que aproxima la Tierra y que
está completamente dentro de ella, que se suele denominar esfera de
Bjerhammar. T será un elemento de un espacio de Hilbert con núcleo
reproductor, que tuvo la función de covarianza empirica del potencial
perturbador como núcleo reproductor. T debe tener norma mínima y estar en
concordancia con los valores observados. El uso de la función covarianza
empírica tiene una ventaja teórica, T es óptima en el sentido mínimos
cuadrados.

Consideremos el desarrollo de T en serie de armónicos esféricos sól idos
fuertemente normalizados,

r
f [-;r f [;nm COSmA + bnm senmA ] Pnm(senqJ),

n=2 m=O

(2)T(P) GM

donde R es el radio de la esfera que aproxima la Tierra, GM es el producto de
la masa de la Tierra por la constante gravitacional, r es la distancia de P
desde el centro de la Tierra, 'P la latitud, A la longitud y Pnm son las
funciones de Legendre fuertemente normalizadas. Entonces la función
covarianza empírica del potencial perturbador K(P,Q) es una función de dos
puntos en el espacio, P, Q. Si r, r' son las distancias desde el centro de la
Tierra a P y Q respectivamente, y I/J es la distancia esférica entre los
puntos,entonces tenemos (Moritz, 1980),



IC(P,Q) cov(P,Q) (3)

n=2

donde, cov(P,Q) es el operador covarianza cov(T(P),T(Q)), Pn son los
polinomios de Legendre convencionales, y,

-2anm + ] , (4)

m=O
son las llamadas varianzas grado.

A partir de la función covarianza (3) se pueden obtener funciones
covarianza de otras cantidades que estén relacionadas con T por medio de
funcionales lineales.

A la vista de (2), (3) y (4) vemos que el conocimiento completo de la
función covarianza requiere el conocimiento completo de T. Sin embargo, la
función covarianza puede ser estimada como se presenta en (Tscherning y Rapp,
1974). Nosotros también veremos más tarde cómo podemos hacer esto.

Supongamos que las observaciones l¡ están relacionadas con T a través de
un conjunto de funcionales lineales L¡, es decir,

L¡ (T) = 1¡ , 1, •.. N (5)

donde N es el número de observaciones, que supondremos sin error. La
aproximación T vendrá dada por ,

T(P)

NL a¡ L¡cov(T(P),T(Q»

¡=1

NL a¡ cov(T(P) ,L¡ (T»,

¡=1

(6)

donde las constantes al son las soluciones de un sistema de ecuaciones
lineales,

(7)

Este sistema de ecuaciones se denomina ecuaciones normales.

Cuando T o lo que es lo mismo las constantes a¡ se han determinado,
podemos estimar magnitudes relacionadas con T. Estas estarán relacionadas con
T por otros funcionales lineales S, y la estimación puede obtenerse aplicando
S a T, es decir,

S(Tl

NL a¡ cov(S(T),L¡(T» •

¡=1

(8)

La varianza error de predicción para una magnitud estimada se :obtiene
por,



2 -
<T (S(T» (S)

donde,

CSS S(S(cov(P,Q»),

L¡(S(cov(P,Q») , (10)

En el caso general, las observaciones tienen errores aleatorios puros;
supongamos que estos errores están distribuidos con una matriz de covarianza
D¡J' Las ecuaciones de la colocación que se deben usar en este caso, son
ligeramente diferentes a las de la colocación "exacta". En realidad, si en
las ecuaciones (7) y (9) sustituimos,

por,

[c¡jl ; [COV(L¡(T),Lj(T» 1 + D¡jl ,

entonces, T(P) y <T2(L(T)) vienen dados por (6) y (9) respectivamente.

3. ESTlHACION y MODELACION DE LA FUNCION COVARIANZA.
La función covarianza es una función homogénea e isótropa que da el valor

medio del producto de valores puntuales T(P) y T(Q), donde la media se toma
sobre el conjunto de pares de puntos que tienen la misma distancia esférica,
y el mismo 'acimut a. Si la media se toma sobre un área local ~o < ~ < ~1, Y
Ao < A < Al, tendremos una función covarianza local; en otro caso la función
covarianza será global.

La función covarianza local del potencial perturbador se expresa por,
(Tscherning, 1984, p. 316)

cov(P,Q)
2TlA

J

2Tl J~l JA1 T(P) T(Q) cos~ dA d~ da ,

o ~o Ao
( 11)

donde A es el ár-ea de la región considerada,

La integración se realiza por sumas,
n m

1/p L L T(~¡ ,A¡ ,Rl T(~i ,Ai ,Rl ,

¡;1 J=l

<12l

donde T(~i,Ai,R) es cero si los puntos están fuera del área; p es el número
de productos en el área considerada,



1 - 1/2

[~1 - ~O]~I
n

+ ~O ,
- 1/2

[Al - 1.0]Aj
m

+ 1.0 ,

ak = 21lk/V

I/Jq = q I/Jmax /W ,

o ~ k < V
enteros,

o ~ q < W

y I/Jmax' la máximadistancia esférica entre los puntos del bloque. Entonces,

v

e(l/Jq) = -;- L cov(l/Jq,ak)·

k=l

( 13)

En la práctica, no se dispone de valores de T, pero sí de observaciones
que están relacionadas con T por medio de funcionales lineales. Entonces
estimamos covf Lj,;Lo), y a partir de esta función encontramos la función
cov í P, Q).

Habitualmente se calculan funciones covarianza locales a partir de datos
que les ha sido sustraído el efecto de un campo de referencia de grado J.

En este caso, la función covarianza consta de dos partes, la primera
r-epr-esenta' el ruido en los coeficientes del potencial, y la segunda utiliza
un modelo para n>J, (Tscherning, 1984),

e(p,Q) ( 14)

n=2 n=J+1

con,

[~:r f [<r
2
(elj) + <r

2
(Slj)] ,

J=O

(15)

2 2donde <r (elj) y a (Slj) son las varianzas error de las estimaciones de los
coeficientes.

Un modelo para las varíanzas grado que se utiliza habitualmente es,
(Tscherning, 1983),

2

[
~RE ]2n+2 A R

(n-j ) (n-2) (n+B)
(16)



donde RE es el radio medio de la Tierra, R es el denominado radio de la
esfera de Bjerhammar, A una constante positiva denominada factor de escala
para las varianzas grado, y B es un entero positivo.

La utilizaci6n de esta funci6n covarianza requiere el conocimiento del
parámetro de escala, el radio de la esfera de Bjerhammar , el entero B, y el
grado del campo de referencia. La utilizaci6n de los datos permite determinar
A, R, B, Y J de forma que estén en concordancia la funci6n covarianza modelo
y la funci6n covarianza local "verdadera" (Benciol ini, 1984).

El procedimiento propuesto para modelar la función covarianza presupone
que la expresi6n (14) es un modelo válido para estimar (13). Esto no es así,
excepto si el campo de gravedad en el exterior del área local se comporta de
manera similar a como lo hace en el interior. Es por lo tanto importante

'sustraer, no s610 un campo de referencia, si no los efectos topográficos.

4. UTILIZACION DE LA TOPOGRAFIA LOCAL.
En la secci6n anterior hemos comentado que uno de los factores que

determina el tamaño de las ecuaciones normales era la variaci6n del campo de
la gravedad. Una de las principales razones de esta variaci6n local es la
topografía local, y su compensaci6n isostática.

Considerando esta informaci6n podemos calcular una función arm6nica, TM'
que represente el potencial de las masas. Una vez obtenida TM tendremos una
función armónica TC = T - TM' Y podremos utilizar el método de colocaci6n
para la determinación de una aproximaci6n de TC

, que designaremos por rc.
Entonces, la aproximaci6n r del potencial perturbador viene dada por,

( 17)

Las observaciones que se consideran para construir rC son las originales
menos el efecto de las masas topográficas, es decir,

C
1 I = 1 I - 11M' (18)

donde LITM 11M. Análogamente las cantidades predichas se calculan por,

L(T) (19)

En (Tscherning, 1978) se muestra que la variaci6n raíz media cuadrática
de las observaciones reducidas es apróximadamente la mitad de la variación de
las observaciones sin reducir. Esto impl ica que el espaciamiento de las
observaciones puede ser mayor, y por tanto se necesitarán menos
observaciones.

5. METOno PARA REDUCIR LAS DIMENSIONES DEL SISTEMA DE ECUACIONES
NORMALES.

Supongamos que hemos considerado la topografía para la determinación de
TM' que representa variaciones del campoc de la gravedad local. Las
variaciones de las observaciones reducidas 1l' se habrán reducido también,



pero estas variaciones no serán inferiores a las variaciones del campo de la
gravedad. Esto implica el que tengamos que considerar muchas observaciones y
por tanto resolver grandes sistemas de ecuaciones.

Consideremos que tenemos observaciones de dos tipos. Supongamos que el
primer conjunto sean los coeficientes del potencial hasta cierto grado J, que
supondremos sin errores.

La representación de T será la suma de dos funciones armónicas T1 y T2'

r
(20)T1 CM

.y
H

T2= L b ¡ cov2(L¡(T),T(P)),

¡=1

(21)

con,

(22)

En el seg~ndo miembro de (22) aparecen las observaciones ori~inales menos
el efecto de T1. La función covarianza viene dada por (14) con u¡= O,

(23)

Supongamos que hemos
Considerando como campo
observaciones reducidas,

dividido nuestras
de referencia T1+T2

observaciones en
podemos calcular

grupos.
nuevas

(24)

Estas observaciones se utilizan para calcular una
covarianza empírica COV3(P,Q). Considerando esta función y las
reducidas podemos calcular una aproximación T3, de forma que,

nueva función
observaciones

(25)

6. PREDICCION DE ONDULACIONES DEL GEOIDE.
Considerando el método expuesto en la sección 5., la aproximación local

de T viene dada por,

(26)

k=1

Nosotros supondremos que TK y su correspondiente ondulación se calculan
separadamente. Esto quiere decir por ejemplo, que a los coeficientes del



potencial anm y bnm les han sido deducidos los coeficientes correspondientes
a TN. Así a partir de ahora sólo trataremos con los restantes sumandos de
(26) .

La ondulación del geoide se expresa por la conocida fórmula de Bruns,

T
N =

'1
(27)

Supongamos para fijar ideas 2=3; para cada funcional L tendremos,

L(T> (28)

. y por tanto,

Ñ (29)

Si T~viene dado por (20), entonces Ñ1 se obtiene por,

N1

J n

R L L [;nm COSmA + bnm senmA] Pnm(senq»,

n=2 m=O

(30)

donde hemos puesto '1=GMlR2
•

Aplicando la colocación para obtener Tk tenemos,

"kIbk¡ COVk(L¡(T),T(P» ,

t =1

(31 )

donde Mk es el número de observaciones utilizadas y,

k-1

[COVk(L¡(T),LJ(T»] + D¡J]-l [IJ -[ LJ(Tn)J.
n=l

(32)

7. CONCLUSIONES.

El método de colocación aquí presentado para la determinación de una
aproximación del potencial perturbador, tiene tres cualidades importantes,
(Benciolini et al., 1984):

Simplicidad, para su aplicación no es necesaria ninguna interpolación de
datos,

Flexibilidad, utiliza cualquier tipo de datos con lo que aumenta la
precisión,

Potencia, se puede predecir cualquier magnitud geodésica, es decir, el
método se puede aplicar no sólo para la predicción de ondulaciones del geoide,
sino para la determinación de otras magnitudes relacionadas con el potencial
perturbador.
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MODIFICACIONESDE LA FUNCION DE STOKES PARA EL CALCULO DE

ANOMALIAS DE LA ALTITUD
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Facultad de Ciencias Matemáticas.
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Resumen. La determinación práctica de anomalías de la altitud a
partir de un conjunto de datos (terrestres o de satélites) nos lleva
habitualmente a la modificación de la función de Stokes. Se presenta
un estudio de diferentes métodos basados fundamentalmente en
distintas consideraciones sobre la función de Stokes.

1. CALCULO DE ANOMALIAS DE LA ALTITUD.

El método seguido aquí es el desarrollado por Molodensky. En él se define
una superficie que aproxima la superficie topográfica terrestre, y se evalúa
la distancia entre ambas, anomalía de la altitud <, utilizando anomalías de
la gravedad aire-libre sobre la superficie de la Tierra (Molodensky et al,
1962).

'".:G JI,. 69 S(cost/J)dO"+ L
n=l

R

41lG
JI,. 9n S(cost/J)dO" , (1)

donde,

R. .. Radio medio terrestre,
G ... gravedad media de la Tierra, ~ 980 gal,
6g .. anomalía de la gravedad aire-libre en la supo terrestre,
t/J... distancia esférica del punto de cálculo a dO",
S(cost/J).. función de Stokes (Heiskanen & Moritz, 1985),
du .. elemento de superficie 0", sobre la que se realiza la integración,
gn.. términos que consideran la discrepancia entre la topografía y la

superficie equipotencial que pasa por P. (Moritz, 1980, p. 386).

Si nos restringimos a n=1, entonces obtenemos la denominada solución
gradiente,

R
41lG

S(cost/J)dO" , (2)

con



(31

donde lo es la distancia esférica, y <o viene dado por,

<o = t:G ILt.o S(cos"JIdO- • (tI

En (Moritz, 1980) se muestra que la fórmula,

<=S[t.g+c), (SI

donde S es el operador de Stokes y e la conocida corrección de terreno o
topográfica (Heiskanen & Moritz, 1985) es tan precisa corno (2),en el orden
de aproximación en el que venimos trabajando y con tal que las diferencias de
anomalías de la gravedad dependan linealmente de diferencias de altitudes.

Además, la teoría de Molodensky presupone que el potencial perturbador T
es una función armónica en el exterior de la superficie topográfica
terrestre, luego el efecto de la atmósfera debe ser eliminado.

Por lo tanto, la anomalía de la altitud en la solución gradiente viene
dada por,

< =
R

4ltG IIo- t.gS(cost/JIdO- , (61

donde t.g es la anomalía aire-libre corregida del efecto de la atmósfera y de
la t opogf-afí a.

Podemos transformar (6) en una expresión más adecuada para la
integración,

1; = _R_ II [S(COsl/ll- s (cost/JI] t.gdO-+ _R_ II s (cost/JIt.gdO',
4ltG C 4ltG C

O- O'
C

(71

donde Sc(cost/J)es la denominada función de aproximación. Se define por,

I
sO (cost/JI

S(cost/JI
(61

t/Jo" ••• distancia angular de truncamiento, (radio de la región esférica)
o-c.....área de la zona interna, (O:s t/J :s t/Jo) •

Asumamos que la función de aproximación de Stokes Sc admite un desarrollo
en serie de polinomios de Legendre (armónicos zonales),



eo

Sc(cosl/J) = ~1
2n+l

2
(9)

donde, por razones puramente formales, hemos designado (2n+l) An / 2 los
coeficientes en esta expresión. Entonces tenemos,

An = 1: Sc(cosl/J) Pn(cosl/J) senl/J dl/J

= fl/JoSo(cosl/J) Pn(cosl/J) senl/J dl/J + ·r S(cosl/J) Pn(cosl/J) senl/J dl/J.

Jo JI/Jo
(10)

El cálculo de la expresión (7) se realiza en tres pasos,

( 11)

con,

(a
R IL [ S(cosl/J) - SO(cosl/J) ] A9 dO' ,--

41lG

e
m

(b
R L An A9n--2 G

(12)

R

2 G L
n=m+l

donde Agn es el armónico de Laplace de grado n de la anomalia de la gravedad
Ag,

2n+1

(3)

y m es el grado de truncamiento.

El error cometido en (a' causado principalmente por las impreclslones en
las anomalías de la gravedad disponibles en el región esférica O'c' no será
tratado aquí.

El principal error en (b será debido a los errores en los coeficientes
del potencial. Este error mp vendrá dado por,

± R
2 G

j[
n=2

(14)

donde oCn es el error medio cuadrático de las varianzas grado Cn'



El valor- de <e se despr-ecia siempr-e en el cálculo de anomalías de la
altitud <. El er-r-or-debido a la omisión de <e es denominado er-r-or-de
tr-uncamiento mt, que viene dado por- (Heiskanen & Mor-itz, 1985),

(15)

En el caso de no consider-ar- el er-r-or-en <4' el er-r-or-total en <, m< ser-á,

(16)

2. MODIFICACION DE LA FUNCION DE STOKES PARA EL CALCULO DE
ALTITUD.

ANOMALI AS DE LA

2.1 Metodo uno

Este método fue suger-ido por- (Yer-emeyev, 1959). La función SO(cos~) de la
expr-esión (8) es,

(17)

Sustituyendo (17) en (10), obtenemos los coeficientes Qn par-a este
método,

Qn = Jn S(cos~) Pn(cos~) senl/J dl/J •

I/Jo
(18)

A los coeficientes Qn se les denomina coeficientes de tr-uncamiento de
Molodensky, y pueden ser- obtenidos por- la expr-esión dada en (Hagiwar-a, 1976).

2.2 Metodo dos

En el segundo método (Meissl, 1971), la función SO(cos~) es constante,

50 (cos~) = st cos~ ) = cte.
O

(19)

Sustituyendo (19) en (10) obtenemos los coeficientes Tn par-a este método,

(20)

que puede expr-esar-se de acuer-do con (18),

(21)



Para realizar la integración en (21) consideremos el siguiente resultado
(Hobson, 1965, sec.ll, p. 38),

(m-n)(m+n+l) [ m Pm-l(cosl/!O)Pn(cosl/!o)- n Pm(cosl/!o)Pn-l(cosl/!O)-

- (m-n) cosl/!oPm(cosl/!o)Pn(cosl/!O)] ,

m=n, m2:1,n?;1. (22)

y

J:°pn(cosl/!)senl/!dI/!=

[n Pn-l (cosl/!O)- n cosl/!oPn(cosl/!o] n ~ 1 . (23)
n Ln+t )

Considerando la conocida relación de Rodrigues con m=1 obtenemos,

Pnl(cosl/!O)= senl/!oP~(cosl/!). (24)

donde P~(cosl/!) es la derivada de Pn(cosl/!) con respecto a cosl/!, y Pn1(cosl/!) la
función asociada de Legendre de grado n y orden 1.

En (MacRobert, 1967, p. 105), encontramos la relación,

P~ (cosl/!o) (25)

que nos permite escribir (24) de la forma,

senl/!oPnl(cosl/!O)= n Pn-l(cosl/!O)- n cosl/!oPn(cosl/!o), (26)

de manera que la expresión (23) se escribe de acuerdo con la fórmula (26),

J:

0 senl/!o
Pn(cosl/!)senl/!dI/!= ---n (n+l)

o
Pnl(cosl/!O), (27)

Entonces, la expresión (21) se transformará según (27) en,

n (n+l) (28)

Esta fórmula es válida obviamente para n ~ 1.

A partir de (20) con n=O podemos escribir,



TO = QO + S(cosl/Jo) r senI/J dI/J ,

Y efectuando la integración,

TO = QO + S(cosl/Jo) [ 1 - cosl/Jo ]

Por tanto, las expresiones (28) y (30) nos dan los coeficientes In para
este método.

2.3 Metodo tres

La función SO(cosl/J)en este método se define de la siguiente manera,

SO(cosl/J) = S(cosl/Jo) - V(cosl/Jo) cosecl/Jo [ cosl/J - cosl/Jo ],

donde,

dS( cosl/J)

II/J=I/Jo

dS(cosl/J)

dcosl/J 1
senI/Jo·

I/J=I/Jo
V(cosl/Jo)

Sustituyendo (31) en (10) llegamos a,

Hn = Tn - V(cosl/Jo) cosecl/Jo rO[cosl/J - cosl/Jo] Pn(co sI/J) senI/J dI/J ,

que según (27) escribimos,

Tn + V(cosl/Jo) [

cosl/Jo

n (n+ll
Pn1 (cosl/Jo) -

- cosecl/Jo ro cosl/J Pn(cosl/J) senI/J dI/J ] ,

Poniendo m=l en (22) obtenemos,

rOcosl/J Pn(cosl/J) senI/J dI/J =

1 [Pn(cosl/Jo) - n cosl/Jo Pn-1(cosl/J) - (l-n) cos
2
1/J0 Pn(cosI/JO)]'

(l-n) (n+2)

y de acuerdo con (26) reescribimos,

(29)

(30)

(31)

(32)

(33)

(34)

(35)



-:------:-.:.1_,,- [sen21/J0 Pn(cosl/JO) - cosl/Jo senl/Jo Pn1(COSI/J)].
(l-n)(n+2)

(36)

Efectuando la sustitución de (36) en (34), tras una serie de simples
operaciones, llegamos a,

V(cosl/Jo) [

Hn Tn + (n-1) n (n+1) (n+2) n (n+ll senl/Jo Pn(cosl/Jo) -

- 2 cosl/Jo Pn1(COSI/J)] n ~ 2,

A partir de (33) con n=Q obtenemos,

(37)

110 ; TO - V(cosl/Jo) cosecl/Jo r [cosl/J - cosl/Jo] senl/J dl/J , (38)

e integrando,

110 ; To - V(cosl/Jo) cosecl/Jo [~- cosl/Jo - ~ cos 2I/Jo ] . (39)

Considerando (33) con n=l llegamos a,

H1 ; T1 - Y(cosl/Jo) cosecl/Jo tO[cosl/J - cosl/Jo] cosl/J senl/J dl/J , (40)

que tras efectuar la integración escribimos,

H1 ; T1 - V(cosl/Jo) cosecl/Jo [~ - ~ cosl/Jo + ~ cos 3I/Jo ]. (41)

El conjunto de fórmulas (37), (39) y (41) nos dan los coeficientes Hn
para este método.

2.4 Metodo cuatro

En este método la función 50 se define por,

2r+1

r-1
(42)

que es la expresión de la función de Stokes en términos de pol inomios de
Legendre (armónicos zonales) truncada en el grado m, (Heiskanen & Moritz,
1985) .



Efectuando la sustitución de (42) en (10) obtenemos los coeficientes Wn
para este método,

Qn +
2r+l ro--- Pr(cos.plPn(cos.plsen.pd.p ,
r-l

° n=O,1,2, .... (43l

Cada una de las integraciones que aparecen en (43) vendrá dada por las
expresiones (22) ó (23).

3. CONCLUSIONES

En el primero de los métodos aquí presentados, la función de aproximación
Sc(cos.p) (fórmulas (8) y (17)) es discontinua en la frontera de la zona
interna (.p = .po). En el segundo de los métodos, la función Sc(cos.p)
(fórmulas (8) y (19)) es continua pero no derivable en la frontera. Por el
contrario, el tercer método si que presenta una función continua y derivable
en la frontera (fórmulas (31) y (32)).

Como sólamente intervienen los errores en los coeficientes del potencial
y el error de truncamiento, el segundo de los métodos es el más apropiado
para el cálculo de anomalías de la altitud, ya que tiene el mínimo error
entre estos diferentes métodos.
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DETERMINACION GRAVIMETRICA DEL GEOIDE A PARTIR DE UN
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Resumen. En este trabajo se resumen diversos procedimientos para el
cálculo del geoide, así como el análisis de los errores asociados
con cada uno de ellos, con vistas a futuras aplicaciones.

1. INTRODUCCION

El geoide se define como una superficie equipotencial del campo de
gravedad que aproximadamente coincida con el nivel medio de los mares. Para
muchos fines geodésicos es interesante determinar ondulaciones del geoide
respecto de alguna superficie de referencia, comúnmente un elipsoide de
revolución, el elipsoide general. Estas ondulaciones del geoide se pueden
determinar a partir de un conjunto de coeficientes que describen el potencial
gravitatorio terrestre, junto con datos gravimétricos.

2. REVISION DE DEFINICIONES Y RELACIONES IMPORTANTES.

2.1 Potencial de la gravedad de la Tierra ':i. del elipsoide. El geoide

El potencial del campo de gravedad de la Tierra se define por,

(1)

donde V es el potencial gravitatorio y ~ es el centrífugo.

El geoide es una superficie equipotencial particular del campo de la
gravedad de la Tierra, que se expresa por,

w = w = cte (2)
o

El potencial de la gravedad en un punto rotando con la Tierra viene dado
por el desarrollo en armónicos esféricos (Torge, 1983)

r-
+ s senmA ]nm P (sen;¡i)] +nm

Gilw

2-
+ --2- e o e rp

2 2W r

(3)



donde,

GM constante geocéntrica de gravitación, a radio ecuatorial del elipsoide
de referencia, r radio vector geocéntrico, ~ latitud geocéntrica, w velocidad
de rotación de la Tierra, e ,s coeficientes de los armónicos esféricos

nm nm

normalizados del potencial gravitatorio,
primera clase normalizadas.

P (sen~) func iones de Legendre denm

El potencial de la gravedad U de un elipsoide con el mismo centro de
gravedad , la misma masa y la misma velocidad de rotación de la Tierra
(esferoide de Helmert) se expresa por,

u + [~re p (sen~)
40( r-e r ) 4

2 2
W r

2

2-
cos ~ (4)

donde el subíndice ref indica que esos coeficientes están evaluados con los
parámetros adoptados del elipsoide general de referencia; P , n = 2,4 son los

n

polinomios de Legendre.

2.2 Ondulacion del geoide

Consideremos el modelo al aire libre y en él las siguientes superficies
(Sevilla, 1987),

(S) superficie topográfica terrestre de puntos P, (L) superficie
hipsométrtca definida por el conjunto de puntos Q tales que W(P)=U(Q), es
decir el teluroide, (G) el geoide W=Wo de puntos Po' (E) el elipsoide de
referencia, U=Wo de puntos Qo.

La ondulación del geoide es la distancia N =QP QP, donde Q es la
o o o---7proyección sobre el elipsoide del punto Po del geoide según la normal nE, que

viene dada por la fórmula de Bruns,

( W - U)
P
o (5)

N
<1'

donde,

<1' es el valor de la gravedad normal <1' en Qo'
W - U es el denominado potencial perturbador T.



3. METODO UNO

Se basa en la aplicación directa de la definición en aproximación
esférica.

Para obtener la ondulación del geoide sustituimos (3) y (4) en (5)
resultando,

N
GH
r'l

(X) n

I[7fI
n=2 m=O

(6)

donde,

oe
20

e - e
20 20(ref)

oe40 e 40 e
40(ref)

oe
nm

e
nm

si (n,m) ;l (2,0) Y (4,0) 05
nm

S
nm

, 'ti (n,m)

Supongamos que el radio vector r del geoide sea igual al radio ecuatorial
a, que consideramos igual a un radio medio R, y tomando '1 en aproximación
esférica obtenemos,

(X) n

N [oe cosmA + oS senmA] P (senq:»
nm nm nm

(7)

n=2 m=O

Los érrores causados por las hipótesis realizadas para llegar a la
expresión (7) son del orden Na, siendo a el aplanamiento del elipsoide de
referencia; este error es debido a la aproximación esférica efectuada.

4. METanO DOS

Está basado en la utilización de diferencias de radios vectores. En este
método supondremos que tanto W, potencial en el geoide, como <p y A son
conocidos para un punto de dicha superficie. Podemos calcular el valor del
radio vector de dicho punto r en (3) por aproximaciones sucesivas.
Funcionalmente se expresa por,

r- e ,
nm

S ,W) •
nm

(8)

El valor de r, designado por r¡ en cada paso, se encontrará por iteración
comenzando por un ro razonable.

Por otra parte, el radio vector geocéntrico del elipsoide de referencia
viene dado por la expresión,



r-
E

-1/2

[ 1 _ e2 2- ]cos <p • (9)

Entonces la ondulación se calcula por,

N = r- - r-
I E

(10)

Un pequeño error ha sido cometido en (10) ya que la ondulación del geoide
se mide según la normal al el~psoide, y no según el radio vector geocéntrico.
Este error es del orden de Na /2.

La ondulación obtenida de esta manera es simplement.e la separaclon de una
superficie equipotencial (el geoide) y un elipsoide de revolución definido de
forma geomét.rica. Es de dest.acar que no hemos realizado ninguna hipótesis en
la que la superficie del elipsoide sea una superficie equipotencial.

5. METODO TRES

El establecimiento de este método se logra con un modelo de geopotencial
y la fórmula de Stokes.

Se considera la ondulación del geoide como suma de tres sumando s ,

N N + N + N
123

( 11)

N
1

es, la ondulación implicada por un conjunto dado de coeficientes del
potencial. Viene dada por (6) donde se considera un valor n de

max

truncamiento,

n
max n

N1= ~; L (-;-r L [OC cosmÍ\ + os senmÍ\] P (sen<p).
om nm nm

(12)

El sumando N
2

de (11) se calcula en este método de la siguiente forma,

N
2

R

41[0
-¡;go - !J.g s ] S( cosltn da- , (13)

donde,

S(cos~) ... es la función de Stokes,
!J.go... anomalía aire-libre media de los valores observados en la

cuadrícula de cada punto, y corregida por la masa de la atmósfera,
!J.g anomal ia media de los valores calculados en los mismos puntos de

s



la cuadrícula con los coeficientes del potencial utilizados para calcular N
l

en (12).

La integral está extendida sobre la región ~ alrededor del punto en el
e

que deseamos calcular N. En la práctica la integración de (13) es sustituida
por una integración numérica.

El valor de ~g es,
a

1
A IL ~g

s
dA , ( 14)

donde A es el área de la cuadrícula en la que queremos determinar la anomalía
media ~g .

s

Los valores ~g se calculan por (Rapp, 1967),
s

~g
s

nmax
GM

2

\'L (n - 1)

r
n=2

n(-;-r L [OC cosIllA + OS senmA]
nm nm

P (senrp) .
nm

(15)

m=O

El término N
3

de la expresión (11) se expresa por,

N
3

R

4TC<Y H~-~[
e

¡;go - !J.g
s

] S(cosl/J) d~ , (16)

donde tr - ~c representa la región esférica restante no incluida en ~c. La
región ~c se elige de tal forma que N

3
pueda despreciarse.

Los errores en los dos primeros términos de (11) representan los errores
de comisión, mientras que N

3
representa un error de omisión. La varianza de

una ondulación es,

2 2
~ + ~e o

(17)

donde ~c está asociado con los errores de comisión, y ~o con los de omisión.
Para calcular ~ pongamos,

e

N
e

N + N
1 2

(18)

Considerando (12) y (13), (18) se escribe en forma matricial como,



N
e

(19)

donde los elementos de B son los factores que multiplican a los coeficientes
del potencial, designados por C en (19). Los elementos de A proceden de (13).

Podemos representar el cálculo de Ag como,
s

A9
s

tB e
ls

(20)

donde los elementos de B son los factores que multiplican a los coeficientes
del potencial en (15) en cada punto de la cuadrícula. Con (14) obtendremos el
valor medio, entonces como para cada cuadrícula tenemos un vect or- B

1S
para

toda la región ~c tendremos una matriz que designaremos por B
1
. En definitiva

(19) resul ta,

N
e

(21l

Aplicando la ley de propagación de errores obtenemos,

2o:
e

t t
B + A 'í:.-¡;go -¡;go A + A B

1
t
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A. (22)

donde 'í:... ( son las matrices de varianza-covarianza.

Para el error de omisión podemos escribir (Rapp, 1973),

2e:
o

2

__ R_

2

_¿4. (23)

00

n=n
max

donde c (Ag) son las varianzas grado de anomalías y s es (Tscherning y Rapp,
n

1974) 0.999617. Aunque el sumatorio sea hasta infinito, en la práctic~ se
considera aproximadamente hasta 200. Para ~ = 100se encuentra un valor ~ deo
1.1 m; si ~ = 20° se obtiene un valor de 0.7 m.

°
6. METOno CUATRO

Este método ha sido utilizado por Grotten y Rummel (1974) y es el
desarrollado en (Molodensky et al, 1962).

La ondulación del geoide se descompone en tres sumando s ,

(24)

donde



R
n max

N'
1 2 r Q (I/J) Ag

nOn
(25)

n=2

y Qn(I/Jo)son las funciones de truncamiento de Molodensky (Heiskanen & Moritz,
1985, pago 260) que vienen dadas por,

Q (I/J) = r 5(cosI/J)P (cosI/J)senI/JdI/J,
n o JI/J . n

o

(26)

donde Pn(cosI/J) son los polinomios de Legendre.

Ag es el armónico esférico de superficie de grado n de la anomalía de la
n

gravedad implicada por un conjunto de coeficientes del potencial cuya
expresión es,

tJ.g
n 2r-

n

(n - 1) [-;-r L [oe cosmA + 05 senmA] P (senrp)
nm nm nm

(27)
GM

m=O

N; viene dado por la fórmula,

N'
2

R

411. JL~
e

5(cosI/J)dO" , (28)

donde la región O"
e

es la misma que aparece en (13).
tiene un radio de distancia esférica I/J. La anomalía ~o

El término N; se expresa por,

N'
3

00

__R_ \' Q (I/J) Ag2.L nO n
(29)

n= n max

Este término considera la información más allá de n ,que no ha sidomax
incluida en N' .

1

Como en el método anterior existen errores de comisión y de omisión. Los
primeros surgen de (25) y (27) debido a los errores en los coeficientes del
potencial, y en (28) a los errores en las anomalías.

El error de omisión está causado por el hecho de que la suma en (25) se
toma hasta n en vez de hasta infinito. Este último error es el mismo de
(23), y el c~~~ntario dado allí es igualmente válido aquí.

Para llevar a cabo el análisis de los errores, expresamos el



procedimiento de cálculo en la forma,

N
e

(30)

donde A, B Y C son las matrices definidas anteriormente, y Q es una matriz
diagonal cuyos elementos están compuestos de valores de Qn(~o)' Aplicando la
ley de la propagación de los errores a (30) resulta,

2
(T

e
(31l

Comparando (31) con (22) se observa que el anál isis de los errores en
este método es considerablemente más simple que en el método tres.
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