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Facultad de Ciencias Matematicas
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- Resumen. Se ha aplicado el método de colocacién al analisis de
deformaciones en la microred de control establecida en la Caldera del
Teide, estudiando la forma de las funciones de covarianza que mejor
se ajustan a un problema de estas caracteristicas.

1. INTRODUCCION

Entre las aplicaciones del método de colocacién podemos citar el estudio
.de deformaciones. El andlisis de deformaciones de la corteza terrestre por
medio ‘de medidas geodésicas de precisién tiene un papel destacado en el
estudio dindmico de zonas geoldgicamente activas para fines de vigilancia y
previsién de posibles catastrofes naturales. En particular estos métodos se
pueden aplicar a zonas de riesgo volcanico como es el caso de la microred de
control establecida en la Caldera del Teide. (Sevilla y Martin, 1985).

¢

El método general de colocacién permite resolver problemas de ajuste,

prediccién y filtrado. En nuestro caso, no consideraremos problemas de ajuste,

y nos plantearemos Unicamente cémo, a partir de un conjunto de m observaciones

1, podemos resolver un problema de filtrado, esto es, determinar la sefial
aleatoria s propia del campo, eliminando el ruido r, Y un problema de
prediccién, es decir, determinar la sefial en puntos distintos a los

de observacién, utilizando para ello las férmulas del método general de
colocacién. La aplicacién del método de colocacién requiere el

conocimiento de la matriz de covarianza C de las observaciones. (Sevilla,
1987).

"T=c_+CcC (1)

Para la obtencién de la covarianza seiial, CSs

a partir de los datos de observacién en puntos discretos la denominada

, se procede estimando

funcién de covarianza de la sefial s. Este es uno de los problemas méas



delicados en las aplicaciones del método de colocacién, ya que las verdaderas
funciones de covarianza son desconocidas por lo que se aproxiﬁan mediante
funciones calculadas de tal forma que cumplan las propiedades requeridas. La

funcién de covarianza viene definida por

Coa ™ C(P,Q) = E(s(P),s(Q)), (2)

donde s(P) y s(Q) son los valores de la sefial en dos puntos Py Q y E es el
operador esperanza matematica. La funcién C es definida positiva y se 1la
supone isétropa, es decir, que solo depende de la distancia d entre dos

puntos.

Css = C(d) (3)

Por otra parte, en el caso de observaciones incorreladas, la

covarianza del ruido, Crr' sabemos que adopta la forma diagonal
C _=¢ 1 (4)

siendo az la varianza de la unidad de peso de las observaciones e I la

matriz unidad.

Para obtener 1la funcién de covarianza a partir de 1los datos de
observacién se empieza por calcular estimaciones empiricas puntuales
de dicha funcion, 7n' n=12,...., las cuales se utilizaran como puntos
de interpolacién en la eleccién final de la funcién de covarianza. Una vez
obtenida la funcion de covarianza resulta inmediata la obtencion de la matriz

de covafianza,
€ = [€] (5)

Si para invertir esta matriz C se presentan problemas de memoria
con el ordenador trataremos de buscar una forma de reducir las
dimensiones de la banda. Esto es equivalente a modificar la correlacién
en la sefial y puede lograrse efectuando un filtrado previo de la sefial antes

de calcular las estimaciones empiricas de la funcién de covarianza.

En la aplicacién practica de este método se ha utilizado el programa
desarrollado en el Instituto de Topografia, Fotogrametria y Geofisica del
Politécnico de Milan. (Mussio, 1887).



2. PROGRAMA DE CALCULO

El programa de calculo que comentamos a continuacién ha sido adaptado a
nuestros recursos informaticos y en algunos casos a nuestras necesidades
particulares. A continuacién describimos las distintas partes de este

programa.

La entrada de datos puede ser una etapa de gran complejidad dependiendo
de la cantidad de datos que deban manejarse. Para facilitar la lectura de los
datos y, ademés, para lograr que el programa sea lo mas general posible para
adaptarse a cualquier tipo de formato de entrada, los datos se leen a partir
de un fichero de tipo secuencial, como vectores de n caracteres, donde esta
contenida la informacién que caracteriza la distribucién de estos, es decir si
es un caso unidimensional o bidimensional y el numero de sefiales. . El usuario

s6lo debe introducir al principio del programa la siguiente informacioén:

- Tipo de caso: unidimensional o bidimensional.

- Numero de sefiales en cada punto ( 1, 2 6 3).

- El1 formato de los datos en su caso particular.

= Si deséa eliminacién de observaciones.

- Informacién adicional sobre los ficheros de escritura

de los resultados.

Esta informacién puede introducirla cada vez que corra el programa o
bien almacenarla en un DATA. El programa esta preparado para estas dos

opciones.

El programa con la informacién introducida en esta etapa va a la
subrutina apropiada, por ejemplo, caso bidimensional, una sefial, rechazo de

observaciones, escritura de resultados en fichero, etc.

A continuacién comienza a efectuar el espaciamiento 6ptimo de los datos,
ya que normalmente los datos no estan equiespaciados y un intervalo cualquiera
podria no contener datos suficientes para proporcionar informacién sobre la
correlacién entre ellos y no se lograria una buena estimacién de la funcién

covarianza. Esta etapa la realiza el programa CORONA, cuyo resultados es el



agrupamiento de los datos en coronas circulares si, por ejemplo, estamos en un
caso bidimensional. El fichero de resultados de esta parte -dél programa,
FICH2, es el fichero de entrada para la siguiente parte. Si como hemos
indicado anteriormente el usuario ha introducido la opcién de eliminacién de
observaciones, esta parte del programa plantea un test para el rechazo de
observaciones que presenten errores que incidan en el calculo correcto de la
funcién de covarianza. Los datos que hayan sido rechazados se marcan con un

asterisco, con lo cual no son leidos posteriormente.

La siguiente parte, programa CORREL, estima a partir de los datos de
observacién la funcién de covarianza. La informacién que hay que proporcionar
en este caso es similar a la comentada anteriormente, afiadiendo en este caso
la informacién sobre el espaciamiento 6ptimo de los datos proporcionado por el
programa CORONA, para el célculo de la funcién covarianza. El andlisis de las
estimaciones de la funcién de covarianza debe ser realizado por el usuario
estudiando los resultados de esta parte que se da en forma grafica sobre
pantalla. Ademds los resultados se guardan en un fichero, FICH3, para su

posterior lectura por la siguiente parte del programa.

Esta parte, programa INTCOR , efectua la interpolacién de los valores
estimados de la funcidén de covarianza. Esta estimacién la realiza el propio
programa a partir de los datos del fichero y acudiendo a una serie de
subrutiéas donde tiene implementados diversos tipos de funciones que pueden
ajustarse a estos valores empiricos. El usuario puede ir implementando ' nuevas
funciones segin sus necesidades. Pero hay que hacer notar que para la
interpolacién de 1los valores estimados no puede utilizarse una funcién
cualquiera, teniendo cuidado en escoger funciones definidas positivas en un
dominio unidimensional o bidimensional segun el numero de seflales. Esta parte
del programa realiza también, si asi ha sido introducido al principio del

programa, la interpolacién por elementos finitos.

La salida de esta parte del programa es un fichero, FICH4, donde se
escriben los valores de los parametros de la funcién de covarianza y el tipo
de funcién. Este fichero sera la entrada de la siguiente parte del programa,
COLLO, donde se aplica el método de colocacién, procediendo al filtrado de los
datos, obteniéndose los correspondientes errores medios cuadréaticos para la
seflal y el ruido. Por ultimo el programa PREDIT permite, aplicando el método

de colocacién, la estimacién de la sefial en puntos no observados.



3. SIMULACION NUMERICA. RED DEL TEIDE.

Entre los afios 1984 a 1987 se han realizado cuatro campafias de
observacién geodésica en una red de control de movimiento de la corteza en la
Caldera del Teide. Los datos de distancias y distancias cenitales se han
utilizado, entre otras cosas, para establecer una red de nivelacién
trigonométrica. Los resultados de las diferentes campafias han porporcionado
diferentes conjuntos de altitudes de los vértices, que pueden utilizarse para
averiguar si se han producido movimientos verticales de gran escala o

magnitud.

Las cuatro campafias han sido compensadas individualmente siguiendo el
modelo clasico de observaciones indirectas. Se han ensayado diferente‘s tipos
de ajuste, desde la consideracién de puntos fijos al ajuste libre con solucién
minimos cuadrados norma minima (Sevilla y Romero, 1988). Como en principio no
existe razén geolédgica o geofisica para fijar un datum por constrefiimiento
externo se ha decidido utilizar el ajuste libre. Los resultados de dos
campafias 1986 y 1987 se muestran en la tabla siguiente. (Los resultados de las

otras campafias son analogos).

ALT. COMP.

NOMBRE 1986 1987 4 z (mm)
ROQUE 2193.9448 2193.9586 13.8

ROTONDA 2170.3940 2170.3800 -14.0

BLANQUIALES 2258.1760 2258.1705 - 5.5

MAJUA 2314.7054 2314.6878 -17.6

CALLADO 2257.6854 2257.6672 -18.2

BLANCA 2235.7999 2235.7874 -12.5

GUAJARA 2268.7842 2268.7784 - 5.8

CRUZ 2249.6385 2249.6271 -11.4

ALJIBES 2248.8995 2248.8897 - 9.8

SANATORIO 2215.1532 2215.1431 -10.1

MARETA 2219.8437 2219.8523 8.6

RIACHUELOS 2163.3454 2163.3616 16.2

GATO 2045.3341 2045.3541 20.0 -
COSETES 2023.3864 2023.3981 1n.7

GARCIA 2026.5520 2026.5468 - 5.2

UCANCA 2011.4409 2011.4620 211

PIEDRA 2232.7166 2232.7354 18.8

Como las diferencias de altitudes entre campafias estan dentro del orden

de magnitud de la tolerancia de las observaciones, puede suponerse una



relativa estabilidad de la red y por tanto se ha mantenido el modelo estatico
en la compensacién en vez de utilizar un modelo cinematico que tenga en cuenta

la dependencia del tiempo de las medidas.

No obstante, se consideraran como "deformaciones" formales en el periodo
entre dos campafias a las diferencias entre las altitudes compensadas
correspondientes, de esta manera dispondremos de ciertos valores “observados"
a los cuales aplicaremos el método de colocacién minimos cuadrados (Az en la

tabla anterior).
El modelo de colocacién queda establecido por
Az = s +r (6)

donde el vector sefial s se estima con la condicién

c? o

sSs
[ s’ rT] [ s ] —ZAT[s+r—Az]=minimo (7)
o c! r

f ¥
siendo A el vector de multiplicadores de Lagrange.
Las matrices Css y Crr vienen dadas por (2) y (4) respectivamente. En
particular Crr es la matriz covarianza de las observaciones Az obtenida a

partir de los resultados de los ajustes individuales de la red.

Las estimaciones de la sefial y el ruido se obtiene por, (Sevilla, 1987)

ny

Cen TF Az (8)

= Crr C ' Az (9)

1>
i

donde C viene dada por (1). Las covarianzas error viene dadas por

Es8 = Css - Css E-l Css (10)

Eff = Cee T * Cre (11)

Para el tratamiento de nuestros datos utilizando el método de'colocacién

y aplicar las férmulas correspondientes se comenzé por determinar la funcién



de covarianza que se ajustase a estos datos. El programa CORONA cuyo resultado
es el espaciamiento 6ptimo de los datos no proporciona los' suficientes
parametros para la estimacién empirica de la funcién de covarianza debido a
que la red geodésica estudiada sélo tiene 17 puntos. Por tanto no conocemos

suficientemente la correlacién existente entre los datos.

En esta situacién hemos supuesto que el comportamiento aleatorio de los
datos es similar al de otros casos casos en que se produce un hundimiento del
terreno, y que por tanto la funcién de covarianza tendréd la misma forma aunque
varien los parametros caracteristicos. Siguiendo entonces el planteamiento en
casos similares hemos adoptado como funcién de covarianza una funcion de
Bessel de orden cero con la forma siguiente, (Colombo e Mussio, 1986; Forlani

and de Haan, 1987; Colombo et al., 1986).
v =Aexp (-B Ix\ ) Jo (C 1x\ ) (12)

El valor del parametro A se ha fijado en nuestro caso haciéndolo igual a

la varianza de los datos, es decir

A=o° (13)
Con esta funcién de covarianza se ha procedido al filtrado de los datos,
por aplicacién de las férmulas (8) y (9),obteniendose los correspondientes

errores medios cuadréaticos para la sefial y el ruido por (10) y (11)

4. ANALISIS DE LOS RESULTADOS

Los resultados obtenidos ponen de manifiesto que debido a la utilizacién
de una red de nivelacién trigonométrica y al pequefio nimerc de puntos no se
puede hacer un analisis del fenémeno con la precisién requerida, ya que los

correspondientes errores medios cuadraticos son demasiado elevados.

Sin embargo y a pesar de estas dificultades, se ha comprobado la eficacia
del método de colocacién para el estudio de deformaciones, teniendo que
esperar al establecimiento de una red de nivelacién de precisién en el

terreno, que permita obtener un numero suficiente de medidas.

Ademas se ha logrado poner a punto un paquete de programas de amplia

utilizacién para la aplicacién del método de colocacién en diferentes casos.
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RESUMEN.

Se presenta una aplicacién del método de colocacidén para la
determinacién de una aproximacién del potencial perturbador T, a
partir del cual podremos obtener férmulas para la prediccién de
ondulaciones del geoide, con vistas a la futura determinacién de un
geoide gravimétrico en Espafia y/o en la peninsula Ibérica.

1. INTRODUCCION.

En los ultimos afios ha aumentado considerablemente la necesidad de tener
un mejor conocimiento del campo de gravedad (ondulaciones del geoide,

anomalias de la’ gravedad, desviaciones de la vertical, etc. ).
Tradicionalmente han sido los geodestas y los geofisicos los que han
suministrado y utilizado esta informacién. Los geodestas utilizan

ondulaciones del geoide y desviaciones de la vertical para reducir éangulos y
distancias al elipsoide, mientras que 1los geofisicos utilizan toda la
informacién para conocer el interior de la Tierra.

El objetivo real es 1la determinacién del potencial de 1la gravedad
terrestre, W, o lo que es lo mismo el potencial perturbador T = W - U, donde U
es el potencial de referencia. Supondremos a partir de ahora que U incluye el
potencial de 1la atmésfera, y que ha sido elegido para que T pueda
representarse por una funcién arménica en el exterior y regular en el
infinito. Una vez determinada esta representacién numérica, que designaremos
por T, podremos calcular ondulaciones del geoide por medio de férmulas ya
conocidas.

Un método tradicional para obtener una representacién numérica de T ha
sido evaluar la férmula integral de Stokes con un conjunto de anomalias
medias, Ag;, i =1,...N, es decir,

N
T(P) = Z s(i,r) Agy , &)
i=1

donde yY; es la distancia esférica entre P y el centro del bloque i-ésimo, r
es la distancia desde el centro de la Tierra, y S(y;,r) es la funcién de



Stokes espacial. Sin embargo, el uso de este tipo de representacién requiere
que los datos estén distribuidos en una cuadricula regular. Esto se consigue
ordinariamente por prediccién (interpolacién o extrapolacién).

Considerando una técnica como es la colocacién, este paso puede ser
obviado, porque los datos no necesitan estar repartidos de una manera regular
y pueden no ser del mismo tipo. Sin embargo, con esta técnica hay que
resolver un sistema muy grande de ecuaciones lineales. El numero de
ecuaciones dependerd de las dimensiones del 4rea considerada, de la precisién
requerida, y de la magnitud de la variacién del potencial anémalo en el
area.

En este trabajo vamos a presentar cémo usar el método de colocaciédn para
la determinacién de T. En el apartado 2 daremos una descripcién del método.
.En la seccién 3 estudiaremos cémo se puede estimar la funcién covarianza. En
la 4 describiremos como el numero de observaciones puede decrecer si se
considera la topografia local. En la seccién 5 veremos como podemos
descomponer el sistema de ecuaciones en varios sistemas de dimensiones
menores. Finalmente, presentaremos las férmulas para el céalculo de
ondulaciones del geoide, y daremos una serie de conclusiones sobre las
ventajas de esta aplicacién de la colocacién. Todo ello se hard baséndonos
fundamentalmente en los trabajos de Tscherning (1974, 1978, 1983, 1984).

2. DESCRIPCION DEL METODO.

Existen varios puntos de vista para la aplicacién practica de la
colocacién a la determinacién de una aproximacién del potencial perturbador.
Nosotros seguiremos la teoria de colocacién de Moritz (1980) como una
extensién o generalizacién de su técnica de prediccién minimos cuadrados. En
este método se requiere trabajar en aproximacién esférica, asi que T es una
funcién arménica en el exterior de una esfera que aproxima la Tierra y que
estd completamente dentro de ella, que se suele denominar esfera de
Bjerhammar. T ser4 un elemento de un espacio de Hilbert con nucleo
reproductor, que tuvo la funcién de covarianza empirica del potencial
perturbador como nucleo reproductor. T debe tener norma minima y estar en
concordancia con los valores observados. El uso de la funcién covarianza
empirica tiene una ventaja teérica, T es 6ptima en el sentido minimos
cuadrados.

Consideremos el desarrollo de T en serie de arménicos esféricos sélidos
fuertemente normalizados,

© n
T(P) = — [—-—;——] z [anm cosmA + bpp senmA ] Pnm(seng), (2)

n=2 m=0

donde R es el radio de la esfera que aproxima la Tierra, GM es el producto de
la masa de la Tierra por la constante gravitacional, r es la distancia de P
desde el centro de la Tierra, ¢ la latitud, A la longitud y P,, son las
funciones de Legendre fuertemente normalizadas. Entonces la funcién
covarianza empirica del potencial perturbador K(P,Q) es una funcién de dos
puntos en el espacio, P, Q. Si r, r’ son las distancias desde el centro de la
Tierra a P y Q respectivamente, y ¢y es la distancia esférica entre los
puntos, entonces tenemos (Moritz, 1880),



R n+1
K(P,Q) = cov(P,Q) = Z oy [_r—_'] Pplcosy) , (3)
r
n=2

donde, cov(P,Q) es el operador covarianza cov(T(P),T(Q)), P, son los
polinomios de Legendre convencionales, y,

n
2
GM -2 —2
O = = anm + bpm » (4)

m=0

son las llamadas varianzas grado.

A partir de la funcién covarianza (3) se pueden obtener funciones
" covarianza de otras cantidades que estén relacionadas con T por medio de
funcionales lineales.

A la vista de (2), (3) y (4) vemos que el conocimiento completo de la
funcién covarianza requiere el conocimiento completo de T. Sin embargo, la
funcién covarianza puede ser estimada como se presenta en (Tscherning y Rapp,
1974). Nosotros también veremos mas tarde cémo podemos hacer esto.

Supongamos que las observaciones 1; estéan relacionadas con T a través de
un conjunto de funcionales lineales L;, es decir,

L4{T) = Iy ; & = Lol ()

donde N es el numero de observaciones, que supondremos sin error. La
aproximacién T vendra dada por ,

‘

N
T(p) = aj Licov(T(P),T(Q)) = Z ay cov(T(P),Ly(T)), (6)

M-

-

=1 i=1
donde las constantes a; son las soluciones de un sistema de ecuaciones
lineales,

[eoviLy(m, L] [a3] = [15] , (7

Este sistema de ecuaciones se denomina ecuaciones normales.

Cuando T o 1lo que es lo mismo las constantes a; se han determinado,
podemos estimar magnitudes relacionadas con T. Estas estaran relacionadas con
T por otros funcionales lineales S, y la estimacion puede obtenerse aplicando
S a T, es decir,

N
s(M = Za, cov(S(T),Li(T)) . (8)

i=1

La varianza error de prediccién para una magnitud estimada se .obtiene
por,



2 (ol t -1
o7(s(T)) = cgs - Cs; [cyy] ~ cgy (8)

donde,

Cgs S(S(cov(P,Q))) ,

Csi = Lj(S(cov(P,Q))) , (10)

Cij = Ll(Lj(coV(P,Q))) %

En el caso general, las observaciones tienen errores aleatorios puros;
supongamos que estos errores estédn distribuidos con una matriz de covarianza
Dij. Las ecuaciones de la colocacién que se deben usar en este caso, son
ligeramente diferentes a las de la colocacién "exacta". En realidad, si en
las ecuaciones (7) y (9) sustituimos,

legy] = leoviry(m,iLyeon ],
por,

[ciy] = [eovry(m,Lyt ] + byl ,

entonces, T(P) y o?(L(T)) vienen dados por (B) y (9) respectivamente.

3. ESTIMACION Y MODELACION DE LA FUNCION COVARIANZA.

La funcién covarianza es una funcién homogénea e isétropa que da el valor
medio del producto de valores puntuales T(P) y T(Q), donde la media se toma
sobre el conjunto de pares de puntos que tienen la misma distancia esférica,
y el mismo ‘acimut «. S1 la media se toma sobre un area local ¢g < ¢ < ¢;, ¥
Ag < A < Ay, tendremos una funcién covarianza local; en otro caso la funcién
covarianza sera global.

La funcién covarianza local del potencial perturbador se expresa por,
(Tscherning, 1984, p. 316)

1 2 [p1 [Aq
cov(P,Q) = = T(P) T(Q) cosgp dA d¢ da , (11)

o Jeo JAo

donde A es el area de la regidn considerada.

La integracién se realiza por sumas,

n m
coviyq, o) = 1/p Z Z T(@1,A;,R) T(Pi,A{,R) , (12)
i=1 j=1

donde T(¢j,A;,R) es cero si los puntos estén fuera del &rea; p es el numero
de productos en el &rea considerada,



1 -1/2
101=—‘-—[<P1-(0o:| + %o >

j - 172

>
—
0]

[Al - Ao] + Ao »
oy = 2Mk/V ,

'l’q=Q¢’max/wv

0Sk<V

’
enteros,

0=<q< W,

Y V¥max, la maxima distancia esférica entre los puntos del bloque. Entonces,

v
1
C(lﬁq) sl Z COV(l/lq,(Xk) . (13)

k=1

En la practica, no se dispone de valores de T, pero si de observaciones
que estan relacionadas con T por medio de funcionales lineales. Entonces

estimamos cov(Lp,LQ), y a partir de esta funcién encontramos 1la funcién
cov(P,Q).

Habitualmente se calculan funciones covarianza locales a partir de datos
que les ha sido sustraido el efecto de un campo de referencia de grado J.

En este caso, la funcién covarianza consta de dos partes, la primera
representa el ruido en los coeficientes del potencial, y la segunda utiliza
un modelo para n>J, (Tscherning, 1984),

J 2 0 2
Rg n+1 Rg n+1
e
C(P,Q) = On [ ,] Pplcosy) + o [—,] Pplcosy) , (14)
§ rr ; r T
n=2 n=J+1

con,

.
o5 = [—mi—] Z [cz(c ) + o(s )] (15)
n Re ij ij s
j=0
donde 0‘2((:”) v a'z(su) son las varianzas error de las estimaciones de los
coeficientes.

Un modelo para las varianzas grado que se utiliza habitualmente es,
(Tscherning, 1983),

2

R q2n+2 AR
o = 5 ‘ (18)
" [ Rg ] (n-1) (n-2) (n+B)




donde Rg es el radio medio de la Tierra, R es el denominado radio de la
esfera de Bjerhammar, A una constante positiva denominada factor de escala
para las varianzas grado, y B es un entero positivo.

La utilizacién de esta funcién covarianza requiere el conocimiento del
parametro de escala, el radio de la esfera de Bjerhammar , el entero B, y el
grado del campo de referencia. La utilizacién de los datos permite determinar
A, R, B, y J de forma que estén en concordancia la funcién covarianza modelo
y la funcién covarianza local "verdadera" (Benciolini, 1984).

El procedimiento propuesto para modelar la funcién covarianza presupone
que la expresién (14) es un modelo valido para estimar (13). Esto no es asi,
excepto si el campo de gravedad en el exterior del area local se comporta de
manera similar a como lo hace en el interior. Es por lo tanto importante

-sustraer, no sé6lo un campo de referencia, si no los efectos topograficos.

4. UTILIZACION DE LA TOPOGRAFIA LOCAL.

En la seccién anterior hemos comentado que uno de los factores que
determina el tamafio de las ecuaciones normales era la variacién del campo de
la gravedad. Una de las principales razones de esta variacién local es la
topografia local, y su compensacién isostética.

Considerando esta informacién podemos calcular una funcién arménica, Ty,
que represente el potencial de las masas. Una vez obtenida Ty tendremos una
funcién arménica T¢ = T - Ty, y podremos ut1112ar el método de coloca016n
para la determinacién de una aproximacién de T que designaremos por T°.
Entonces, la aproximacién T del potencial perturbador viene dada por,

S
T=T+ Ty - an

s : s +C .
Las observaciones que se consideran para construir T son las originales
menos el efecto de las masas topograficas, es decir,

c
Iy = 13 - ljy » (18)

donde LTy = 1;y . Andlogamente las cantidades predichas se calculan por,

LT = LYY + LTy . (19)

En (Tscherning, 1978) se muestra que la variacién raiz media cuadratica
de las observaciones reducidas es apréoximadamente la mitad de la variacién de
las observaciones sin reducir. Esto implica que el espaciamiento de las
observaciones puede ser mayor, y por tanto se necesitaran menos
observaciones.

5. METODO PARA REDUCIR LAS DIMENSIONES DEL SISTEMA DE ECUACIONES
NORMALES.

Supongamos que hemos considerado la topografia para la determinacién de
Ty, que representa variaciones del campo de 1la gravedad local. Las
variaciones de las observaciones reducidas 1,, se habran reducido también,



pero estas variaciones no seran inferiores a las variaciones del campo de la
gravedad. Esto implica el que tengamos que considerar muchas observaciones y
por tanto resolver grandes sistemas de ecuaciones.

Consideremos que tenemos observaciones de dos tipos. Supongamos que el
primer conjunto sean los coeficientes del potencial hasta cierto grado J, que
supondremos sin errores.

La representacién de T sera la suma de dos funciones arménicas Tl y Tz,

n

J
oM R 4yn
Ty = = Z {T] Z [anm cosmA + bpn senM] Pnm(seng), (20)
n=2

m=0

N
Ty = :E: by cova(Ly(T),T(P)) , 21
1=1

con,

[cova(Ly(T),Lj(TH)] byl = [Lj(T-T;] . (22)

En el segundo miembro de (22) aparecen las observaciones originales menos
el efecto de T;. La funcién covarianza viene dada por (14) con oy= O,

0

2
Rg n+1
covp(P,Q) = Z On [—r—;,] Pplcosy) , (23)

n=J+1
4
Supongamos que hemos dividido nuestras observaciones en grupos.
Considerando como campo de referencia T1+T2 podemos calcular nuevas
observaciones reducidas,

11'3 =1y - L(:i:l + ¥2) N (24)
Estas observaciones se wutilizan para calcular una nueva funcién

covarianza empirica covs(P,Q). Considerando gsta funcién y las observaciones
reducidas podemos calcular una aproximacién Tz, de forma que,

?=?1#¥2+;3. (25)
6. PREDICCION DE ONDULACIONES DEL GEOIDE.

Considerando el método expuesto en la seccién 5., la aproximacién local

de T viene dada por,
z
~ ~C
T =Ty + z Tk (26)
k=1 )
Nosotros supondremos que Ty y su correspondiente ondulacién se calculan
separadamente. Esto quiere decir por ejemplo, que a los coeficientes del



potencial a,, ¥ bym les han sido deducidos los coeficientes correspondientes
a Ty. Asi a partir de ahora sélo trataremos con los restantes sumandos de
(26).

La ondulacién del geoide se expresa por la conocida férmula de Bruns,

N = g (27)
Supongamos para fijar ideas Z=3; para cada funcional L tendremos,
. ~C ~C ~e
L(T) = L(T{) + L(T3) + L(T3) , (28)
©y por tanto,
ﬁ = ﬁl + Eg + ﬁa » ' (29)
Si T? viene dado por (20), entonces ﬁl se obtiene por,

J n
ﬁl = R Z Z [;nm cosmA + bpp senM] ;nm(sena), (30)

n=2 m=0
donde hemos puesto 1=GM/R2.

Aplicando la colocacién para obtener T, tenemos,

M

®

‘ Te(P) = ) byy cov(Ly(T),T(P)) , (31)

-

&9
donde My es el numero de observaciones utilizadas y,

k-1

_1 ~
[og;] = [eove(ri(m,Lyemn] + py3l1 ~ [ -Z Lyt 1. (32)
n=1

7. CONCLUSIONES.

El método de colocacién aqui presentado para la determinacién de una
aproximacién del potencial perturbador, tiene tres cualidades importantes,
(Benciolini et al., 1984):

Simplicidad, para su aplicacién no es necesaria ninguna interpolacién de

datos,

Flexibilidad, utiliza cualquier tipo de datos con lo que aumenta la

precisién,

Potencia, se puede predecir cualquier magnitud geodésica, es decir, el
método se puede aplicar no sélo para la prediccidén de ondulaciones del geoide,
sino para la determinacién de otras magnitudes relacionadas con el potencial
perturbador.
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Resumen. La determinacién practica de anomalias de la altitud a
partir de un conjunto de datos (terrestres o de satélites) nos lleva
habitualmente a la modificacién de la funcién de Stokes. Se presenta
un estudio de diferentes métodos basados fundamentalmente en
distintas consideraciones sobre 1la funcién de Stokes.

1. CALCULO DE ANOMALIAS DE LA ALTITUD.

El método seguido aqui es el desarrollado por Molodensky. En él1 se define
una superficie que aproxima la superficie topografica terrestre, y se evalta
la distancia entre ambas, anomalia de la altitud ¢ , utilizando anomalias de
la gravedad aire-libre sobre la superficie de la Tierra (Molodensky et al,

1962). p

o«
- et Ag sS(cosy) do g S(cosy) do (1)
¢ = Fers g S(cos + s gn Slcos s
o o

n=1

donde,

R... Radio medio terrestre,

G... gravedad media de la Tierra, = 980 gal,

Ag.. anomalia de la gravedad aire-libre en la sup. terrestre,

Y... distancia esférica del punto de céalculo a dc,

S(cosy).. funcién de Stokes (Heiskanen & Moritz, 1985),

do.. elemento de superficie o, sobre la que se realiza la integracién,

gnh. - términos que consideran la discrepancia entre la topografia y la
superficie equipotencial que pasa por P. (Moritz, 1980, p. 386).

Si nos restringimos a n=1, entonces obtenemos la denominada solucién

gradiente,
R
C = e J‘J [Ag + ql] S(cosy) do , (2)
o :

con



R2 h-hp 36
ql= ST 3 [Ag+ = Co]dO', (3)
o 1o

donde 1lg es la distancia esférica, y o viene dado por,

R
CO = e JI Ag S(cosy) do . (4)

o

En (Moritz, 1980) se muestra que la férmula,

=S [ Ag + c] : (s)

donde S es el operador de Stokes y C la conocida correccién de terreno o
topografica (Heiskanen & Moritz, 1985) es tan precisa como (2),en el orden
de aproximacién en el que venimos trabajando y con tal que las diferencias de
anomalias de la gravedad dependan linealmente de diferencias de altitudes.

Ademds, la teoria de Molodensky presupone que el potencial perturbador T
es una funcién arménica en el exterior de 1la superficie topografica
terrestre, luego el efecto de la atmésfera debe ser eliminado.

Por lo tanto, la anomalia de la altitud en la solucién gradiente viene
dada por,

R
g = FPn [I Ag S(cosy) do , (8)
o

donde Ag es la anomalia aire-libre corregida del efecto de la atmésfera y de
la topogfrafia.

Podemos transformar (6) en wuna expresién mas adecuada para la
integracién,

B R
£ = aATG JJG [ S(cosy)) Sc(cosw) ] Ag do + G J(J‘o‘sc(cos'ﬂ) Ag do, (7)
c

donde S.(cosy) es la denominada funcién de aproximacién. Se define por,

So(cosdl) osyYy sy
0
Sc(cosW) = 4 (8)
S(cosy) |[J0.<_ Yy =mn
wo.....distancia éngular de truncamiento, (radio de la regién esférica)
Tosivnss 4drea de la zona interna, (0 s y = yp) .

Asumamos que la funcién de aproximacién de Stokes S, admite un desarrollo
en serie de polinomios de Legendre (arménicos zonales), ’

¥



@

2n+1
S (cosy) = E: ——3%—— An Pplcosy)) , (9

n=1

donde, por razones puramente formales, hemos designado (2n+1) A, / 2 los
coeficientes en esta expresién. Entonces tenemos,

Ap = rsc(cosw) Pplcosy) seny df =

0o

o .
= r So(cosvl) Pplcosy) seny dy + r S(cosy) Pn(cosdl) seny dy. (10)
0 Yo

El célculo de la expresién (7) se realiza en tres pasos,

=8+ & + & Sy
con,
R
Ca = ey [J [S(coslll) - s%cosy) ] Ag do ,
o
Cc
m
R
Cp = 2 G é Ap Agp (12)
=
@
R
Ce = 2 G Ap Agp
¢ n=m+1

donde Ag, es el arménico de Laplace de grade n de la anomalia de la gravedad
Ag,

2n+1
Ag, = = Ag Pp(cosy) do , (13)
o
y m es el grado de truncamiento.
El error cometido en ,, causado principalmente por las imprecisiones en
las anomalias de la gravedad disponibles en el regién esférica o,, no sera
tratado aqui.

El principal error en {, sera debido a los errores en los coeficientes
del potencial. Este error m, vendra dado por,

m
R 2
mp =t —— / X AS 8¢, (18)

n=2

donde &8C, es el error medio cuadratico de las varianzas grado C,



El valor de . se desprecia siempre en el célculo de anomalias de la
altitud . El1 error debido a la omisién de &, es denominado error de
truncamiento my, que viene dado por (Heiskanen & Moritz, 1985),

0
+ R 2
mg = % T ‘:n Cn 5 (18)
n=m

En el caso de no considerar el error en {,, el error total en , mc sera,
2 2
mC = & m, »4- mg . (16)

2. MODIFICACION DE LA FUNCION DE STOKES PARA EL CALCULO DE ANOMALIAS DE LA
ALTITUD.

2.1 Metodo uno

Este método fue sugerido por (Yeremeyev, 1959). La funcién SD(COSW) de la
expresién (8) es,

so(cosw) =0 . (17)
Sustituyendo (17) en (10), obtenemos 1los coeficientes Q, para este

método,

14
Qp = J S(cosyl) Pp(cosy) seny dy . (18)
Yo

4
A los coeficientes Q, se les denomina coeficientes de truncamiento de
Molodensky, y pueden ser obtenidos por la expresién dada en (Hagiwara, 1976).

2.2 Metodo dos
En el segundo método (Meissl, 13971), la funcién So(cosw) es constante,

0
S (cosy) = S(coslﬁo) = cte. (19)

Sustituyendo (19) en (10) obtenemos los coeficientes T, para este método,

[o) )14
Th = }.w S{cosy,) Pplcosy) seny) dyf + j' S(cosy) Pp(cosy) seny dy , (20)
0 Yo

que puede expresarse de acuerdo con (18),

0
Tp = Qp + S(cosily) Jw Pnlcosy) seny dyf . (21)
o '



Para realizar la integracién en (21) consideremos el siguiente resultado
(Hobson, 1965, sec.II, p. 38),

0
r Pn(cosy) Pplcosy) seny dy =
0

1

ST [ m Pp-1(cosyp) PplcosyPy) - n Pplcosyg) Pph_q(cosyp)-

- (m-n) cosyg Pplcosyp) Pn(coswo)] "

m=n, mZ1, nZ 1. (22)
Yy
0
Pplcosy) seny dy =
(o]
1
ey [n Pp-1(cosfig) - n cosyy Pplcosyp ] n 1. (23)

Considerando la conocida relacién de Rodrigues con m=1 obtenemos,
Pnilcosypg) = senyg Pplcosy) . (24)

donde P} (cosy) es la derivada de P, (cosy) con respecto a cosy, y P, (cosy) la
funcién asociada de Legendre de grado n y orden 1.

En (MacRobert, 1967, p. 105), encontramos la relacién,

- 1
; Pplcosyg) = ——— [n Pp-1(cosyfig) - n cosifg Pn(coswo)] . (25)
senawo
que nos permite escribir (24) de la forma,

senyg PpilcosyPp) = n Py j(cosyg) - n cosyfy Pplcosyy), (286)

de manera que la expresién (23) se escribe de acuerdo con la férmula (26),

n (n+1)

o senyg
Pp(cosy) seny dff = ————  Ppy(cosyfig) , (27)
(0]

Entonces, la expresién (21) se transformara seguan (27) en,

1

e S(cosyl,) senyy Ppqlcosyp) , n>1 (28)

Esta férmula es valida obviamente para n = 1.

A partir de (20) con n=0 podemos escribir,



o
Tg = Qg + S(cosy,) r seny 4y ,
o
y efectuando la integracioén,
Tg = Qg + S(cosy,) [ 1 - cosyp ]

Por tanto, las expresiones (28) y (30) nos dan los coeficientes T,
este método.

2.3 Metodo tres

La funcién So(cosw) en este método se define de la siguiente manera,

So(cosl[l) = S(cosi,) — V(cosyp) cosecip [ cosy - coslqg ],

donde,

dS(cosy)

ay

V(cosYg) = senyfig .

Y=yo

ds(cosy)
- dcosy

‘¢=¢o

éustltuyendo (31) en (10) llegamos a,

0
Hp, = Tp - V(cosyg) cosecyg r [coslﬂ - cosl[lo]Pn(cosl/l) seny dy ,
o]

que segun (27) escribimos,
¢

cosyig

Hp, = T + V(cosyp) [ Pp1(cosyg) -

n(n+1)

0
- cosecyp r cosy Pplcosy) seny dy ] ’
(o]

Poniendo m=1 en (22) obtenemos,

(o]
r cosy Pplcosy) seny dy =
o]

1

2
* Tomitmg [Pn(coswo) - n cosyg Py_q(cosy) - (1-n) cos Yq Pn(coswo)],

y de acuerdo con (26) reescribimos,

(29)

(30)

para

(31)

(32)

(33)

(32)

(35)



0
r cosy Pplcosy) seny dyf =
[0}

1

2
Sl o [sen Yo Pnlcosyg) - cosyYp senyp Pnl(cosw)]. (38)

Efectuando la sustitucién de (36) en (34), tras una serie de simples
operaciones, llegamos a,

V(cosyg)

Hp, = Tp + [n (n+1) senyy Pp(cosyqg) -

(n-1) n (n+1) (n+2)
- 2 cosyp Pm(cosl[i)] ¥ n 2, (37)

A partir de (33) con n=0 obtenemos,

(0]
Hg = Tg = V(cosYg) cosecyy r [cosl[l - cosl/lo] seny dy , (38)
(o]
e integrando,
1 1 2
Hg = Tg - V(cosyg) cosecig [ = cosyg - 5 cos Yo ] ; (39)

Considerando (33) con n=1 llegamos a,

(o)
Hy = Ty - V(cosyy) cosecify r [coslﬁ - coslllo] cosy seny d¥ , (40)
0

4

que tras efectuar la integracién escribimos,
1 1 1 3
Hy = Ty - V(coslg) cosecyp [ -z cosilg + 5 cos Yo ] (41)

El conjunto de férmulas (37), (39) y (41) nos dan los coeficientes H,
para este método.
2.4 Metodo cuatro

En este método la funcién S0 se def'ine por,

) = 2r+1
S (cosy) = E = Pr(cosy) , (42)
=

que es la expresién de la funcién de Stokes en términos de polinomios de
Legendre (arménicos zonales) truncada en el grado m, (Heiskanen & Moritz,
1985).




Efectuando la sustitucién de (42) en (10) obtenemos los coeficientes W,
para este método,

2r+1

r-1

0
Jw Pr(cosy) Pplcosy) seny dy ,
(0]

n=0,1,2,... . (43)

Cada una de las integraciones que aparecen en (43) vendra dada por las
expresiones (22) 6 (23).

3. CONCLUSIONES

En el primero de los métodos aqui presentados, la funcién de aproximacién
Sc(cosy) (férmulas (8) y (17)) es discontinua en la frontera de la zona
interna (y = yYg). En el segundo de los métodos, la funcién S.(cosy)
(férmulas (8) y (18)) es continua pero no derivable en la frontera. Por el
contrario, el tercer método si que presenta una funcién continua y derivable
en la frontera (férmulas (31) y (32)).

Como sélamente intervienen los errores en los coeficientes del potencial
y el error de truncamiento, el segundo de los métodos es el m&s apropiado
para el célculo de anomalias de la altitud, ya que tiene el minimo error
entre estos diferentes métodos.
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Resumen. En este trabajo se resumen diversos procedimientos para el
cadlculo del geoide, asi como el andlisis de los errores asociados
con cada uno de ellos, con vistas a futuras aplicaciones.

1. INTRODUCCION

El geoide se define como una superficie equipotencial del campo de
gravedad que aproximadamente coincida con el nivel medio de los mares. Para
muchos fines geodésicos es interesante determinar ondulaciones del geoide
respecto de alguna superficie de referencia, cominmente un elipsoide de
revolucién, el elipsoide general. Estas ondulaciones del geoide se pueden
determinar a partir de un conjunto de coeficientes que describen el potencial
gravitatorio terrestre, junto con datos gravimétricos.

2. REVISION DE DEFINICIONES Y RELACIONES IMPORTANTES.

2.1 Potencial de la gravedad de la Tierra y del elipsoide. El geoide

El potencial del campo de gravedad de la Tierra se define por,
W=vVva+d, (1)
donde V es el potencial gravitatorio y ® es el centrifugo.

El geoide es una superficie equipotencial particular del campo de la
gravedad de la Tierra, que se expresa por,

W = W= cte . (2)
(0]

El potencial de la gravedad en un punto rotando con la Tierra viene dado
por el desarrollo en arménicos esféricos (Torge, 1983)
[2¢] n

n
GM } } = = - -
W = 1+ [ = ] [ C  cosmA + S senmA ] P (senp)| +
r r nm nm nm

n=2 m=0

e )
cos @ (3)




donde, .

GM constante geocéntrica de gravitacién, a radio ecuatorial del elipsoide
de referencia, r radio vector geocéntrico, ¢ latitud geocéntrica, w velocidad
de rotacién de la Tierra, c , S coeficientes de los arménicos esféricos

nm nm

normalizados del potencial gravitatorio, ﬁmﬁsena) funciones de Legendre de
primera clase normalizadas.
El potencial de la gravedad U de un elipsoide con el mismo centro de

gravedad , la misma masa y la misma velocidad de rotacién de la Tierra
(esferoide de Helmert) se expresa por,

"

2 4
BN |l o2 3 P _(sen@) = 7 P (senp) | +
2 .
= r 20(rer) 25" = s0(rer)  a'5"?

2 2
W r 2
+ —5  ¢os ("2 (4)

donde el subindice ref indica que esos coeficientes estan evaluados con los

parametros adoptados del elipsoide general de referencia; Pn, n = 2,4 son los

polinomios de Legendre.

2.2 Ondulacion del geoide

Consideremos el modelo al aire libre y en él las siguientes superficies
(Sevilla, 1987),

(S) superficie topografica terrestre de puntos P, (Z) superficie
hipsométrica definida por el conjunto de puntos Q tales que W(P)=U(Q), es
decir el teluroide, (G) el geoide W=WO de puntos Po’ (E) el elipsoide de

referencia, U=W0 de puntos Qo

La ondulacién del geoide es la distancia N =QOP0 = ﬁﬁ, donde Qoes la
proyeccién sobre el elipsoide del punto P0 del geoide segin la normal ﬁ:, que

viene dada por la férmula de Bruns,
0 (8)

donde,

¥ ... es el valor de la gravedad normal ¥ en Qo,

W - U es el denominado potencial perturbador T.



3. METODO UNO

Se basa en la aplicacién directa de 1la definicién en aproximacién
esférica.

Para obtener la ondulacién del geoide sustituimos (3) y (4) en (5)
resultando,

© n
GM a " == = == =
N = 8C cosmA + 8S  senmA P (seng)|. (8)
ry n nm nm nm
n=2 m=0
donde,

dc__ =c__-cC , 8¢, =¢c, - ¢C
20 20 20(ref) 40 40 40(ref)

8¢ =2¢ , si(nm # (2,0) y (4,0) ; 85 =5 \{(n,m)
nm nm nm nm

Supongamos que el radio vector r del geoide sea igual al radio ecuatorial
a, que consideramos igual a un radio medio R, y tomando ¥ en aproximacién
esférica obtenemos,

© n
N = R 2 Z [GE cosmA + 85  senmA ] P (seng) . (7)
nm nm nm

n=2 m=0

Los eérrores causados por las hipétesis realizadas para llegar a la
expresién (7) son del orden N«, siendo « el aplanamiento del elipsoide de
referencia; este error es debido a la aproximacién esférica efectuada.

4. METODO DOS

Estd basado en la utilizacién de diferencias de radios vectores. En este
método supondremos que tanto W , potencial en el geoide, como ¢ y A son
conocidos para un punto de dicha superficie. Podemos calcular el valor del
radio vector de dicho punto r en (3) por aproximaciones sucesivas.

Funcionalmente se expresa por,

r=f M, @ A, C , S , w . (8)
[¢] nm nm

El valor de r, designado por r en cada paso, se encontrara por iteracién

comenzando por un T, razonable.

Por otra parte, el radio vector geocéntrico del elipsoide de referencia
viene dado por la expresién,



-1/2

2 2
L 1-e [ 1 - e cos @ ] B (9)

Entonces la ondulacién se calcula por,
N = r1 - r_ . (10)

Un pequefio error ha sido cometido en (10) ya que la ondulacién del geoide

se mide segin la normal al el%psoide, y no segun el radio vector geocéntrico.
Este error es del orden de Na /2.

La ondulacién obtenida de esta manera es simplemente la separacién de una
superficie equipotencial (el geoide) y un elipsoide de revolucién definido de

forma geométrica. Es de destacar que no hemos realizado ninguna hipdtesis en
la que la superficie del elipsoide sea una superficie equipotencial.

5. METODO TRES

El establecimiento de este método se logra con un modelo de geopotencial
y la férmula de Stokes.
Se considera la ondulacién del geoide como suma de tres sumandos,

N=N +N + N . (11)
1 2 3

N1 es, la ondulacién implicada por un conjunto dado de coeficientes del

potencial. Viene dada por (6) donde se considera un valor n_. de
truncamiento,
n
max n
GM a ? = = = =
N = 8C cosmA + 8S  senmA P (seny). (12)
1 ry I nm nm nm
n=2 m=0

El sumando N2 de (11) se calcula en este método de la siguiente forma,

R —0
N2 = e J'[ [Ag - Ags ] S(cosy) do , (13)
(o8
C
donde,
§LSOSW)... es la funcién de Stokes,
Ag ... anomalia aire-libre media de los valores observados en la

cuadricula de cada punto, y corregida por la masa de la atmésfera,
Ag ... anomalia media de los valores calculados en los mismos puntos de
S



la cuadricula con los coeficientes del potencial utilizados para calcular N1

en (12).

La integral estd extendida sobre la regioén o alrededor del punto en el

que deseamos calcular N. En la practica la integracién de (13) es sustituida
por una integracién numérica.

Ag =LJJ Ag daA , (14)
s A A s

donde A es el area de la cuadricula en la que queremos determinar la anomalia
media Ag
s

El valor de Kg; es,

Los valores Ags se calculan por (Rapp, 1867),

max n
GM a yn
Ag = Z (n - 1) [ ] Z [SC cosmA + 8S senM] P (seny). (15)
s r2 B nm nm nm
: n=2 m=0

El término N3 de la expresién (11) se expresa por,

R —0 —
N_ = ” [Ag - Ag ] S(cosy) do , (16)
3 any s
o-0
¢ c
donde o - o representa la regién esférica restante no incluida en o La
c

regién o se elige de tal forma que N3 pueda despreciarse.
(o4
Los errores en los dos primeros términos de (11) representan los errores
de comisién, mientras que N3 representa un error de omisién. La varianza de
una ondulacién es,

o =0 + 0, (17)

donde o estd asociado con los errores de comisién, y o, con los de omisién.
[~

Para calcular o pongamos,
c

N =N + N_. (18)

Considerando (12) y (13), (18) se escribe en forma matricial como,



t t —0
Nc =BC+ A (Ag - Ag) , (19)
s

donde los elementos de B son los factores que multiplican a los coeficientes
del potencial, designados por C en (19). Los elementos de A proceden de (13).

Podemos representar el calculo de Ag como,
s
Ag =B C , (20)

donde los elementos de B son los factores que multiplican a los coeficientes
del potencial en (15) en cada punto de la cuadricula. Con (14) obtendremos el
valor medio, entonces como para cada cuadricula tenemos un vector B18 para

toda la regién o tendremos una matriz que designaremos por Bl. En definitiva
c
(19) resulta,
t t —0 t t
N =BC+ A Ag - A B1 € s (21)
c

Aplicando la ley de propagacién de errores obtenemos,

2 £ t t t
0 =B Z B+A X—0 —O0A+A B Z B A-2B Z B A. (22)
c cc Ag  Ag 1 cc 1 cc 1

donde Z.., son las matrices de varianza-covarianza.

Para el error de omisién podemos escribir (Rapp, 1973),

R2 [
2 (n+2) 2
o = — s Q (Y) c (Ag) , (23)
o} 2 n n
4y
n=n
max

donde ¢ (Ag) son las varianzas grado de anomalias y s es (Tscherning y Rapp,
n

1974) 0.999617. Aunque el sumatorio sea hasta %nfinito, en la practic% se
considera aproximadamente hasta 200.Para wo = 10 se encuentra un valor o~ de

1.1 m; si ¢°= 200 se obtiene wun valor de 0.7 m.

6. METODO CUATRO

Este método ha sido utilizado por Grotten y Rummel (1974) y es el
desarrollado en (Molodensky et al, 1962).

La ondulacién del geoide se descompone en tres sumandos,
N=N + N + N , (22)
1 2 3

donde



n
max

R
"1 = — 7 }: on(wo) Agn s (25)
n=2

Yy Qn(wo) son las funciones de truncamiento de Molodensky (Heiskanen & Moritz,

1985, pag. 260) que vienen dadas por,
Qn(l/lo) = Es(coslﬂ) _Pn(cosVI) senyy dy , (26)
0
donde Pn(cosw) son los polinomios de Legendre.
Agn es el arménico esférico de superficie de grado n de la anomalia de la

gravedad implicada por un conjunto de coeficientes del potencial cuya
expresién es,

GM a an = _
Ag = (n - 1){ ] Z [BC cosmA + 8S senmA] P (senp) . (27)
n r2 r nm nm nm

m=0

N; viene dado por la férmula,

y R —0
N2 = = )”ro‘ Ag ™ S(cosy) do , (28)

c
donde la regién o, tiene un radio de distancia esférica wo. La anomalia Kéo

es la misma que aparece en (13).

El término N; se expresa por,

R z
= A N ie]
N3 5y on(wo) 9, (29)

Este término considera la informacién mas allada de n , que no ha sido
max

incluida en N;.

Como en el método anterior existen errores de comisién y de omisién. Los
primeros surgen de (25) y (27) debido a los errores en los coeficientes del
potencial, y en (28) a los errores en las anomalias.

El error de omisién estd causado por el hecho de que la suma en (25) se
toma hasta n en vez de hasta infinito. Este Ultimo error es el mismo de
(23), y el coméntario dado alli es igualmente valido aqui.

Para 1llevar a <cabo el analisis de los errores, expresamos el



procedimiento de célculo en la forma,

t t =
N =B QC + A Ag , (30)
Cc

donde A, B y C son las matrices definidas anteriormente, y Q es una matriz
diagonal cuyos elementos estan compuestos de valores de Q (wo). Aplicando la
n

ley de la propagacién de los errores a (30) resulta,
2 t t t
o =B Q ch QB + A zﬂgig A . (31)

Comparando (31) con (22) se observa que el andlisis de los errores en
este método es considerablemente méds simple que en el método tres.
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