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Ingenieŕıa de Procesos, IIM-CSIC, Vigo, España

nmartinez@iim.csic.es, carlosvf@iim.csic.es, miriamr@iim.csic.es

Resumen

En la industria alimentaria la calidad y la segu-
ridad del alimento, aśı como los procesos implica-
dos en su producción, envasado y transporte, se
optimizan acudiendo a la microbioloǵıa predicti-
va. Esta disciplina modela el comportamiento de
microorganismos, tales como bacterias, empleando
modelos primarios para describir su crecimiento.

Uno de los mayores retos en este contexto es mo-
delar y simular el crecimiento cuando el número
inicial de bacterias (inóculo) es reducido, ya que
la población se comporta estocásticamente. Exis-
ten distintas alternativas de modelado, dependien-
do de (1) el grado de detalle de la solución reque-
rida, (2) los tiempos de cálculo y (3) la facilidad
de calibración de sus parámetros.

En este trabajo se comparan las soluciones y tiem-
pos de cálculo, a la vez que se discute la identifica-
bilidad estructural, cuando se aborda el problema
desde una escala microscópica, con modelado ba-
sado en individuos, o desde una escala mesoscópi-
ca, mediante la derivación de la equivalente ecua-
ción de Fokker–Planck modificada.

Palabras clave: Ecuación de Fokker–Planck mo-
dificada; procesos estocásticos; modelado multies-
cala; identificabilidad estructural.

1. INTRODUCCIÓN

La industria alimentaria está sufriendo una trans-
formación gracias al uso de modelos matemáti-
cos que permiten la optimización de los procesos
productivos [12], los tratamientos de conservación
[13], el envasado [14], aśı como el transporte y la
distribución de alimentos [7]. En estos modelos,
una parte fundamental es la descripción del cre-
cimiento bacteriano. Las bacterias bajo estudio
pueden ser tanto patógenas como deterioradoras
del alimento (determinando la seguridad y calidad
alimentaria), o bien resultar interesantes para los
procesos de producción en la industria alimenta-
ria, como aquellas que se encargan de iniciar pro-
cesos fermentativos o de producir bioconservantes.

Los modelos más conocidos y empleados, tanto

por la industria como por las agencias evaluado-
ras de riesgos (por ejemplo la EFSA [9]), están
basados en estudios estad́ısticos puros o dinámi-
cas deterministas. Estos últimos modelos reciben
comúnmente el nombre de microbioloǵıa predic-
tiva cuando se aplican en ingenieŕıa de alimentos.
Sin embargo, su uso está limitado cuando el inócu-
lo es bajo, pues en este caso la población tiende a
evolucionar estocásticamente.

Cuando el comportamiento de la población es es-
tocástico, una opción son los modelos basados en
individuos [3, 2, 8], que permiten la implementa-
ción de mecanismos, por ejemplo de división celu-
lar, de una forma sencilla e intuitiva. Sin embargo,
su calibración y cómputo para tareas de optimiza-
ción resulta, muchas veces, prohibitivo. Otra alter-
nativa es acudir a los modelos mesoscópicos, que
se centran en describir propiedades medias de la
población, normalmente trabajando con distribu-
ciones de probabilidad de las variables de interés.

En [5] se presenta un modelo de crecimiento es-
tocástico de bacterias basado en individuos me-
diante la implementación de mecanismos de di-
visión bien estudiados (cada bacteria crece expo-
nencialmente [4] y estocásticamente [1], y se divide
al llegar a cierto tamaño una vez la bacteria está
adaptada al medio [10]). Este modelo permite es-
timaciones de dinámica del número de bacterias
para la fase exponencial y de una cota superior
(conservadora) para el caso de la fase de laten-
cia. En el mismo trabajo, se presenta la ecuación
equivalente de Fokker–Planck modificada, compa-
rando los resultados con datos obtenidos a partir
de citometŕıa de flujo para las distribuciones de
probabilidad de tamaño celular en la población.

En el presente trabajo se analizan los resultados
obtenidos por medio de dos enfoques de modelado
(microscópico y mesoscópico) para la distribución
de tamaños de una población de bacterias que evo-
luciona estocásticamente, a la vez que se compara
la eficiencia computacional de ambos modelos. Se
presenta, además, un breve análisis de la identifi-
cabilidad estructural, con el fin de detectar posi-
bles dificultades en la calibración de estos modelos
por medio de datos obtenidos con la técnica de ci-
tometŕıa de flujo.
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2. MODELADO BASADO EN
INDIVIDUOS DEL
CRECIMIENTO
BACTERIANO

Supongamos que P = {1, 2, . . . , N} representa
una población compuesta por N ∈ N bacterias.
El modelo escogido trata de explicar el crecimien-
to exponencial de cada individuo i ∈ P como un
proceso que verifica la Ecuación Diferencial Es-
tocástica (EDE) [1]:

dXi
t = µdt+ ξdW i

t , (1)

de forma que la variación que experimenta con el
tiempo el volumen del i-ésimo individuo (V i

t , o
Xi

t = lnV i
t en escala logaŕıtmica) se explica como

combinación de una fluctuación estocástica (con-
ducida por un proceso de Wiener, W i

t ) de inten-
sidad ξ, más una componente de desarrollo deter-
minista, cuantificada por el ratio de crecimiento
µ > 0. Para ξ = 0 la incertidumbre es eliminada
del proceso, y el volumen de cada individuo crece
exponencialmente con el tiempo.

La división se modela añadiendo los nuevos indivi-
duos a la población (células hijas), y reajustando
el tamaño del individuo que se ha dividido (célu-
la madre) al tamaño de sus hijas. Se tiene que el
número de individuos generados por una sola ma-
dre al término de cada división es Nh = 2g − 1,
donde g representa el número de planos en los que
se divide la bacteria. Suponiendo que este proce-
so se activa para un individuo i ∈ P cuando su
tamaño iguala (o excede) cierto valor ĺımite (de-
finido en función de los tamaños de las madres,
Xm ∼ N (xm, σ

2), variable aleatoria normal de
media xm = ln (vm) y varianza σ2, ambos paráme-
tros del modelo) la división se esquematiza:




P = P ∪ {N + j, 1 ≤ j ≤ Nh},
XN+j

t = Xi
t − g ln (2) , 1 ≤ j ≤ Nh,

Xi
t = Xi

t − g ln (2) ,

(2)

donde N representa el número de individuos de
la población P antes de la división, y el volumen
de la madre es 2g veces mayor que el de las hi-
jas (vm = 2gvh) . En este estudio se considera que
la división tiene lugar de forma determinista (las
bacterias se dividen a un volumen prefijado vm),
por lo que se toma σ = 0, y aśı Xm = xm ∼ δxm .

Las simulaciones del modelo basado en individuos
(1)–(2) se han llevado a cabo usando distintos es-
quemas numéricos para la ecuación del crecimien-
to. Se puede probar que la solución exacta de la
EDE (1) es un proceso conocido como browniano
con deriva:

Xi
t = Xi

t0 +µ (t− t0)+ξ
(
W i

t −W i
t0

)
, t0 ≤ t < tf ,

donde t0 es el instante en el que el individuo i se
origina (o finaliza su anterior división), mientras
que tf es el instante en el que se divide nuevamen-
te. Por simplicidad, usamos t0 y tf , pero conviene
notar que t0 = t0(i, j) y tf = tf (i, j), con j ≥ 0
el número de divisiones que ha experimentado la
i-ésima bacteria hasta tiempo t0.

Discretizando el intervalo [t0, tf ) en n ∈ N puntos
{tk, 0 ≤ k ≤ n − 1}, el crecimiento del individuo
i ∈ P puede implementarse, para 1 ≤ k ≤ n − 1,
empleando cualquiera de los esquemas numéricos:

Esquema exacto:

Xi
tk

= Xi
t0 + µ (tk − t0) + ξ(W i

tk
−W i

t0). (3)

Euler–Maruyama:

Xi
tk

= Xi
tk−1

+ µ (tk − tk−1) + ξ∆W i
k, (4)

donde ∆W i
k = W i

tk
−W i

tk−1
. Ambos esquemas pro-

ducen resultados idénticos.

Dado que Xi
t = lnV i

t , aplicando el Lema de Ito [6]
se puede probar que V i

t es un proceso que satisface
la EDE (lineal y con ruido multiplicativo):

dV i
t = (µ+

1

2
ξ2)V i

t dt+ ξV i
t dW

i
t , t0 ≤ t < tf ,

cuya solución es el browniano geométrico:

V i
t = V i

0 exp
(
µ(t− t0) + ξ(W i

t −W i
t0)
)
.

Aśı, es posible implementar directamente el mo-
delo de crecimiento en volumen para la partición
{tk, 0 ≤ k ≤ n− 1} con alguno de los esquemas:

Esquema exacto:

V i
tk

= V i
0 exp

(
µ (tk − t0) + ξ

(
W i

tk
−W i

t0

))
. (5)

Euler–Maruyama:

V i
tk

= V i
tk−1

(
1 + α (tk − tk−1) + ξ∆W i

k

)
. (6)

Milstein–II.

V i
tk

= V i
tk−1

(
1 + α (tk − tk−1) + ξ∆W i

k

)
+

V i
tk−1

α (tk − tk−1) (ξ∆W i
k +

α

2
(tk − tk−1))+

V i
tk−1

ξ2

2
((∆W i

k)2 − (tk − tk−1)), (7)

donde se ha tomado α = µ+ ξ2/2.

3. ECUACIÓN DE FOKKER -
PLANCK MODIFICADA

Sea p(x, t) la función que describe la probabilidad
de que las células tengan un tamaño x (en escala
logaŕıtmica) a tiempo t, es decir, la función de
densidad de probabilidad (FDP). Una propiedad
bien conocida de la FDP es:

∫ ∞

−∞
p(x, t)dx = 1. (8)
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Cuando no se considera división ni muerte celular,
p(t, x) se obtiene como la solución de la ecuación
de Fokker–Planck:

∂p(x, t)

∂t
=

ξ2

2

∂2p(x, t)

∂x2
− µ∂p(x, t)

∂x︸ ︷︷ ︸
crecimiento celular con incertidumbre

, (9)

donde, al igual que en la sección anterior, µ repre-
senta la velocidad de crecimiento determinista y ξ
la intensidad del ruido.

Sin embargo, estamos considerando que, al llegar
a cierto volumen vm, las bacterias se dividen en 2g

células hijas. La solución de la ecuación de Fokker–
Planck clásica, teniendo en cuenta dicha división,
no verificaŕıa la igualdad (8), pues el valor de la in-
tegral aumentaŕıa con el tiempo. Para evitar esto,
se añade al modelo un término de normalización,
resultando en la ecuación de Fokker–Planck mo-
dificada (EFPM) [5]:

∂p(x, t)

∂t
=

ξ2

2

∂2p(x, t)

∂x2
− µ∂p(x, t)

∂x
−

p (J(xh, t)− J(xm, t))︸ ︷︷ ︸
Normalización

, (10)

siendo J(x, t) el flujo de la FDP [5]:

J(x, t) = µp(x, t)− ξ2

2

∂p(x, t)

∂x
.

La derivación de la expresión (10) se puede con-
sultar en el Apéndice A.

Dado que las células se dividen al alcanzar un ta-
maño xm = ln (vm), la probabilidad de encontrar
células de tamaño mayor o igual que xm es cero.
Matemáticamente, esto se representa imponiendo
condiciones frontera de pared absorbente, es decir:

p(xm, t) = 0. (11)

Además, el flujo de nuevas células que surgen de
la división (es decir, J(xh, t)) es 2g veces el flujo
de células que se dividen (J(xm, t)), de forma que
J(xh, t) = 2gJ(xm, t). Por lo tanto, la condición
frontera en xh quedaŕıa:

−ξ
2

2

∂p(x, t)

∂x

∣∣∣∣
x=xh

= µ(2gp(xm, t)− p(xh, t))−

2g
ξ2

2

∂p(x, t)

∂x

∣∣∣∣
x=xm

. (12)

Inicialmente, las células tienen un tamaño xh. Por
tanto, la distribución de probabilidad inicial es:

p(x, 0) = δxh
(x), (13)

donde δxh
(x) es la delta de Dirac centrada en xh.

La FDP respecto del volumen, p(v(x), t), se obtie-
ne mediante la expresión:

p(v(x), t) =
p(x, t)

dv(x)/dx
= exp (−x)p(x, t). (14)

4. RESULTADOS

Los valores de los parámetros empleados en las
simulaciones (véase la Tabla 1) fueron obtenidos
a partir de citometŕıa de flujo para Pediococcus
acidilactici [5]: una bacteria productora de pedio-
cina que supone un antimicrobiano relevante para
la industria alimentaria [12].

Tabla 1: Parámetros usados en las simulaciones.

Śımb. Significado Valor Uds.

vm Volumen de las madres 4.55740 µm3

ξ Intensidad del ruido 0.13439 h−1/2

µ Velocidad crecimiento 1.16190 h−1

g Planos de división 2.00000 -

4.1. MODELADO BASADO EN
INDIVIDUOS

Las simulaciones arrancan en t0 = 0 con una única
bacteria de volumen V 1

0 = vh, la cual evoluciona
de acuerdo con la ecuación (1) y se divide según
(2), hasta alcanzar un tiempo final de simulación.
En la Figura 1 se muestra la evolución que experi-
menta el volumen de cada una de las bacterias de
la población durante las primeras cinco horas de
desarrollo, empleando el esquema exacto (5) y un
paso de tiempo constante ∆t = 0.01 h. El resulta-
do que se obtiene es idéntico cuando se parte de
una bacteria de tamaño X1

0 = ln (xh) y se aplica
el método (3), realizando posteriormente la trans-
formación V i

t = exp(Xi
t), para cada i ∈ P.

Dada la naturaleza estocástica del modelo, la tra-
yectoria que se muestra en la Figura 1 para el
volumen de cada bacteria i ∈ P vaŕıa al to-
mar distintas realizaciones del proceso de Wie-
ner W i

t en la expresión (5). Se tiene, no obstante,
E[V i

t ] = V i
0 exp(µ(t−t0)+ξ2(t−t0)/2), propiedad

que se aprecia intuitivamente en la figura. Análo-
gamente, se verifica E[Xi

t ] = Xi
t0 + µ(t− t0).

4.2. ECUACIÓN DE FOKKER –
PLANCK MODIFICADA

Para implementar el modelo (10)–(14) se ha em-
pleado el método de Diferencias Finitas (DF).
Concretamente, se ha considerado un esquema de
cinco puntos de DF centradas para aproximar la
derivada segunda, y un esquema de cuatro pun-
tos de DF progresivas para aproximar la derivada
primera con respecto de x. Una explicación deta-
llada de estos métodos se puede encontrar en [11].
Se han elegido 400 puntos de discretización en la
variable x, dado que emplear un mayor número
de puntos no altera significativamente los resulta-
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Figura 1: Evolución del volumen para el modelo
de crecimiento y división (1)–(2). El número de
bacterias para t = 5 horas es N = 172.
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Figura 2: Solución numérica del sistema de ecua-
ciones (10)-(14). (a) Evolución en el tiempo hasta
t = 5 h. (b) Estado estacionario (t = 25 h).

dos. La integración temporal se ha llevado a cabo
usando el integrador ode15s en Matlab®.

La solución numérica obtenida con el proceso que
se acaba de describir se muestra en la Figura 2. Pa-
ra poder visualizar mejor la evolución de la distri-
bución de probabilidad, se ha detenido la simula-
ción en tiempo t = 5 h -Figura 2(a)-. Desde el ins-

Tabla 2: Comparación entre métodos de simula-
ción. MBI = Modelo Basado en Individuos; EFPM
= Ecuación de Fokker–Planck modificada; AN =
Anaĺıtica; EM=Euler–Maruyama; MII=Milstein–II;
DF=Diferencias finitas.

Modelo Método Tiempo
comp. [s]

RMSE

t tf

MBI (X) AN 813 - -
MBI (X) EM 744 0 0
EFPM (x) DF 1 0.107 0.043

MBI (V ) AN 1365 - -
MBI (V ) EM 685 0.031 0.017
MBI (V ) MII 876 0.019 0.010
EFPM (v) DF 1 0.063 0.035

tante inicial, la probabilidad de encontrar células
de mayor (resp. menor) tamaño, aumenta (resp.
disminuye) con el tiempo. Como era de esperar, la
probabilidad de obtener células de tamaño mayor
que vm es 0, ya que la división se produce al al-
canzar dicho volumen máximo. Esto ocurre en la
vecindad de los tiempos t ∈ {1, 2.1, 3.3, 4.5, . . . }.
A medida que avanza el tiempo, también aumen-
ta el tamaño de dicha vecindad, hasta generar un
flujo continuo de células de volumen vh. Aproxi-
madamente a tiempo t = 25 h se alcanza el estado
estacionario -Figura 2(b)-. El tamaño más proba-
ble (modo de la distribución) se corresponde con
vh, y va decreciendo de forma no lineal hasta al-
canzar el valor máximo vm.

4.3. COMPARACIÓN ENTRE
MODELOS Y MÉTODOS DE
SIMULACIÓN

4.3.1. ERROR Y TIEMPO DE
CÁLCULO

La Tabla 2 resume los resultados obtenidos pa-
ra los modelos basados en individuos y para la
EFPM. Los cálculos se han llevado a cabo en
Matlab R2016b® , usando una estación de tra-
bajo con 32 GB de RAM (2400 MHz) y CPU
Intel® Core™ i7-7700K (4.20 GHz). La columna
Tiempo comp. indica el tiempo empleado por ca-
da método para obtener la solución. En el caso del
modelo basado en individuos, la simulación se pa-
ra cuando el proceso alcanza el tiempo tf = 17 h.
Para los distintos esquemas numéricos aplicados al
modelo basado en individuos, el tiempo de compu-
tación aumenta exponencialmente con la duración
del proceso - ver Figura 3-. Dado que el proceso es
estocástico, la solución depende de la semilla que
se use para generar los números aleatorios necesa-
rios para construir trayectorias del browniano. En
dicha figura se muestra la media de tiempos para
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Figura 3: Evolución del tiempo de computación
como función del tiempo de proceso para los dis-
tintos métodos de resolución del modelo basado
en individuos.

250 simulaciones con distintas semillas. El método
más eficiente es el esquema de Euler–Maruyama
(con crecimiento en volumen) y el menos eficiente
se obtiene implementando la solución anaĺıtica.

La primera columna del error (t) se refiere a la
ráız del error cuadrático medio (RMSE), el cual
se ha calculado empleando los perfiles obtenidos
en todos los tiempos de proceso. La segunda co-
lumna del error (tf ) muestra el RMSE calculado
usando los perfiles a tiempo final. El RMSE de la
primera columna es mayor que el de la segunda,
pues el número de células al principio del proce-
so es pequeño, de manera que se obtienen perfi-
les muy ruidosos -ver Figura 4-. A medida que el
proceso transcurre, el número de células aumenta
significativamente y los perfiles se suavizan, apro-
ximándose cada vez más a la solución obtenida
mediante la EFPM. Los perfiles que se muestran
en la Figura 4 para el modelo basado en indivi-
duos se corresponden con el valor medio de 3000
simulaciones con distintas semillas de generación
de números aleatorios. Se puede ver, tanto en la
Tabla 2 como en la Figura 4(d)-(f), que (tal y como
se ha mencionado en la Sección 2) las soluciones
anaĺıtica y Euler–Maruyama coinciden en el do-
minio X, pero el esquema de Euler–Maruyama es
más eficiente computacionalmente. Respecto a la
EFPM, se puede ver que representa con bastante
precisión el comportamiento medio de los modelos
basados en individuos. Las diferencias entre ellos
vienen dadas, principalmente, porque los modelos
basados en individuos permiten tamaños meno-
res que xh, mientras que la solución de la EFPM
está limitada al dominio [xh, xm]. Sin embargo,
la EFPM es mucho más eficiente que los mode-
los basados en individuos, los cuales, a partir de
un cierto número de células, se vuelven demasiado
costosos y presentan problemas de memoria.

4.3.2. IDENTIFICABILIDAD
ESTRUCTURAL

La medición directa de los parámetros necesarios
para la implementación de los modelos que se pre-
sentan en este trabajo (Tabla 1) requiere experi-
mentos complejos, donde las estimaciones no son
fiables al referirse a propiedades individuales de
cada célula (ver [5] para detalles). Una alterna-
tiva es el uso de distribuciones de probabilidad
de tamaño celular, que se pueden medir rápida-
mente, y de forma relativamente barata, emplean-
do la técnica de citometŕıa de flujo. Sin embargo,
las distribuciones habitualmente se miden solo en
estado estacionario, por lo que son incapaces de
proporcionar demasiada información útil para la
estimación de estos parámetros.

De esta forma, se hace necesario establecer si, dada
la información que proporciona la distribución de
tamaños en el estado estacionario, podemos llegar
a estimar los parámetros de la Tabla 1 de forma
uńıvoca con uno u otro modelo. En tal caso, el
modelo seŕıa estructuralmente identificable.

Dos de los parámetros que intervienen en los mo-
delos son estructuralmente identificables: el volu-
men de las madres vm, y el número de planos de
división g. Nótese que el valor del volumen de las
madres corresponde con el final de la distribución
de probabilidad, es decir, con el mayor tamaño
celular cuya probabilidad es superior a cero. Los
planos de división se pueden obtener mediante la
relación entre los volúmenes de las madres y las
hijas, correspondiendo estas últimas con el modo
de la distribución.

Para el análisis de la identificabilidad estructural
de la velocidad de crecimiento µ y la intensidad
del ruido ξ, se hace un estudio adimensional de la
EFPM (véase el Apéndice B para más detalles):

∂p(x̄, t̄)

∂t̄
=

1

Pe

∂2p(x̄, t̄)

∂x̄2
− ∂p(x̄, t̄)

∂x̄
−

pL (J(0, t̄)− J(1, t̄))Pe, (15)

donde Pe = 2µL/ξ2 y

J(x̄, t̄) =
∂p(x̄, t̄)

∂x̄
− p(x̄, t̄)Pe,

J(0, t̄) = 2gJ(1, t̄),

p(1, t̄) = 0.

Nótese que existen infinitas combinaciones de los
parámetros ξ y µ que resultan en el mismo valor
de Pe y, por lo tanto, en soluciones idénticas de la
ecuación (15). Como consecuencia, se deduce que
los parámetros ξ y µ no son estructuralmente iden-
tificables a partir de las distribuciones de tamaño
obtenidas con citometŕıa de flujo, pudiéndose ex-
traer solo una relación de dependencia entre ellos.
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Figura 4: Comparación entre los resultados de simulación obtenidos con el modelo basado en individuos
y la EFPM. Las figuras de arriba se corresponden con las soluciones obtenidas en el dominio v mientras
que las de abajo fueron obtenidas en el dominio x. Los tiempos de proceso de las figuras son t = 1 h
(a),(d). t = 8 h (b),(e). t = 15 h (c),(f).

Este análisis de identificabilidad es válido siem-
pre que se use una distribución estacionaria de ta-
maños como única fuente de información, y afec-
taŕıa tanto a la EFPM como al modelo basado
en individuos. Para este último tipo de modelado,
además, la obtención de las distribuciones es más
costosa y requiere mayor tiempo de computación.

5. CONCLUSIONES

En este trabajo se han considerado distintas alter-
nativas para modelar la evolución de poblaciones
de bacterias cuando el crecimiento es estocástico.
Por una parte, se ha hecho uso de modelos basados
en individuos, para los cuales se han considerado
varios esquemas: (i) solución exacta (el menos efi-
ciente), (ii) Euler–Maruyama (el más eficiente), y
(iii) Milstein–II. La ráız del error cuadrático me-
dio (RMSE) entre las soluciones anaĺıticas y los
esquemas numéricos es menor de 0.04 en todos los
casos, lo que demuestra su robustez. Sin embargo,
el tiempo de cálculo necesario y la memoria re-
querida en estos esquemas se incrementa exponen-
cialmente con el número de células, es decir, con
la duración del proceso simulado. Por otra parte,
se ha usado la ecuación de Fokker–Planck modi-
ficada (EFPM) cuya principal ventaja, en com-
paración con los modelos basados en individuos,
es la eficiencia para un número de células medio-
alto. Además, se ha mostrado que la distribución
de probabilidad obtenida mediante la EFPM se

ajusta a la media de los resultados obtenidos con
los modelos basados en individuos. La EFPM se
ha usado para mostrar que la velocidad de cre-
cimiento (µ) y la intensidad de ruido (ξ) no se
pueden identificar simultáneamente usando datos
de citometŕıa de flujo en estado estacionario.

Agradecimientos

Este trabajo ha sido financiado por los pro-
yectos PIE 20213AT001 (NM), PGC2018-
099312-B-C33 (CVF) y RTI2018-093560-J-I00
(MCIU/AEI/FEDER, UE), RYC2019-028006-
I/AIE/10.13039/501100011033 (MRG).

Los autores quieren agradecer y dedicar este tra-
bajo al Prof. Antonio A. Alonso, uno de los investi-
gadores que iniciaron originalmente este trabajo.
Agradecemos su apoyo incansable y su continuo
asesoramiento.

English summary

COMPARING STOCHASTIC MO-
DELS OF BACTERIAL GROWTH
AT DIFFERENT SCALES

Abstract

Quality and safety in the food industry, as
well as the processes involved in the pro-
duction, packaging, and transport of food,
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may be optimised using predictive micro-
biology. This discipline models the beha-
viour of microorganisms and uses the so-
called primary models to describe bacterial
growth.

One of the main challenges consists of ex-
plaining and simulating the growth when
the number of initial bacteria (inoculum)
is reduced because of the stochastic beha-
viour. There exist different alternatives to
modelling such stochastic processes depen-
ding on: (1) the required level of detail for
the solution; (2) the computational time;
and (3) the possibility of estimating para-
meters from fast and inexpensive measure-
ments.

In this work, we compare the solutions,
computational times and structural iden-
tifiability obtained using different alter-
natives: (1) microscopic scale considering
individual-based models; and (2) mesosco-
pic scale considering the modified Fokker-
Planck equation.

Keywords: Modified Fokker-Planck equa-
tion; Stochastic processes; Multiscale mo-
delling; structural identifiability.
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APÉNDICES

A. EFPM: OBTENCIÓN

Sea n(x, t) el número de células de tamaño x (en escala
logaŕıtmica) a tiempo t. Sea, además, Jn(x, t) el flujo
de células. La evolución del número de células se puede
representar de la siguiente forma:

∂n(t, x)

∂t
= −∂Jn(t, x)

∂x
. (16)

Al llegar a cierto volumen vm = exp (xm), las células
se dividen en 2g células hijas de tamaño vh = vm/2

g.
Este fenómeno se puede representar usando una con-
dición de muro absorbente en la frontera xm:

n(xm, t) = 0, (17)

de forma que la condición frontera en x = xh se define
mediante los flujos:

Jn(xh, t) = 2gJn(xm, t). (18)

Debido a esta división y, dado que la muerte de las
células es despreciable en fase exponencial [5], el núme-
ro de células n(x, t) será creciente. Esto se puede evitar
usando la forma fraccional p(x, t), donde:

p(x, t) =
n(x, t)

N(t)
, siendo N(t) =

∫ xm

xh

n(x, t)dx.

Derivando respecto del tiempo1:

∂p

∂t
=

1

N

∂n

∂t
− p

N

dN

dt
. (19)

El primer término del lado derecho de la ecuación (19)
se puede expresar, usando la ecuación (16), de la si-
guiente forma:

1

N

∂n

∂t
= − 1

N

∂Jn
∂x

= −∂J
∂x

,

1A partir de aqúı se omitirán los argumentos de las
funciones, excepto para los términos en la frontera,
por motivos de claridad

donde J = Jn/N. Para el segundo término se tiene
que

− p

N

dN

dt
= − p

N

∫ xm

xh

∂n

∂t
dx.

Usando la ecuación (16) y reordenando términos:

− p

N

dN

dt
=

p

N

∫ xm

xh

∂Jn
∂x

dx = −p (J(xh, t)− J(xm, t)) .

Por lo tanto, la ecuación (19) se puede escribir de la
siguiente forma:

∂p

∂t
= −∂J

∂x
− p (J(xh, t)− J(xm, t)) , (20)

que se corresponde con la expresión presentada en la
Sección 3. Además, dividiendo las condiciones frontera
(17)-(18) entre el número de células (N), se tiene que:

p(xm, t) = 0, (21)

J(xh, t) = 2gJ(xm, t). (22)

B. FORMA ADIMENSIONAL DE
LA EFPM

Para derivar una forma adimensional de la EFPM,
utilizaremos la longitud caracteŕıstica L = xm − xh y
la velocidad de crecimiento µ. De esta forma, se puede
definir:

x̄ =
x− xh
L

, t̄ =
L

µ
t,

donde x ∈ [0, 1]. Las derivadas respecto de x y t que-
daŕıan, en el nuevo sistema de coordenadas adimen-
sionales x̄ y t̄, de la siguiente forma:

∂

∂x
=

1

L

∂

∂x̄
,

∂2

∂x2
=

1

L2

∂2

∂x̄2
,

∂

∂t
=
µ

L

∂

∂t̄
.

Sustituyendo estas expresiones en la ecuación (10),
reordenando los términos, y usando un número adi-
mensional similar al Péclet, Pe = 2µL/ξ2, se tiene:

∂p(x̄, t̄)

∂t̄
=

1

Pe

∂2p(x̄, t̄)

∂x̄2
− ∂p(x̄, t̄)

∂x̄
−

pL (J(0, t̄)− J(1, t̄))Pe, (23)

donde

J(x̄, t̄) =
∂p(x̄, t̄)

∂x̄
− p(x̄, t̄)Pe.

Aplicando la misma transformación a las condiciones
frontera (11)–(12), se tiene:

p(1, t̄) = 0,

J(0, t̄) = 2gJ(1, t̄).
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