CARACTERIZACION DE LOS ESPACIOS LOCALMEN-
TE COMPACTOS EN LA CLASE DE LOS v-ESPACIOS.

por

JUAN MARGALEF ROIG y ENRIQUE OUTERELO DOMINGUEZ

Se introduce una clase de espacios topoldgicos (y-espacios) mas.
general que la de los espacios regulares. Un y-espacio T, no es nece-
sariamente regular y existen espacios T, que no son y-espacios.

En la clase de los y-espacios se prueba el siguiente resultado :

«Sea X un y-espacio. Supongamos que 1x x g es una identificacion,.
para toda aplicacién g cerrada, compacto-recubridora, con espacio do-
minio k-espacio paracompacto y T,. Entonces, para todo » € X existe:
un entorno compacto de x en X.»

A partir de este teorema, se generalizan proposiciones de E. Michael
(corolario 13 y corolario 15) establecidas en [5].

DEerFINICION 1.—Sea X un conjunto. Se dice que € = {C, |i €T}
es una cadena en X si I es un conjunto bien ordenado (<); para
todo i € I, C; es un subconjunto no vacio de X; ﬂ Ci=Fei<y
si y solamente si C; D C;. tel

Si € es una cadena en X y M es un subconjunto de X, se dice que
M corta a G, si M N C 3 & para todo C de C.

Si X es un espacio topolégico y € es una cadena en X tal que
para i € I, C, es cerrado en X, se dice que € es una cadena de ce-
rrados en X.

DEeFINICION 2.—Sea X un espacio topolégico y x € X. Se dice que
X es localmente compacto en #, si existe una base de entornos de 4
cuyos elementos son compactos. (Por tanto, un espacio topolégico es
localmente compacto si y solamente si es localmente compacto en cada
uno de sus puntos).
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DerFinic1ON 3.—Un espacio topolégico X, se dice que es un y-espa-
cio, si para todo punto & de X en el que X no es localmente compacto:
v todo U, entorno abierto de x, existe V entorno de x en X y existe

C cadena de cerrados en V (adherencia de V) tal que € corta a U.
Ividentemente todo espacio localmente compacto es un y-espacio.

LeEMA 4 [8].—Sea X un espacio topologico. Las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

a) X es compacto.

b) Para toda familia & de cerrados no vacios de X tal que (H, )
es un conjunto totalmente ordenado, se verifica que n H#2.
HeH
Lema 5 [1].—Sea (I, <) un conjunto totalmente ordenado. Enton-
ces existe J I tal que (J, <) es un conjunto bien ordenado y para
todo i €1 existe j € J con i <j. (Es decir, J es un cofinal ordenado.)

ProrosicioN 6 [4].—Sea X un k-espacio y X’ un espacio localmen-
te compacto. Entonces X x X’ es un k-espacio. (X es un k-espacio:
si: KN M es abierto en K para todo K compacto de X, implica que
M es abierto en X.)

Prorosicion 7 [4].—Si p: X —> Y es una identificacién, donde
Y es T, v X’ es un espacio T, tal que X’ x Y es un k-espacio, se
verifica que 1y, x p es una identificacion de X’ x X en X’ x Y.

Prorosicion 8.—Si X es un espacio topologico regular, X es um
v-espacio.

DEMOSTRACION.—Sea x € X tal que X no es localmente compacto
en v y sea U un entorno abierto de x. Como X es regular existe V,
entorno abierto de x en X cumpliendo V< U y V no es compacto.
Entonces por el lema 4, existe H familia de cerrados no vacios de v
tal que (A, ©) es un conjunto totalmente ordenado y n H+*0.

HeH
Se considera el conjunto totalmente ordenado (H, <), donde
H, < H, siy solo si H, © H,.
Por el lema 5, aplicado a (H, <), existe € < F tal que C es co-
final en (H, <) y (G, <) es un conjunto bien ordenado.

Es claro que C es una cadena de cerrados en V tal que C corta a
U. Ast X es un v-espacio.
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Veamos a continuaciéon un ejemplo de un espacio topoldgico T, que
es y-espacio y no es regular.

Ejemrio 9.
1) Sea X =Ry

B={a,b)cR/a<b, 06 (a b)}U{(a, b)) —{tu}nen/
Ja<<0<b, {a,}.en converge a 0 en lo topologia usual de R ¥
a, € (a, by — {0} para todo n € N}.

Entonces :
1) B es base de una topologia T en R.
2) (X, T)es T,y no es regular.

3) (X, T) es localmente compacto en todo punto distinto de cero
'y no es localmente compacto en 0.

4) (X, T) es un y-espacio. En efecto:

Sea U un entorno abierto de 0 en (X, T). Entonces existen ¢ > 0
¥y {@.}.en, sucesién en (— e, €) — {0} que converge a 0 en la topolo-
gia usual y tal que

0€(—¢c ) —{au}nenc U
Se toma

V=(—¢¢) —{t}ien

<on lo cual V = [—¢, ¢].

Se considera una sucesién {b,},~ en (—e, ¢) — {0} tal que
lim {ba}nen =0
{con la topologia usual) y
{a./n€N}N {b./nEN} = 0.

Entonces € = {C,/n €N}, donde C, = {bn/m >n} es una cade-
na de cerrados en V que corta a U.
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II) SeaX =Ry

B={(abt)/abeRa<blU{@b)NQ/abeR, a<b).

Entonces B es base de una topologia T en R y (X, T) es T, y no es
y-espacio. -

DEerFINICION 10 [5].—Sea f una aplicacién de un espacio topolégico
X en un espacio topoldgico Y. Se dice que f es compacto-recubridora
si f es continua y cumple que para todo K, compacto en Y, existe C,
-compacto en X, tal que f(C) = K. (Por tanto f es, en particular, su-
‘prayectiva.)

ProposiciON 11.—Sea X un y-espacio. Supongamos que 1lx x g es
una identificacién para toda aplicaciéon g cerrada, compacto-recubrido-
Ta, con espacio topolégico dominio, k-espacio paracompacto y T,. En-
tonces para todo x'€ X, existe un entorno compacto de x en X. (Ob-
sérvese que la hipdtesis «1x x g es identificacién, para toda aplicacion
& cerrada, compacto-recubridora, con espacio topolégico dominio k-
-espacio paracompacto y T,» es equivalente a «1x . x g es identificacion,
para toda aplicacién g cerrada, compacto-recubridora, con espacios to-
polégicos dominio y rango k-espacios paracompactos y To».

DEMOSTRACION.—Supongamos que existe un punto x, de X, el cual
‘no tiene entornos compactos. Sea {Uqx}eca €l sistema de entornos de
4,. Entonces, para todo « € A, U, no es compacto. (Obsérvese que
por ser X un y-espacio, card (A) > 2.)

Asi, para todo =€ A, por los lemas 4 y 5 existe {Ci}, o, familia
.de cerrados no vacios de U, tal que T es un conjunte bien ordenado,
i< siysélosiCioCy y n C:; = @. Por tante {Ci}i: es una
cadena de cerrados de U.. Let ,

Para cada 2 € A se considera el conjunto de todas las cadenas de
cerrados de T, (existe por lo menos una). A dicho conjunto sc le
designa por

(Chluen ¥ CL=1{Ch/j€T,}

Para todo z€ A y todo i, € I,, se considera

Ji, = T, U {n, )

«donde %, €3 un altimo elemento afiadido a ],-a, y se supone ].»‘l dotado
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con la topologia del orden. Entonces J, es compacto y T, (Obsér-
vese que J; no tiene dltimo elemento.)

Sea A la suma topolégica de los espacios ﬁa variando = en A e

“i, en I,. Se verifica que A es un k-espacio paracompacto y T,. Se con-
sidera Y el espacio topoldgico cociente de A al identificar

{""a/ i, € Iy, 2€ A}

a un punto y,. Entonces la proyeccién natural p de A en Y es cerrada
y compacto-recubridora.
Por la hipdtesis, 1x ix p es una identificaciéon de X x A en X x Y.
Sea 2€ A e 7, €1,. Para cada X € Ji, se considera el cerrado

Efs=[)Crc T,
v A

y para A = u;_, Ejs = &. Es claro que Ei* £ @& para todo X € i, -
Sea
S‘¢= U E{a x {A} € Uex ]_iuC X ix La.

Aed,
ta

Entonces S‘a es cerrado en X X ]—,a IEn efecto, Sea
(#, 1) € Xox Ji, — S, .

Distinguimos los dos casos siguientes:
D x <t
2) )\0 == M'ia'
Si Xy < m, se tienen a su vez los dos casos siguientes:

a) X, tiene un antecesor.
b) 2, no tiene antecesor.

Veamos el caso a). Se tiene que x & E;‘: y por tanto existe V¥,
entorno de x en X tal que

V7N E==@.
0
Si X, es el antecesor de X,, se tiene que

V* x (—)‘-o: ”iai]
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es un entorno de (#, A,) contenido en

X X _]ia—~S,- .

Caso b). Se considera el conjunto no vacio
I={pe],/x€E}, (€T

y sea y’ el primer elemento de I. Entonces x ¢ E;f y por tanto existe
V¥, entorno de x en X tal que

VEN E* = @.
m

Se verifica que p’ << ),. En efecto. Si A, = p’, se tiene que & € E:“para
todo v << ), y por consiguiente

x € n E":“= n (n C;")= n C:;“=E;", lo cual es absurdo.
v< vl <N T X ’

Asit V¥ x (u', u, ] es un entorno de (x, },) contenido en

X X Jfa —_— Sia.
Si &, = u; . Se considera el conjunto no vacio
I = {p€T,/ v €L, (’ﬂ ci = z)

Sea p’ el primer elemento de I. Es claro que p’ < i,. Como x € E;“ »

existe V¥, entorno de » en X tal que

VFNEs = 4.
I

Entonces V* x (', ;] es un entorno de (#, 4,) contenido en

X X —jla —S;u-

Luego queda demostrado que S, es cerrado en X x ]_,n
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Sea
S=U{S, /€A, iy €1.}.

Se tiene que S es un cerrado en
S {X x Tia/“E A, i, €14},

que es homeomorfo a X x A. Ademas, S es (1x x p)-saturado.

Veamos que (I1x'x ) (S) no es cerrado en X x Y, lo cual contra-
dice que 1x x p es una identificacién.

El punto (#,, y,) no pertenece a (1x x p) (S). Sin embargo
€79 Yo) € (1_; X f’) (S—)

En efecto. Sea U* x V> un entorno abierto de (#,, y,) en X!x Y.
Como X es un y-espacio, existe « '€ A y existe C',fa, ix € I, cadena de
cerrados en U, que corta a U%. Sea

XE T, Npt (V).
Entonces Ei“ N U% es no vacio, ya que C; corta a U™y en particular
El N U% D Ce N U % .

Entonces si x '€ Er? N U%, es claro que
@ )€S y (xp ()€U x V? )N (Ix x p) (S)# 2,

ProrosiciéN 12.—Sea X un y-espacio T,. Las siguientes afirmacio-
nes son equivalentes:

a) X es localmente compacto.

b) 1x x g es una identificacién, para toda identificacion g.

¢) 1x x g es una identificacién para toda aplicacién g cerrada,

compacta-recubridora, con espacio topoldgico dominio k-espacio para-
compacto y T,.

DEMOSTRACION.

a) ==> b) Es consecuencia del teorema de Whitehead [2].
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b) ==> ¢) Basta tener en cuenta que toda aplicaciéon continua,
cerrada y suprayectiva es una identificacién.

(Para estas dos implicaciones no se precisa que X sea y-espacio Tj.)

¢) = a) Es consecuencia de la demostracién de la proposicién
anterior teniendo en cuenta que X es T,.

Cororario 13 (E. Michael, [5]).—Sea X un espacio topolégico re-
gular. Las siguientes afirmaciones son equivalentes :

a) X es localmente compacto.
b) 1x x g es una identificacién, para toda identificacién g.

c) 1xx g es una identificacién para toda aplicacién g cerrada,
compacto-recubridora, con espacio topolégico dominio k-espacio para--
compacto y T,.

Prorosicion 14.—Sea X un y-espacio T,. Las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

a) X es localmente compacto.
b) X 'x Y es un k-espacio, para cada k-espacio Y.

c) X'xY es un k-espacio, para cada k-espacio paracompacto
y T, Y.

DEMOSTRACION.

a) ==> b) Es consecuencia de la proposicion 6.

b) ==> ¢) Es evidente.

c) ==> a).

Supongamos que X no es localmente compacto. Entonces, por la
demostracién de la proposicion 11, existe una identificaciéon p: A—Y,
donde Y es k-espacio paracompacto y T,, ya que p es cerrada, tal que
1x x p no es una identificacién. Asi, por la proposicién 7, X 'x Y no
es un k-espacio, lo cual contradice la hipétesis.

Cororario 15 (E. Michael, [5]).—Sea X un espacio topolégico re-
gular. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) X es localmente compacto.
b) X:'x Y es un k-espacio, para todo k-espacio Y.

c) X'x Y es un k-espacio, para todo k-espacio paracompacto
y T, Y.
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