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Prefacio

El objetivo de los autores al escribir este libro, que es el quinto y último
volumen de la obra Probabilidad y Economía, es el análisis de los bonos y
de las opciones sobre bonos, determinando, en el caso de las opciones, su
precio y cobertura.

Las estructuras temporales, (una estructura temporal es una función
que relaciona una determinada variable financiera o parámetro con su fe-
cha de vencimiento), de los tipos de interés, (precios de los bonos cupón
cero), junto con el modelo Black-Scholes-Merton, sobre los precios de op-
ciones sobre acciones, (modelo estudiado con detalle en los volúmenes 1
y 4), constituyen los dos pilares fundamentales sobre los que se ha cons-
truido, en los últimos cuarenta años, el impresionante edificio de la Mate-
mática Financiera.

Aunque el origen de la modelización de las estructuras temporales de
los tipos de interés se remonta al trabajo de R. C. Merton, [58], (1974), el
trabajo pionero en la elaboración de modelos de las estructuras tempora-
les de los tipos de interés con incorporación de variación estocástica de los
tipos de interés es el de O. Vasiček, [73], (1977), y a partir de este último tra-
bajo, se han elaborado un buen número de modelos, de las citadas estruc-
turas temporales, debido fundamentalmente a que no se ha encontrado,
hasta la fecha, un modelo que se pueda considerar natural, en el sentido
de cumplir el mayor número de las características fijadas, por ejemplo, en
L. C. G. Rogers en, [67], (1995), y que son ampliamente aceptadas en la ac-
tualidad:
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(i). Ser lo suficientemente flexible, como para cubrir la mayoría de las si-
tuaciones que surgen en la práctica.

(ii). Ser lo suficientemente simple, que permita resolver las cuestiones plan-
teadas en un tiempo razonable.

(iii). Estar bien determinado, en el sentido que los inputs requeridos pue-
dan ser observados o estimados.

(iv). Ser realista, es decir, el modelo no deberá dar resultados absurdos.

(v). Tener una buena adecuación a los datos.

En algunos de los modelos que se exponen en el libro, se analizan los
inconvenientes que poseen en relación con las características anteriores.

Destacamos que existen dos procedimientos principales de modeliza-
ción de las estructuras temporales de los tipos de interés. A saber,

(1). Descripción de la evolución de los tipos de interés instantáneos.
Un modelo representativo de este método es el de Vasiček, (véase la sec-
ción 6.4).

(2). Descripción de la evolución de los precios de los bonos a partir del in-
terés forward.
Un modelo representativo de este método es el de Heath, Jarrow, Morton,
(véase la sección 6.11).

El contenido del presente libro es pues el siguiente:
En la primera sección se describen las características esenciales de las cuen-
tas bancarias y de los bonos en los mercados financieros reales, a efectos
de que el lector adquiera las ideas básicas para una mejor comprensión
de los modelos teóricos abstractos que se desarrollan a continuación. En
las secciones segunda y tercera se presentan los aspectos teóricos genera-
les de los modelos de las estructuras temporales de los tipos de interés y el
teorema fundamental del precio de las opciones sobre bonos. Las restantes
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secciones del libro se dedican al estudio de algunos modelos particulares
de las estructuras temporales de los tipos de interés.

Finalmente, se advierte al lector que a lo largo de todo este libro, las
referencias de resultados de los volúmenes 1, 2, 3 y 4 llevan asociadas V. 1,
V. 2, V. 3 y V. 4, respectivamente.

Nuestro profundo agradecimiento al Dr. D. Manuel Linares Linares (re-
cientemente fallecido) por las fructíferas discusiones y colaboraciones en
estos temas a lo largo de más de veinte años. Como homenaje a Manolo te-
nemos el propósito de escribir un libro sobre la Teoría del Riesgo que tanto
le interesaba y de la que nos hizo partícipes en los últimos años.

En otro ámbito, agradecemos al Dr. D. José María Sánchez Abril la au-
toría de la excelente maquetación del libro.

Este trabajo ha sido parcialmente financiado por el proyecto: FIS2014-
52172-C2-1-P (Ministerio de Economía y Competitividad).
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Capítulo 6

Bonos y opciones sobre bonos

En este capítulo construiremos modelos de las estructuras temporales de
los tipos de interés que utilizaremos, fundamentalmente, para dar precio
y cobertura a las opciones sobre bonos.

6.1. Cuentas bancarias y bonos

En esta primera sección, detallamos las características esenciales de las
cuentas bancarias y de los bonos en un mercado financiero real, con el ob-
jetivo de que el lector adquiera las ideas básicas sobre la operativa de estos
activos financieros primarios, que intervienen en las distintas modeliza-
ciones de las estructuras temporales de los tipos de interés.

Cuentas bancarias

Depositar dinero en el Banco, Banco que se obliga (y el Regulador le obli-
ga) a pagar intereses al depositante, y establecer garantías suficientes pa-
ra todos los intervinientes (también garantías del Regulador) constituyen,
básicamente, lo que llamamos una cuenta bancaria (CB) abierta por el de-
positante en el Banco considerado. Una cuenta bancaria es un activo fi-
nanciero primario, (V. 4, pág. 3), ya que da la medida del precio de muchos
otros activos financieros.

1



2 CAPÍTULO 6. BONOS Y OPCIONES SOBRE BONOS

Para describir las características de una cuenta bancaria, tomamos la
recta real, R, como representación del tiempo. Fijamos un número real po-
sitivo, p ∈R, que determina un periodo de tiempo (usualmente, en el día a
día, p indica un determinado número de años, semestres, trimestres, me-
ses, etc.), y damos un número natural N ∈ N. Finalmente, consideramos
un número real positivo t con N p < t 6 (N +1)p.

(1). En el tiempo t0 = 0 se constituye un Depósito, C0, en un Banco, (C0 ∈R

con C0 > 0). A C0 se le llama capital inicial.

(2). El Depósito se mantiene en el banco durante un plazo o tramo tempo-
ral [0, t ] ⊂R.

(3). El Depósito produce intereses que el Banco abona: C0 más los intere-
ses constituyen la capitalización del Depósito en el tramo temporal [0, t ].

(4). La forma de capitalización que se utiliza es la compuesta, es decir, los
intereses que se van generando se acumulan al capital; cuando los intere-
ses no se acumulan al capital, se dice que la capitalización es simple, (ca-
pitalización que consiste en el capital inicial más los intereses).

(5). Ocurre a menudo que los intereses se pagan m, (entero positivo), veces
en cada uno de los tramos de tiempo determinados por p, [kp, (k + 1)p],
k = 0,1, ..., N . Si [kp + (l p/m),kp + ((l +1)p/m)] ⊂ [0, t ], l = 0, ...,m −1, es
uno de los m tramos temporales determinados por m en [kp, (k +1)p], los
intereses correspondientes a ese tramo se agregan al capital (acumulado
hasta kp + (l p/m)) al final del mismo. En este caso, después de añadir los
intereses al capital inicial durante el tramo temporal [0, t ] y conformar un
nuevo capital en t , y tener bien presente la m utilizada para este proceso
de cálculo, se dice que el capital nuevo obtenido es una m-capitalización
de C0 al final del tramo temporal [0, t ].

(6). Tipo de interés: Dados el número real no negativo r y el número real
positivo p, se dice que r es un tipo de interés en el período p si la unidad
monetaria produce la cantidad r al final del período p, es decir, un tanto
por 1 en el periodo p.



6.1. CUENTAS BANCARIAS Y BONOS 3

Es natural suponer:

Hipótesis de homogeneidad. Fijado un tipo de interés r en el período p,
cada tramo temporal de cualquier equipartición del período p aporta el
mismo interés a la unidad monetaria.

De la hipótesis de homogeneidad se deduce que si r es un tipo de inte-
rés en el período p, la capitalización de una cantidad C al final de un tramo
de tiempo [t1, t2] es C +C (r /p) (t2 − t1).

Observación. Sean r un tipo de interés positivo en el período p, z < u < s
y C el capital de una CB en el tiempo z. Entonces,

C+C
r

p
(u−z)+

(
C +C

r

p
(u − z)

)
r

p
(s−u) =C+C

r

p
(s−z)+C

r 2

p2
(u−z)(s−u) >

>C +C
r

p
(s − z),

lo cual expresa que la capitalización compuesta de C en el tramo temporal
[z, s] con abono de intereses en u, es mayor que la capitalización simple
de C en el tramo temporal [z, s].

(7). Hipótesis de homogeneidad de una m-capitalización: En el caso de
una m-capitalización, el tipo de interés r depende de m y se designa por
r (m), y, por la hipótesis de homogeneidad, la capitalización de una canti-
dad C al final de cada tramo temporal [kp/m, (k +1)p/m] ⊂ [0, t ] es,

C +C ·
r (m)

p
·

p

m
=C +C ·

r (m)

m
.

(8). Para m fijo, al final del tramo temporal [0, p/m] (en el que el capital
inicial, C0, permanece en Depósito del Banco), la capitalización de C0 al
final de dicho tramo es

C0 +C0
r (m)

m
=C0

(
1+

r (m)

m

)1

.
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Al final del tramo temporal [0,2 · (p/m)] la capitalización de C0 es

C0

(
1+

r (m)

m

)1

+C0

(
1+

r (m)

m

)1 r (m)

m
=

C0

(
1+

r (m)

m

)1 (
1+

r (m)

m

)
=C0

(
1+

r (m)

m

)2

.

(9). Iterando el proceso descrito en (8), se tiene que la capitalización de C0

al final del tramo temporal [0, p] es

C0

(
1+

r (m)

m

)m

.

Observación. Para m > 2 y r (m) > 0, se tiene que

C0

(
1+

r (m)

m

)m

=C0

(
1+m ·

r (m)

m
+ ...+

(
r (m)

m

)m)
>C0(1+ r (m)),

(C0(1+ r (m)) es la capitalización simple de C0 al final del período p con
tipo de interés r (m)).

De la misma forma, la capitalización en el tramo temporal [0, N1p],
donde N1 es un número entero con N1 > 1 es

C0

(
1+

r (m)

m

)mN1

.

(10). En general, teniendo en cuenta (8) y (9), la m-capitalización de C0

al final del tramo temporal [0, N p + k · (p/m)] ⊂ [0, t ], donde N y m son
números enteros con N > 0 y 0 6 k 6 m, viene dada por la fórmula

C0

(
1+

r (m)

m

)mN+k

(=CNp+k· p
m

(m)).

(11). Capitalización de C0 al final del tramo temporal [0, t ].
Se considera la sucesión finita:

N p < N p +1 ·
p

m
< N p +2 ·

p

m
< ... < N p +m ·

p

m
= (N +1)p.
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Como N p < t 6 (N +1)p, es claro que existe un único número entero no
negativo, s(m), tal que s(m)< m y

N p + s(m) ·
p

m
< t 6 N p + (s(m)+1) ·

p

m
.

Se tiene:

(a). ĺımm→+∞
{

N p + s(m) · p
m

}
= t .

En efecto: Basta tener en cuenta que la elección de s(m) implica que

0 < t −N p − s(m) ·
p

m
6

p

m

y que ĺımm→+∞{p/m} = 0.

(b) Suponemos que existe ĺımm→+∞ r (m) y que es finito, en cuyo caso lo
denotamos por r (∞). Entonces, se tienen los siguientes resultados:

(b1).

ĺım
m→+∞

CNp+s(m)· p
m

(m) = ĺım
m→+∞

{
C0

(
1+

r (m)

m

)Nm+s(m)
}
=

=C0 exp

(
r (∞)

t

p

)
=C0 exp(αt )(=Ct (∞)),

donde α= r (∞)/p.

En efecto: Se verifica que 1+ r (m)
m > 0, m ∈ N

+, ĺımm→+∞
{

1+ r (m)
m

}
= 1+

r (∞) ·0 = 1, y

ĺım
m→+∞

{
r (m)

m
· (Nm + s(m))

}
=

= ĺım
m→+∞

{
r (m) ·

1

p
·
(
N p + s(m) ·

p

m

)}
= r (∞) ·

1

p
· t ,

donde se ha utilizado (a) para obtener el último límite. Entonces, el resul-
tado sigue de la Proposición IV.3.8. de la página 91 de [3].
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(b2). Un caso particular interesante de (b1), es

ĺım
m→+∞

CNp (m) = ĺım
m→+∞

C0

(
1+

r (m)

m

)mN

=

=C0 exp((r (∞)/p)N p) =C0 exp(r (∞)N ) =CNp (∞).

(b3). Como se ha dicho anteriormente en (10), la capitalización de C0 al
final del tramo temporal [0, N p + s(m) · (p/m)] es

C0

(
1+

r (m)

m

)Nm+s(m)

=CNp+s(m)· p
m

(m).

Así, por (b1),

ĺım
m→+∞

CNp+s(m)· p
m

(m)=C0 exp

(
r (∞)

p
t

)
=C0 exp(αt ).

Por otro lado, la capitalización de CNp+s(m)· p
m

(m) al final del tramo tempo-

ral [N p + s(m) · (p/m), t ] es, por la hipótesis de homogeneidad, ((6), pág.
2),

CNp+s(m)· p
m

(m)+CNp+s(m)· p
m

(m)r (m) ·
1

p
·
(
t −N p − s(m) ·

p

m

)
=

=CNp+s(m)· p
m

(m)

(
1+

r (m)

p

(
t −N p −

p

m
· s(m)

))
(=Ct (m)).

Así, por (a), se tiene que

ĺım
m→+∞

Ct (m) = ĺım
m→+∞

CNp+s(m)· p
m

(m) =C0 exp(αt ) =Ct (∞).

Los límites anteriores conducen a la expresión C0 exp(αt ), que ya no de-
pende de m, que es la capitalización compuesta de C0, con acumulación
continua de intereses, en el tramo temporal [0, t ].

Observación. (i). Si [z,u] ⊂ [0, t ], entonces la capitalización compuesta
con acumulación continua de intereses de una cantidad C en z, al final
del tramo temporal [z,u], es C exp(α(u − z)), (cambio de origen).
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(ii). Con las notaciones anteriores, si z < u < s, [z, s] ⊂ [0, t ], se tiene que

Cz (∞)exp(α(u − z)) ·exp(α(s −u)) =Cz(∞)exp(α(s − z)),

fórmula que no se cumple para capitalizaciones compuestas con abono de
un número finito de veces de intereses (véase la Observación de la página
3).
La propiedad de la capitalización compuesta con acumulación continua
de intereses, expresada por la igualdad anterior, se denomina propiedad
de escisión.
Es interesante destacar que la propiedad de escisión también se verifica
para m-capitalizaciones, siempre que se utilicen tramos temporales com-
pletos de capitalización:

C0

(
1+

r (m)

m

)mN1+k1
(
1+

r (m)

m

)m(N2−N1)+(k2−k1)

=C0

(
1+

r (m)

m

)mN2+k2

,

donde N1p +k1(p/m) < N2p +k2(p/m).

(b4). Ponemos ϕ(t ) = exp(αt ). Entonces, ϕ(t ) es solución de la ecuación
diferencial ordinaria

dϕ(t )

d t
=αϕ(t ), con condición inicialϕ(0)= 1.

Finalmente, por la Proposición IX.3.17. y el Ejemplo IX.3.18.(a) de la pá-
gina 293 de [3], la capitalización de C0 en el tramo temporal [0, t ], se puede
escribir en forma de serie de potencias

C0 exp(αt ) =C0

(
1+

tα

1!
+

t 2α2

2!
+ ...+

t nαn

n!
+ ...

)
,

que permite aproximar el valor de C0 exp(αt ) por un polinomio en t , y eva-
luar el error de la aproximación mediante el resto de la serie.

(12). Forma alternativa de obtener la capitalización en el tramo temporal
[0, t ].
Sean p ∈R con p > 0, m ∈N

+, C0 el capital inicial de una CB y r (m) un tipo
de interés de la misma en el período p. Suponemos que los intereses de
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la CB se pagan en los tiempos t1 = p/m, t2 = 2p/m,..., tm−1 = (m −1)p/m,
tm = p. Entonces, se tiene que la capitalización de la CB evoluciona con
periodos de tiempos de amplitud constante p/m:

C0, C1 =C0+C0r (m)
1

m
, C2 =C1+C1r (m)

1

m
, ..., Cm =Cm−1+Cm−1r (m)

1

m
,

y se tiene la ecuación en diferencias

∆Cn

Cn
=

Cn+1 −Cn

Cn
= r (m)

1

m
=

r (m)

p
·

p

m
=

r (m)

p
∆t ,

o bien
∆Cn
∆t

Cn
=

r (m)

p
,

(para cuestiones relativas a las ecuaciones en diferencias, véase [25] o [65]).
Suponemos ahora que ĺımm→+∞ r (m) = r (∞), (r (∞) tipo de interés instan-
táneo), y denotamos por C (t ) la capitalización de C0(= C (0)) en el tramo
temporal [0, t ]. Entonces, pasando al límite la ecuación anterior, (es decir,
pasamos de lo discreto a lo continuo), se obtiene la ecuación diferencial
ordinaria

C ′(t )

C (t )
=

r (∞)

p
, (dC (t ) =

r (∞)

p
C (t )d t ), con condición inicial C (0)=C0.

Finalmente, integrando esta ecuación diferencial ordinaria se concluye que

ln(C (t ))− ln(C (0)) =
r (∞)

p
t , y por tanto, C (t )=C (0)exp

(
r (∞)

p
t

)
,

que es la fórmula de capitalización obtenida en (11), (véase, la página 17
de V. 4). Esto último justifica, en este caso, el paso al límite de la ecuación
en diferencias a la ecuación diferencial ordinaria, que es el problema esen-
cial en este tipo de técnicas de paso de lo discreto a lo continuo.

(13). Se observa, además, que el interés instantáneo de una cuenta banca-
ria puede variar con el tiempo. En este caso, suponemos que esta variación
viene dada por una función r : [0,+∞) → R no negativa e integrable. Con
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estas hipótesis, por lo dicho en (12), la capitalización de la CB está regida
por la ecuación diferencial ordinaria

dC (t ) = r (t )C (t )d t , con condición inicial C (0)=C0.

La integración de esta ecuación diferencial conduce a:

ln(C (t ))− ln(C (0))=
∫t

0
r (s)d s, es decir, C (t )=C (0)exp

(∫t

0
r (s)d s

)
.

Observamos que el objetivo principal de este libro es analizar el caso más
general en el que los tipos de interés constituyen un proceso estocástico.

(14). Condiciones particulares sobre r(m).

Sean r̄ ∈ R, con r̄ > 0, y r (m) = m
(
exp

( r̄
m

)
−1

)
un tipo de interés, m ∈

N
+, en una CB. Entonces, ĺımm→+∞ r (m) = r̄ , (con las notaciones de (11)(b),

r (∞) = r̄ ). Con esta elección particular de r (m), m ∈ N
+, se tienen los si-

guientes resultados:

(i). m ln
(

r (m)
m +1

)
= r̄ para todo m ∈N

+.

(ii). La capitalización CNp (m) de C0 al final del tramo temporal [0, N p] es

C0

(
1+ r (m)

m

)mN
= C0 exp(r̄ N ), para todo m ∈ N

+. Por tanto, en este caso

particular, ĺımm→+∞CNp (m), (véase (11)(b2)), es el límite de la sucesión
constante C0 exp(r̄ N ).

(iii). La capitalización CNp+k·(p/m)(m) de C0 al final del tramo temporal

[0, N p +k · (p/m)] es C0

(
1+ r (m)

m

)mN+k
= C0 exp(r̄ (N + (k/m))), para todo

m ∈N
+ y 0 6 k < m.

(iv). La capitalización CNp+s(m)·(p/m)(m) de C0 al final del tramo tempo-

ral [0, N p+s(m)·(p/m)] es C0

(
1+ r (m)

m

)mN+s(m)
=C0 exp(r̄ (N+(s(m)/m))),

para todo m ∈N
+. Ahora, por (11)(a) y la continuidad de la función expo-
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nencial, se tiene

ĺım
m→+∞

CNp+s(m)·(p/m)(m) = ĺım
m→+∞

{C0 exp(r̄ (N + (s(m)/m)))}=

= ĺım
m→+∞

C0 exp

(
r̄

1

p

(
N p + s(m)

p

m

))
=C0 exp

(
r̄

p
t

)
,

lo cual da otra demostración, en este caso particular, del resultado del
apartado (11)(b3).

(v). Si 0 6 km 6 m, entonces la capitalización CNp+km ·(p/m)(m) de C0 al
final del tramo temporal [0, N p +km · (p/m)] es

C0

(
1+

r (m)

m

)mN+km

=C0(exp(r̄ /m))m(N+km /m) =C0 exp(r̄ (N +km/m)),

que converge a C0 exp(r̄ N ), cuando m → +∞, si ĺımm→+∞ {km/m = 0}, y
converge a C0 exp(r̄ (N +1)) si ĺımm→+∞ {km/m}= 1, (obsérvese que puede
no existir el límite de la sucesión {km/m}).

(vi). Finalmente, para m = 1 se tiene r (1) = exp(r̄ )−1(= r̂ ) y r̄ = ln(r (1)+
1) = ln(r̂ +1).

(15). Paralelamente al tipo de interés en el período p, los bancos también
consideran el tipo de descuento, q , en ese mismo período de tiempo, que
se establece de la siguiente forma: Un inversor tiene un pagaré (V. 4, (4d)
de la página 3), que vence al final de un período de tiempo p y tiene de
valor nominal D1. El banco se lo descuenta mediante q , D1(1−q) = D0, es
decir, le paga (ahora en t = 0) D0 al inversor, y se queda con el pagaré, cuyo
nominal, D1, cobrará al final del período de tiempo p, (los pagarés, en mu-
chas ocasiones, los pueden emitir los mismos bancos como instrumentos
para dotarse de liquidez).
Supongamos que el inversor capitaliza D0 mediante el tipo de interés r en
el período de tiempo p, (6), y que la capitalización de D0 al final de período
de tiempo p, D0(1+ r ), es igual a D1. Bajo esta hipótesis, se tiene,

D1 = D0(1+ r ), D1(1−q) = D0, y (1−q)(1+ r ) = 1.
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Por tanto,

q =
r

1+ r
.

(16). Tipo o tasa anual equivalente (TAE).

Supongamos una m-capitalización de un capital inicial, C0, en un período
p de un año y con tipo de interés r (m). Por lo visto en (9), esta capitali-

zación al cabo del año es C0

(
1+ r (m)

m

)m
. Se define el tipo de interés anual

equivalente, (TAE), de la capitalización anterior, como el tipo de interés
ra(m) tal que la 1-capitalización de C0 al final del año con este tipo de in-
terés coincide con la capitalización dada. Entonces, se tiene:

C0 +C0ra(m) =C0

(
1+

r (m)

m

)m

,

y por tanto, ra(m)=
(
1+ r (m)

m

)m
−1.

Análogamente, supongamos una capitalización compuesta, con acu-
mulación continua de intereses, (11), de un capital inicial, C0, en un pe-
ríodo p de un año y con tipo de interés r (∞). Por lo visto en (11), esta
capitalización al cabo del año es C0 exp(r (∞)). Se define el tipo de interés
anual equivalente, (TAE), de la capitalización anterior, como el tipo de in-
terés ra(∞) tal que la 1-capitalización de C0 al final del año con este tipo
de interés coincide con la capitalización dada. Entonces, se tiene:

C0 +C0ra(∞) =C0 exp(r (∞)),

y por tanto, ra(∞)= exp(r (∞))−1.
Obsérvese que si ĺımm→+∞ r (m) = r (∞), entonces ĺımm→+∞ ra(m) = ra(∞).

Bonos

Los bonos son activos financieros primarios, (V. 4, pág. 3), que emiten los
Estados y las Corporaciones, en forma de títulos, para captar capital. Su
principal atractivo es su bajo riesgo, (algún Estado ha caído en default re-
cientemente), y los índices numéricos asociados a los bonos dan informa-
ción rápida y precisa de dichos títulos en los Mercados Financieros: El in-
terés sobre los bonos es fijo y abonable en plazos de tiempos regulares,
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(cupones), y con abono del préstamo en una fecha garantizada, (fecha de
vencimiento).

Se pueden caracterizar los bonos emitidos en un tiempo t = 0 por los
siguientes índices numéricos:

(1). El nominal, P (T,T ), es la cantidad que se debe pagar al tenedor del
bono en la fecha de vencimiento, T , (la fecha de vencimiento es usualmen-
te (en el caso de la Deuda del Estado Español) de 18 meses (Letras), de 2 a
10 años (Bonos) y T > 30 años (Obligaciones)).

(2). El tipo de interés del bono, rc , es un factor usualmente positivo y menor
que 1 que afecta al tanto por uno del capital que permanece en un perío-
do, dando lugar al valor del cupón: rc ·P (T,T ).

(3). El precio inicial P (0,T ) del bono de fecha de vencimiento T en el tiem-
po t = 0.

(4). El valor de mercado P (t ,T ) en el tiempo t , (0 6 t 6 T ). Aunque en prin-
cipio es posible que P (t ,T ) sea mayor que P (T,T ), usualmente, P (t ,T ) 6

P (T,T ).

(5). El rendimiento corriente rc (t ,T ) = rc ·P(T,T )
P(t ,T ) , 0 < t < T .

(6). El rendimiento al vencimiento, ρ = ρ(T − t ,T ), de un bono con pago
de cupones en los tiempos T1 < T2 < ... < Tn , con t 6 T1 y Tn = T , es la
solución de la ecuación

P (t ,T ) =
n∑

k=1

rcP (T,T )exp
(
−ρ (Tk − t )

)
+P (T,T )exp(−ρ(T − t )),

ecuación, que expresa que la suma de los valores descontados de los in-
tereses abonados (cupones) en el intervalo (t ,T ] y del valor descontado
del nominal, (véase (15) de la página 10), es el valor corriente del bono en
el tiempo t .
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Eventualmente, en algún tipo de bonos se paga una prima de emisión
(pago, por parte del inversor, de un precio inferior al nominal del bono) o
una prima de amortización (pago, por el emisor, de un precio superior al
nominal del bono). Los bonos sin estos tipos de primas se llaman bonos
estándar.
En el caso de un bono con una prima de amortización A, el rendimiento al
vencimiento viene dado por

P (t ,T ) =
n∑

k=1

rc P (T,T )exp
(
−ρ (Tk − t )

)
+ (P (T,T )+ A)exp(−ρ(T − t )),

A un bono con nominal 1 y vencimiento T , se le llama bono cupón-cero de
vencimiento T .
El rendimiento al vencimiento,ρ = ρ(T −t ,T ), de un bono cupón-cero está
definido por la fórmula, (véase (6)),

P (t ,T ) = exp
(
−ρ(T − t )

)
.

Ejercicios y Problemas

1.1. Calcular el tiempo que se necesita para duplicar el capital C0 de una
cuenta bancaria, con acumulación continua de intereses, y tipo de interés
r (∞) = 0,02.

1.2. Calcular el precio inicial de un bono de nominal 1000 Euros y venci-
miento a 3 años, que proporciona un cupón anual de 15 Euros, amortiza
con una prima de 10 Euros y tiene un rendimiento al vencimiento del 5 por
ciento.

1.3. Determinar el rendimiento al vencimiento de un bono estándar de
100 Euros de nominal, fecha de vencimiento a 2 años y que paga un cupón
anual del 5 por ciento.

1.4. Un inversor posee un bono estándar con fecha de vencimiento a cinco
años con valor nominal de 1000 euros y pago de cupones al final de cada
año con tipo de interés del 0,05. Suponiendo que el valor al vencimiento
de dicho bono es de 0,1, calcular el valor de mercado del bono a los 30
meses de su vencimiento.
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6.2. Estructuras temporales de los tipos de inte-
rés

Sea el subconjunto del plano (D =){(t ,T ) : t > 0, T > t } y sea R(t ,T ) una
función no negativa (> 0) definida en D.

Consideramos la función F : D → R, dada por F (t ,T ) = exp((T − t )R(t ,T )),
(t ,T ) ∈ D. Obsérvese que para todo t ∈ J∞ = [0,+∞), se verifica que F (t , t )=
1.
Interpretación financiera: R(t ,T ) es el tipo de interés (medio) que se apli-
ca a la petición de préstamos (colocación de depósitos) con inicio en t y
vencimiento en T . Por consiguiente, por la fórmula de capitalización ((13),
página 8), F (t ,T ) es lo que habrá que devolver (cobrar) en T , si se ha pedi-
do prestado (colocado) 1 euro en t .

Como todos los tipos de interés medio, R(t ,T ), son conocidos para to-
do (t ,T ) ∈ D, se dice que estamos en un escenario financiero de certidum-
bre. Cuando para cada (t ,T ) ∈ D, R(t ,T ) es una variable aleatoria en un
espacio medible (Ω,F ), se dice que estamos en un escenario financiero
de incertidumbre.

Proposición 6.2.1. Consideramos un escenario financiero de certidumbre y
sin arbitrajes (es decir, no existen ganancias sin riesgo, (V. 4, pág. 15)). En-
tonces, se cumple F (t , s) = F (t ,u) ·F (u, s), siempre que t < u < s.

Demostración. Sean t < u < s tales que F (t , s) > F (t ,u) ·F (u, s). En el tiem-
po t pedimos prestada la cantidad C con el compromiso de devolverla en
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u. Inmediatamente (es decir, también en t ) la colocamos hasta s (es de-
cir, con vencimiento s). Al llegar al tiempo u se toma prestada la cantidad
C F (t ,u), a devolver en s, y se paga el primer préstamo. Al llegar a s de-
bemos pagar C F (t ,u)F (u, s) y debemos cobrar C F (t , s), luego ha habido
arbitraje, (es decir, ganancia sin riesgo).
Si t < u < s son tales que F (t , s) < F (t ,u) ·F (u, s), en el tiempo t pedimos
prestada la cantidad C con el compromiso de devolverla en s. También en
el tiempo t la colocamos hasta u. En u cobramos C F (t ,u) y en ese mis-
mo tiempo colocamos la cantidad cobrada hasta s. Al llegar a s debemos
pagar C F (t , s) y debemos cobrar C F (t ,u) ·F (u, s), luego tenemos de nuevo
arbitraje. Por tanto, F (t , s) = F (t ,u) ·F (u, s).

Observación. La capitalización utilizada en la proposición anterior es com-
puesta con acumulación continua de intereses (pág. 6), y por tanto la fór-
mula obtenida no está en contradicción con lo dicho en la Observación de
la página 3, (véase la Observación de la página 6).

La relación F (t , s) = F (t ,u) ·F (u, s), para todo t < u < s, junto a F (t , t ) =
1, para todo t ∈ J∞, y suficiente regularidad para R , implican que existe
r (t ) tal que para todo t ∈DT = {v : (v,T ) ∈D}

F (t ,T ) = exp

(∫T

t
r (s)d s

)
, (6.1)

(véase (13) de la página 8). En efecto: Como F (t ,T ) = F (0,T )/F (0, t ), basta
tomar

r (s) =
∂ ln(F (0, s))

∂s
=

1

F (0, s)

∂F (0, s)

∂s
= R(0, s)+ s ·

∂R(0, s)

∂s
.

Como consecuencia de (6.1) se tiene que, en un escenario financiero de
certidumbre y suficiente regularidad de R , para todo t ∈ [0,T ),

R(t ,T ) =
1

T − t

∫T

t
r (s)d s, (6.2)

y por tanto
ĺım
T→t

R(T, t ) = r (t ).
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A r (t ) se le interpreta como el tipo de interés instantáneo. Por consi-
guiente, R(t ,T ) es el tipo de interés medio como se ha dicho anteriormente.

Como se ha dicho en la página 13, un bono cupón-cero de vencimiento
T es un título que da derecho a una unidad, de la moneda que se utili-
ce, en el tiempo T . Hemos designado por P (t ,T ) el valor de mercado del
título en el tiempo t 6 T , ((4) de la página 12). En el caso de un esce-
nario financiero de certidumbre, por la fórmula de capitalización, ((13),
pág. 8), se tiene que P (T,T ) = 1 y P (t ,T )exp((T − t )R(t ,T )) = 1, de donde

P (t ,T ) = exp
(
−

∫T
t r (s)d s

)
. En el caso de un escenario financiero de incer-

tidumbre, como veremos más adelante, P (t ,T ) se determinará a partir de
la ecuación diferencial estocástica que, en cada caso, se elija para determi-
nar la evolución de los tipos de interés.

De la igualdad (6.2) se deduce que

R(t ,T ) =−
ln(P (t ,T ))

T − t
, t ∈ [0,T ). (6.3)

A la cantidad R(t ,T ) se le llama, frecuentemente, rendimiento (yield) del
bono cupón-cero de vencimiento T en el tiempo t < T (debido a los in-
tereses que genera en el tiempo restante T − t ). En este caso, a la gráfica de
la función, t 7→ R(t ,T ), se le llama curva de rendimiento (yield curve) del
bono cupón-cero de vencimiento T . Teniendo en cuenta la notación de la
página 12, de (6.3) se deduce que R(t ,T ) = ρ = ρ(T − t ,T ).
Las cantidades R(t ,T ) son especialmente útiles cuando se consideran bo-
nos cupón-cero con distintos vencimientos T > t . En este caso, a la gráfica
de la función, T 7→ R(t ,T ), se le llama curva de tipos de interés (o curva de
rendimiento de la familia de bonos cupón-cero) en el tiempo t .

Pasamos al estudio de los escenarios financieros de incertidumbre y a
la construcción de los modelos de estructuras temporales de los tipos de
interés.
Sean

(
Ω,F , {Ft }t∈JT ,P

)
una base estocástica, (V. 4, pág. 11), y W̃ = {Wt }t∈JT

un proceso estocástico de Wiener, (V. 3, pág. 83), en el espacio de proba-
bilidad (Ω,F ,P ), respecto a {Ft }t∈JT y a P . Consideramos los siguientes
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activos financieros:

(1). Un activo financiero S0, (activo sin riesgo), tal que su precio en el tiem-
po t viene dado por

S0
t = exp

(∫t

0
r (s)d s

)
, (6.4)

donde {r (t )}t∈JT es un proceso estocástico real, en el espacio medible (Ω,F ),

medible y adaptado a la filtración {Ft }t∈JT con
∫T

0 |r (s)|d s <+∞, (P-a.s.).
Obsérvese que si la variable aleatoria r (t ) es constante de valor r (t ) ∈ R,
para todo t ∈ JT , entonces, la fórmula (6.4) nos dice que S0 se puede con-
siderar como una cuenta bancaria de capital inicial C0 = 1 y tipo de interés
instantáneo variable dado por la función r : [0,+∞) → R, t 7→ r (t ), (véase
(13), pág. 8).

(2). Los bonos cupón-cero de vencimiento menor o igual que T , (activos
con riesgo).
Para cada u 6 T se toma el proceso estocástico real adaptado a {Ft }t∈Ju ,
{P (t ,u)}t∈Ju , tal que P (u,u)= 1 y la variable aleatoria P (t ,u) es el precio en
t del bono cupón-cero de vencimiento en u.

Hacemos la siguiente hipótesis:

(H). Existe una probabilidad P∗, en el espacio medible (Ω,F ), equivalente
a P , (V. 4, pág. 24), tal que para todo u ∈ [0,T ], el proceso estocástico real

P (t ,u) = exp

(
−

∫t

0
r (s)d s

)
P (t ,u), t ∈ Ju (6.5)

es una martingala, (V. 3, páginas. 58 y 59), en el espacio de probabilidad
(Ω,F ,P∗), respecto a {Ft }t∈Ju y a P∗, (a P (t ,u) se le llama precio actuali-
zado en t del bono cupón-cero de vencimiento en u, (V. 4, pág. 14)).
A P∗ se le llama probabilidad neutral al riesgo (risk-neutral) y a P probabi-
lidad del mundo real (real-world).

Proposición 6.2.2. Con las notaciones anteriores, se tiene

(1). Para todo u ∈ JT , P (t ,u) = E∗
(
P (u,u)|Ft

)
= E∗ (

exp
(
−

∫u
0 r (s)d s

)
|Ft

)
,

t ∈ Ju .
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(2). Para todo u ∈ JT , P (t ,u) = E∗ (
exp

(
−

∫u
t r (s)d s

)
|Ft

)
, t ∈ Ju .

Demostración. (1). Las dos igualdades siguen fácilmente de la definición

de P (u,u) y de ser
{

P (t ,u)
}

t∈Ju
una martingala respecto a {Ft }t∈Ju y a P∗,

(V. 3, páginas 58 y 59).

(2). La igualdad es consecuencia de (1) y la propiedad (11) de la esperanza
matemática condicionada (V. 2, pág. 221).

Lema 6.2.3. Sean
(
Ω,F , {Ft }t∈JT ,P

)
una base estocástica y Q una proba-

bilidad en (Ω,F ) absolutamente continua con respecto a P, (en particular,
equivalente a P), (Q ≪ P), (V. 2, pág. 26), es decir, Q(A) = 0 siempre que
P (A) = 0, A ∈F . Entonces,

(1). Se tiene la densidad, LT , de Q respecto a P, (Definición 3.4.27., (V. 2,
pág. 188); LT es variable aleatoria, en (Ω,F ,P ), no negativa (LT > 0),
tal que dQ = LT dP, o bien Q(A) =

∫
A LT dP, A ∈ F ; LT es única (P-

a.s.)).

(2). Para toda variable aleatoria, en (Ω,F ,P ), no negativa ξ, (ξ> 0), se tie-
ne que EQ(ξ) = E (ξLT ). Además, si ξ es Ft -medible, t ∈ JT , entonces
EQ(ξ) = E (ξLt ), donde Lt = E (LT |Ft ), (obsérvese que E (LT |FT ) = LT ,
(FT =F )).

(3). Para todo t ∈ JT , Lt = E (LT |Ft ) es la densidad de Q|Ft respecto a P |Ft ,
es decir, Q(A) =

∫
A Lt dP, A ∈Ft .

(4). Para todo u ∈ JT y toda variable aleatoria ξ, en (Ω,F ,P ), Fu-medible,
se verifica EQ (ξ|Ft ) ·Lt = E (ξLu|Ft ), para todo t ∈ Ju .

Demostración. (1). Caso particular del Teorema 3.4.26 (Radon-Nikodym).,
(V. 2, pág. 187)).

(2). Por (1), para todo A ∈ Ft se tiene que EQ (I A)) = Q(A) =
∫

A LT dP =
E (I ALT ) y, por tanto, se verifica que EQ(ξ) = E (ξLT ) para toda variable
aleatoria simple no negativa. Así, la primera parte de (2) es consecuencia
del Teorema 3.4.7 (convergencia monótona; Lebesgue), (V. 2, pág. 171).
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Supongamos, ahora, que ξ es Ft -medible. Entonces, por las propiedades
(11) y (7)(a) de la esperanza matemática condicionada, (V. 2, pág. 221),

E (ξLt ) = E (ξE (LT |Ft )) = E (E (ξLT |Ft )) = E (ξLT ) = EQ (ξ).

(3). Es consecuencia de (2).

(4). Por (2) y la definición de esperanza matemática condicionada, para
todo A ∈Ft ,

∫

A
EQ (ξ|Ft ) ·Lt dP =

∫

A
EQ (ξ|Ft )dQ =

∫

A
ξdQ =

∫

A
ξLudP,

y, por la definición de esperanza matemática condicionada, se concluye
que EQ (ξ|Ft ) ·Lt = E (ξLu|Ft ).

Proposición 6.2.4. Sean (Ω,F , {Ft }t∈JT ,P ) una base estocástica, Q una pro-
babilidad en (Ω,F ) equivalente a P y W̃ = {Wt }t∈JT un proceso estocástico

de Wiener, en (Ω,F ,P ), respecto a {Ft }t∈JT
y a P con Ft =

(
F

W̃
t

)P
, t ∈ JT ,

(página 24 de V. 2 y página 23 de V. 3). Se considera la densidad LT de Q
respecto a P, dQ = LT dP, y el proceso estocástico {Lt = E (LT |Ft )}t∈JT

, (Le-

ma 6.2.3.). Entonces, existe un proceso estocástico, θ̃ = {θt }t∈JT , medible y

adaptado a {Ft }t∈JT con P
(∫T

0 θ2
s d s <+∞

)
= 1, tal que, para todo t ∈ JT ,

Lt = exp

(∫t

0
θsdWs −

1

2

∫t

0
θ2

s d s

)
, (P −a.s.).

Además, W̃ ∗ =
{
W ∗

t

}
t∈JT

, donde W ∗
t = Wt −

∫t
0 θs d s, t ∈ JT , es un proceso

estocástico de Wiener, en (Ω,F ,Q), respecto a {Ft }t∈JT y a Q.

Demostración. El proceso estocástico L̃ = {Lt }t∈JT
es una martingala, en el

espacio de probabilidad (Ω,F ,P ), respecto a {Ft }t∈JT y a P , (Ejemplo 2, (V.
3, pág. 61)). Como la filtración {Ft }t∈JT

es continua por la derecha, ((2) de
la página 11 de V. 4), se tiene que L̃ es un proceso estocástico continuo por
la derecha, (V. 3, pág. 3), (véase el Problema 2.2, pág. 26). Además, por (3)
del lema anterior, supt∈JT

E
(
L2

t

)
6 1 < +∞. Por tanto, L̃ es una martingala

de cuadrado integrable, (V. 3, pág. 175).
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Por el Teorema 4.11.11., (V. 3, página 183), existe un proceso estocástico

H̃ = {Ht }t∈JT , medible y adaptado a {Ft }t∈JT tal que E
[∫T

0 H2
t d t

]
< +∞, y

para todo t ∈ JT ,

Lt = L0 +
∫t

0
Hs dWs , (P −a.s.).

Por otra parte, E (LT ) = 1, ya que LT es una densidad, y por tanto L0 =
E (LT |F0)) = E (LT ) = 1, (puesto que W0 = 0, (P-a.s.), se tiene que F0 ={
F : F ∈F , y P (F ) = 0 o P (F c ) = 0

}
), (véase el Problema 2.1, pág. 26).

Como P y Q son probabilidades equivalentes, entonces P (LT > 0) = 1, (V.
4, pág. 24). En general, P (Lt > 0) = 1, para todo t ∈ JT . Se prueba que

P

({
ω : ω ∈Ω y para todo t ∈ JT ,

(
L0 +

∫t

0
Hs dWs

)
(ω) > 0

})
= 1.

Aplicando la fórmula de Itô, (Teorema 4.8.5., (V. 3, pág. 128)), al proceso
estocástico {Lt }t∈JT

, tomando f (t , x) = ln(x), se obtiene:

ln(Lt ) =
∫t

0

Hs

Ls
dWs −

1

2

∫t

0

H2
s

L2
s

d s, (P −a.s.), t ∈ JT ,

y P
(∫T

0

(
H2

s /L2
s

)
d s <+∞

)
= 1. Para la primera parte de la proposición bas-

ta tomar θt = Ht /Lt , t ∈ JT .
Finalmente, que W̃ ∗ es un proceso estocástico de Wiener es consecuencia
del Teorema 4.12.5 (Girsanov)., (V. 3, pág. 192).

Proposición 6.2.5. Sea el escenario financiero de incertidumbre dado en
las páginas 16 y 17, y supongamos que se verifica la hipótesis (H) y que para

todo t ∈ JT , Ft =
(
F

W̃
t

)P
. Se consideran la densidad de P∗, (probabilidad

de la hipótesis (H)), respecto a P, LT , y Lt = E (LT |Ft ), t ∈ JT , (Lema 6.2.3.).
Entonces, existe un proceso estocástico q̃ =

{
qt

}
t∈JT

medible y adaptado a

{Ft }t∈JT con P
(∫T

0 q2
s d s <+∞

)
= 1, tal que

(1). Lt = exp
(∫t

0 qs dWs − (1/2)
∫t

0 q2
s d s

)
, (P-a.s.).

(2). W̃ ∗ =
{
W ∗

t

}
t∈JT

, donde W ∗
t = Wt −

∫t
0 qsd s, t ∈ JT , es un proceso esto-

cástico de Wiener, en (Ω,F ,P∗), respecto a {Ft }t∈JT y a P∗.



6.2. ESTRUCTURAS TEMPORALES DE LOS TIPOS DE INTERÉS 21

(3). Para todo t ,u ∈ JT con t 6 u, se tiene

P (t ,u) = E

[
exp

(
−

∫u

t
r (s)d s +

∫u

t
q(s)dWs −

1

2

∫u

t
q2

s d s

)
|Ft

]
.

Demostración. (1). y (2). Son consecuencia de la Proposición 6.2.4..
(3). Por (2) de la Proposición 6.2.2., (página 17), tenemos que P (t ,u) =
E∗ [

exp
(
−

∫u
t r (s)d s

)
|Ft

]
, t ∈ Ju . Así, por (4) del Lema 6.2.3. y propiedades

de la esperanza matemática condicionada (V. 2, pág. 221),

P (t ,u) = E

[
exp

(
−

∫u

t
r (s)d s

)
Lu |Ft

]
L−1

t = E

[
exp

(
−

∫u

t
r (s)d s

)
LuL−1

t |Ft

]

y por (1) se concluye que

P (t ,u) = E

[
exp

(
−

∫u

t
r (s)d s +

∫u

t
q(s)dWs −

1

2

∫u

t
q2

s d s

)
|Ft

]
.

Observación. En el caso de un escenario financiero de incertidumbre he-
mos partido de la base estocástica

(
Ω,F , {Ft }t∈JT ,P

)
, el proceso de Wie-

ner W̃ = {Wt }t∈JT , en (Ω,F ,P ), respecto a {Ft }t∈JT y a P con Ft =
(
F

W̃
t

)P
,

t ∈ JT , los procesos estocásticos {r (t )}t∈JT y {P (t ,u)}t∈Ju , u 6 T , y la proba-
bilidad P∗. Entonces, se obtiene la Proposición 6.2.2., (pág. 17), y la Pro-
posición 6.2.5. anterior. Veamos una especie de recíproco:
Sean la base estocástica

(
Ω,F , {Ft }t∈JT

,P
)
, el proceso estocástico de Wie-

ner W̃ = {Wt }t∈JT , en (Ω,F ,P ), respecto a {Ft }t∈JT y a P con Ft =
(
F

W̃
t

)P
,

t ∈ JT , los procesos estocásticos {r (t )}t∈JT y {P (t ,u)}t∈Ju , u 6 T , (nada se
dice de la probabilidad P∗). Supongamos que existe un proceso estocásti-
co κ̃= {κ(t )}t∈JT medible y adaptado a {Ft }t∈JT tal que:

(1). E
[∫T

0 κ(s)2d s
]
<+∞ y

exp

(∫t

0
κ(s)dWs −

1

2

∫t

0
κ(s)2d s

)(
= Lt

)
, t ∈ JT ,

es una martingala respecto {Ft }t∈JT y a P , (para tener esta condición de

martingala es suficiente que se cumpla E
[

exp
(
(1/2)

∫T
0 κ(t )2d t

)]
< +∞,
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(Teorema 4.12.2., (V. 3, pág. 190))).
(2). Para todo t ,u ∈ JT con t 6 u, se tiene

P (t ,u) = E

[
exp

(
−

∫u

t
r (s)d s +

∫u

t
κ(s)dWs −

1

2

∫u

t
κ2

s d s

)
|Ft

]
.

Entonces, E
(
LT

)
= 1 y, por tanto, se tiene la probabilidad P = LT dP en el

espacio medible (Ω,F ). Además,

(
P (t ,u) =

)
exp

(
−

∫t

0
r (s)d s

)
P (t ,u) = E

[
exp

(
−

∫u

0
r (s)d s

)
|Ft

]
, t 6 u 6 T,

y por consiguiente, para todo u ∈ JT , el proceso estocástico
{

P (t ,u)
}

t∈Ju
es

una martingala, en
(
Ω,F ,P

)
, respecto a {Ft }t∈Ju

y a P , (Ejemplo 2, (V. 3,
pág. 61)).

En efecto: Como el proceso estocástico
{

Lt

}
t∈JT

es una martingala res-

pecto a {Ft }t∈JT y a P , E
(
LT

)
= E (L0) = 1, (V. 3, pág. 60), y además Lt =

E
(
LT |Ft

)
, t ∈ JT . Por tanto, por el Lema 6.2.3.(4)), (pág. 18)), se tiene que

E

[
exp

(
−

∫u

0
r (s)d s

)
|Ft

]
·Lt = E

[
exp

(∫u

0
r (s)d s

)
Lu |Ft

]
,

de donde se deduce que

E

[
exp

(
−

∫u

0
r (s)d s

)
|Ft

]
= E

[
exp

(∫u

0
r (s)d s

)
Lu|Ft

]
·L−1

t =

= exp

(
−

∫t

0
r (s)d s

)
P (t ,u) = P (t ,u).

Proposición 6.2.6. Con las hipótesis de la proposición anterior, se verifica
que para cada vencimiento u, existe un proceso estocástico σ̃u =

{
σu

t

}
t∈Ju

,
medible y adaptado a {Ft }t∈Ju , tal que en Ju se tiene

dP (t ,u) =
(
r (t )−σu

t qt
)

P (t ,u)d t +σu
t P (t ,u)dWt . (6.6)
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Demostración. Sabemos que
{

P (t ,u)
}

t∈Ju
es una martingala, en (Ω,F ,P∗),

respecto a {Ft }t∈Ju y a P∗, (hipótesis (H), pág. 17). Sean LT la densidad de
P∗ respecto a P , dP∗ = LT dP , y Lt = E (LT |Ft ), t ∈ JT . Entonces, se prueba

que
{

P (t ,u)Lt

}
t∈Ju

es una martingala, en (Ω,F ,P ), respecto a {Ft }t∈Ju y a

P . En efecto: Por el Lema 6.2.3.(2), (pág. 18), se tiene que E
(
P (s,u)Ls

)
=

E∗
(
P (s,u)

)
<+∞, s ∈ Ju . Así, basta probar que

E
(
P (t ,u)Lt |Fs

)
= P (s,u)Ls , s 6 t .

Por la definición de esperanza matemática condicionada es suficiente pro-
bar que ∫

A
P (t ,u)Lt dP =

∫

A
P (s,u)LsdP, A ∈Fs .

Teniendo en cuenta que Lt es la densidad de P∗ respecto a P en Ft , es
decir, P∗(A) =

∫
A Lt dP , A ∈ Ft , (Lema 6.2.3.(3), pág. 18), lo que hay que

probar es ∫

A
P (t ,u)dP∗ =

∫

A
P (s,u)dP∗, A ∈Fs .

Pero esto último es consecuencia directa de que
{

P (t ,u)
}

t∈Ju
es martinga-

la respecto a {Ft }t∈Ju y a P∗.
Además, P (t ,u)Lt > 0, (P-a.s.), para todo t ∈ Ju (ya que ξ > 0, (P-a.s.), im-
plica que E (ξ|Ft ) > 0).
Por el Teorema 4.11.11., (V. 3, pág. 183), existe un proceso estocástico me-
dible y adaptado a {Ft }t∈Ju , θ̃u =

{
θu

t

}
t∈Ju

, tal que
∫u

0

(
θu

t

)2 d t < +∞, (P-
a.s.), y para todo t ∈ Ju ,

P (t ,u)Lt = P (0,u)L0 +
∫t

0
θu

s dWs = P (0,u)+
∫t

0
θu

s dWs , (P −a.s.).

Se prueba que

P

({
ω : ω ∈Ω y para todo t ∈ Ju ,

(
P (0,u)+

∫t

0
θu

s dWs

)
(ω) > 0

})
= 1.
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Aplicando la fórmula de Itô, (Teorema 4.8.5., (V. 3, pág. 128)), al proceso

estocástico
{

P (t ,u)Lt

}
t∈Ju

, tomando f (t , x) = ln(x), se obtiene

ln
(
P (t ,u)Lt

)
= ln(P (0,u))+

∫t

0

θu
s

P (s,u)Ls

dWs−
1

2

∫t

0

(
θu

s

)2

P (s,u)2L2
s

d s, (P−a.s.).

Tomando γu
t = θu

t /P (t ,u)Lt , se tiene la fórmula

P (t ,u)Lt = P (0,u) ·exp

(∫t

0
γu

s dWs −
1

2

∫t

0

(
γu

s

)2 d s

)
,

de donde

P (t ,u) = P (0,u)·

·exp

(∫t

0
r (s)d s −

1

2

∫t

0

(
γu

s

)2 d s +
1

2

∫t

0
q2

s d s +
∫t

0
γu

s dWs −
∫t

0
qs dWs

)
.

Aplicando de nuevo la fórmula de Itô, (Teorema 4.8.5., (V. 3, pág. 128)), al
proceso estocástico

ln

(
P (t ,u)

P (0,u)

)
=

∫t

0

[
r (s)−

1

2

(
γu

s

)2 +
1

2
q2

s

]
d s +

∫t

0

[
γu

s −qs
]

dWs , t ∈ Ju ,

tomando f (t , x) = exp(x), se tiene:

P (t ,u) = P (0,u)+

+
∫t

0

[
P (s,u)

(
r (s)−

1

2

(
γu

s

)2 +
1

2
q2

s

)
+

1

2
P (s,u)

(
γu

s −qs
)2

]
d s+

+
∫t

0
P (s,u)

(
γu

s −qs
)

dWs ,

y poniendo σu
t = γu

t −qt se obtiene finalmente

dP (t ,u) = P (t ,u)
(
r (t )+q2

t −γu
t qt

)
d t +P (t ,u)σu

t dWt

o bien
dP (t ,u) = P (t ,u)

(
r (t )−σu

t qt
)

d t +P (t ,u)σu
t dWt

con condición inicial P (0,u), 0 6 t 6 u, que es la fórmula (6.6).
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Resumen. A partir de la base estocástica
(
Ω,F , {Ft }t∈JT ,P

)
, el proceso de

Wiener W̃ = {Wt }t∈JT , en el espacio de probabilidad (Ω,F ,P ), respecto a

{Ft }t∈Ju
y a P con

(
F

W̃
t

)P
=Ft , t ∈ Ju , el proceso estocástico {r (t )}t∈JT con

∫T
0 |r (t )|d t < +∞, (P-a.s.), y {P (t ,u)}t∈Ju para todo u 6 T , con P (u,u) = 1,

y de la hipótesis (H) sobre la existencia de la probabilidad P∗, se obtienen
el proceso estocástico q̃ =

{
qt

}
t∈JT

tal que

Lt = exp

(∫t

0
qs dWs −

1

2

∫t

0
q2

s d s

)
, (P −a.s.), t ∈ JT ,

donde dP∗ = LT dP y Lt = E (LT |Ft ), y para todo u ∈ JT , el proceso esto-
cástico σ̃u =

{
σu

t

}
t∈Ju

tal que en Ju se tiene la fórmula (6.6).

Observación. El activo financiero S0 tiene como precio en el tiempo t
a la variable aleatoria S0

t = exp
(∫t

0 r (s)d s
)

y el proceso estocástico S̃0 ={
S0

t = exp
(∫t

0 r (s)d s
)}

t∈JT
es solución de la ecuación diferencial estocástica

dS0
t = r (t )S0

t d t que al compararla con (6.6), nos da la idea intuitiva de que
los bonos cupón-cero soportan más riesgo que el activo S0.
Observamos, también, que W̃ ∗ =

{
W ∗

t

}
t∈JT

, donde W ∗
t = Wt −

∫t
0 qsd s,

t ∈ JT , es un proceso de Wiener, en (Ω,F ,P∗), respecto a {Ft }t∈Ju y a P∗,
(teorema de Girsanov, (Teorema 4.12.5., (V. 3, pág. 192))), (dP∗ = LT dP ), y
además

∫t

0
P (s,u)σu

s dW ∗
s =

∫t

0
P (s,u)σu

s dWs −
∫t

0
P (s,u)σu

s qs d s,

(invariancia de la integral estocástica respecto al cambio de Girsanov, (véa-
se la Proposición 5.3.5., (V. 4, pág. 25))), y la fórmula (6.6) se convierte en

dP (t ,u) = r (t )P (t ,u)d t +P (t ,u)σu
t dW ∗

t , condición inicial P (0,u). (6.7)

Aplicando la fórmula de integración por partes estocástica, (V. 3, pág. 144),
a (6.7) y a exp

(
−

∫t
0 r (s)d s

)
= 1+

∫t
0 −r (s)exp

(
−

∫t
0 r (u)du

)
d s, se obtiene

P (t ,u) = P (0,u)+
∫t

0

(
−P (s,u)r (s)+P(s,u)r (s)

)
d s +

∫t

0
P (s,u)σu

s dW ∗
s ,

o bien, (la primera integral, en la fórmula anterior, es nula)

dP (t ,u) = P (t ,u)σu
t dW ∗

t , condición inicial P (0,u). (6.8)
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Por último sabemos que

∫t

0
P (s,u)σu

s dW ∗
s =

∫t

0
P (s,u)σu

s dWs −
∫t

0
P (s,u)σu

s qs d s. (6.9)

La fórmula W ∗
t = Wt −

∫t
0 qs d s se puede poner W q̃

t = Wt −
∫t

0 qs d s, si se
quiere enfatizar la dependencia respecto al proceso estocástico q̃ .

Ejercicios y Problemas

2.1. Sean (Ω,F ,P ) un espacio de probabilidad y ξ una variable aleatoria
en este espacio para la cual existe E (ξ). Probar que:

(1). F0 =
{

A : A ∈F y P (A) = 0 o P (Ac ) = 0
}

es una σ-álgebra en Ω.
(2). E (ξ|F0) = E (ξ).

2.2. Sean
(
Ω,F , {Ft }t∈JT ,P

)
base estocástica y ξ variable aleatoria en (Ω,F ,P )

con E (|ξ|) <+∞. Probar que la martingala {ξ|Ft }t∈JT
, en (Ω,F ,P ), respec-

to a {Ft }t∈JT
y a P , (V. 3, pág. 61), es continua por la derecha.

6.3. Opciones sobre bonos cupón-cero

Sean
(
Ω,F , {Ft }t∈JT ,P

)
una base estocástica, (V. 4, pág. 11), y W̃ = {Wt }t∈JT

un proceso de Wiener, en el espacio de probabilidad (Ω,F ,P ), respecto a

{Ft }t∈JT y a P , tal que
(
F

W̃
t

)P
=Ft , t ∈ JT . Sean los dos activos financieros

primarios, (V. 4, pág. 3), S0 y S1, siguientes:

(1). Una activo financiero, S0, (activo sin riesgo), tal que su precio en el
tiempo t ∈ JT viene dado por la variable aleatoria

S0
t = exp

(∫t

0
r (s)d s

)
, (6.10)

donde {r (t )}r∈JT es un proceso estocástico medible y adaptado a la filtra-
ción {Ft }t∈JT

con
∫T

0 |r (s)|d s <+∞, (P-a.s.).
De lo que precede se deduce que el proceso estocástico,

{
S0

t

}
t∈JT

, de los
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precios del activo financiero S0 es solución de la ecuación diferencial esto-
cástica

dS0
t = r (s)S0

t d s, con condición inicial S0
0 = 1. (6.11)

(2). Un bono cupón-cero, (pág. 13), S1, de vencimiento T , con precio P (t ,T )
en t ∈ JT , siendo P (T,T ) = 1.

Naturalmente se sigue con la hipótesis (H), (pág. 17), sobre la existen-
cia de la probabilidad neutral al riesgo, P∗, en el espacio medible (Ω,F ).
Por tanto, se tienen los procesos estocásticos q̃ =

{
qt

}
t∈JT

, (Proposición

6.2.5., pág. 20), donde dP∗ = LT dP , y σ̃T =
{
σT

t

}
t∈JT

, (Proposición 6.2.6.,
pág. 22).

Según la Definición 5.7.1., ((V. 4, página 107), todo lo que precede cons-
tituye un mercado financiero a tiempo continuo (MFC) con base estocás-
tica

(
Ω,F , {Ft }t∈JT ,P

)
, modelizado sobre el proceso de Wiener W̃ , y con

dos activos financieros S0 y S1 tales que la evolución de sus precios está
regida por las ecuaciones diferenciales estocásticas

dS0
t = r (s)S0

t d s, S0
0 = 1

dP (t ,T ) =
(
r (t )−σT

t qt
)

P (t ,T )d t +σT
t P (t ,T )dWt , S1

0 = P (0,T )
(6.12)

Si consideramos la base estocástica
(
Ω,F , {Ft }t∈JT

,P∗)
y el cambio de Gir-

sanov, dado por q̃ =
{

qt
}

t∈JT
, que pasa de la probabilidad P a la probabili-

dad P∗, las ecuaciones diferenciales estocásticas (6.12) se convierten en

dS0
t = r (s)S0

t d s, S0
0 = 1

dP (t ,T ) = r (t )P (t ,T )d t +σT
t P (t ,T )dW ∗

t , S1
0 = P (0,T ),

(6.13)

(pág. 25), donde W̃ ∗ =
{
W ∗

t

}
t∈JT

es el proceso estocástico de Wiener dado

por W ∗
t =Wt −

∫t
0 qs d s, t ∈ JT .

A continuación, adaptamos algunas definiciones dadas en el contexto
general de los MFC modelizados sobre procesos estocásticos de Wiener a
este tipo particular de MFC.

Definición 6.3.1. Una estrategia de gestión (cartera) es un proceso estocás-
tico medible y adaptado a la filtración {Ft }t∈JT con valores en (R2,B(R2)),
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φ̃ =
{(

H0
t , H1

t

)}
t∈JT

, siendo H0
t la cantidad de activo S0 (activo sin riesgo)

que se tiene en la cartera en el tiempo t ∈ JT y H1
t la cantidad de activo S1

(bonos cupón-cero con vencimiento T ) que se tiene en la cartera en el tiem-
po t ∈ JT .
El valor de la cartera en el tiempo t ∈ JT se define por

Vt
(
φ̃

)
= H0

t S0
t +H1

t P (t ,T ),

donde, como se sabe, S0
t = exp

(∫t
0 r (s)d s

)
, t ∈ JT , (véase página 14 de V. 4).

Observamos que en la definición anterior de estrategia de gestión nos
hemos limitado a bonos cupón-cero de vencimiento T . Se puede dar una
definición más general considerando bonos con vencimientos cualesquie-
ra u 6 T , (véase [72]).

Definición 6.3.2. Una estrategia de gestión φ̃ =
{(

H0
t , H1

t

)}
t∈JT

, se dice que
es autofinanciada si:

(1).
∫T

0

[∣∣H0
t r (t )

∣∣+
(
H1

t σ
T
t

)2
]

d t <+∞, (P-a.s.).

(2). Vt
(
φ̃

)
=V0

(
φ̃

)
+

∫t
0 H0

s S0
s r (s)d s +

∫t
0

(
r (s)−σT

s qs
)

H1
s P (s,T )d s +

+
∫t

0 P (s,T )σT
s H1

s dWs .

(véase la Definición 5.7.2., (V. 4, pág. 110)). Observamos que la fórmula
(2), de la definición anterior, se puede escribir así:

dVt
(
φ̃

)
= H0

t dS0
t +H1

t dP (t ,T ).

La consistencia de la integral
∫t

0 H1
s dP (s,T ) está asegurada por la condi-

ción (1) de la definición anterior.

Definición 6.3.3. Una estrategia de gestión φ̃ =
{(

H0
t , H1

t

)}
t∈JT

se dice que
es admisible, si es autofinanciada y

(
V t

(
φ̃

)
=

)
Vt

(
φ̃

)
exp

(
−

∫t

0
r (s)d s

)

(valor actualizado de la cartera) es positivo y de cuadrado integrable respec-
to a P∗, para todo t ∈ JT .
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Definición 6.3.4. Se considera el MFC de la página 27.
(1). Una opción europea de vencimiento θ < T , en el MFC dado, es una va-
riable aleatoria, h, acotada inferiormente y Fθ-medible, (Definición 5.7.11.,
(V. 4, pág. 120)). Se dice también, en este caso, que h es una opción europea
sobre un bono cupón-cero de vencimiento T , (el activo con riesgo en el mer-
cado dado es un bono cupón-cero).
(2). Se dice que una opción europea h de vencimiento θ< T , en el MFC dado,
es realizable si existe una estrategia de gestión admisible φ̃=

{(
H0

t , H1
t

)}
t∈Jθ

tal que h =Vθ

(
φ̃

)
. Se dice, también, que φ̃ cubre a h.

Casos particulares de opciones europeas sobre bonos cupón-cero, son
(véase la página 33 de V. 4):
(a). h = (P (θ,T )−K )+, en cuyo caso la opción se llama call. Opción europea
de compra de vencimiento θ< T sobre un bono cupón-cero de vencimien-
to T , de precio de ejercicio K . El valor de la opción en θ es (P (θ,T )−K )+.
(b). h = (K−P (θ,T ))+, en cuyo caso la opción se llama put. Opción europea
de venta de vencimiento θ < T sobre un bono cupón-cero de vencimiento
T , de precio de ejercicio K . El valor de la opción en θ es (K −P (θ,T ))+.

Como se supone la hipótesis (H), por el Teorema 5.7.8., (V. 4, pág. 114),
el MFC modelizado por las ecuaciones diferenciales estocásticas (6.12), de
la página 27, no tiene arbitrajes.

Lema 6.3.5. Sean
(
Ω,F , {Ft }t∈JT

,P
)

una base estocástica y Q una proba-
bilidad en (Ω,F ) absolutamente continua respecto a P, (Q ≪ P). Desig-
namos por Lt la densidad de Q|Ft respecto a P |Ft , Lt = E (LT |Ft ), donde
dQ = LT dP, t ∈ JT , (Lema 6.2.3., pág. 18). Sea µ̃=

{
µt

}
t∈JT

un proceso esto-
cástico, en (Ω,F ), medible y adaptado a {Ft }t∈JT . Entonces, µ̃ es una mar-
tingala, en (Ω,F ,Q), respecto a {Ft }t∈JT y a Q si y sólo si

{
µt Lt

}
t∈JT

es una
martingala, en (Ω,F ,P ), respecto a {Ft }t∈JT y a P.

Demostración. Supongamos que µ̃ es una martingala, en (Ω,F ,Q), res-
pecto a {Ft }t∈JT

y a Q. Entonces, EQ
(∣∣µs

∣∣)<+∞, s ∈ JT , y EQ
(
µs |Ft

)
=µt ,

s, t ∈ JT , t < s. Por (2) del Lema 6.2.3., (pág. 18), E
(∣∣Lsµs

∣∣) = E
(∣∣µs

∣∣Ls
)
=

EQ
(∣∣µs

∣∣) < +∞, s ∈ JT . Por otro lado, para todo s, t ∈ JT tales que t < s,
E

(
Lsµs |Ft

)
= EQ

(
µs |Ft

)
·Lt =µt Lt , por (4) del Lema 6.2.3.. Así,

{
µt Lt

}
t∈JT

es una martingala, en (Ω,F ,P ), respecto a {Ft }t∈JT y a P .
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Recíprocamente, supongamos ahora que
{
µt Lt

}
t∈JT

es una martingala, en
(Ω,F ,P ), respecto a {Ft }t∈JT y a P . Entonces, por (2) del lema 6.2.3. y la hi-
pótesis, EQ

(∣∣µs
∣∣) = E

(∣∣Lsµs
∣∣) < +∞. Además, para todo s, t ∈ JT con t < s,

por (4) del Lema 6.2.3., EQ
(
µs |Ft

)
·Lt = E

(
µs Ls |Ft

)
= Ltµt , y como Lt es

la densidad de Q|Ft respecto a P |Ft , se concluye que EQ
(
µs |Fs

)
= µt . Por

tanto, µ̃ es una martingala, en (Ω,F ,Q), respecto a {Ft }t∈JT
y a Q.

Proposición 6.3.6. Sean (Ω,F , {Ft }t∈JT ,P ) una base estocástica, Q una pro-
babilidad en (Ω,F ) equivalente a P y W̃ = {Wt }t∈JT un proceso estocástico

de Wiener, en (Ω,F ,P ), respecto a {Ft }t∈JT
y a P con Ft =

(
F

W̃
t

)P
, t ∈ JT ,

(página 24 de V. 2 y página 23 de V. 3). Se considera la densidad LT de Q
respecto a P, dQ = LT dP, y el proceso estocástico {Lt = E (LT |Ft )}t∈JT

, (Le-

ma 6.2.3.). Sea un proceso estocástico, θ̃ = {θt }t∈JT , medible y adaptado a

{Ft }t∈JT con P
(∫T

0 θ2
s d s <+∞

)
= 1, tal que, para todo t ∈ JT ,

Lt = exp

(∫t

0
θsdWs −

1

2

∫t

0
θ2

s d s

)
, (P −a.s.),

(la existencia de tales procesos estocásticos está asegurada por la Proposi-

ción 6.2.4., (pág. 19)). Entonces,

(1). dLt = Ltθt dWt , con condición inicial L0 = 1.

(2). d (1/Lt ) = (1/Lt )θ2
t d t − (θt /Lt )dWt , con condición inicial 1/L0 = 1.

(3). W̃ θ̃ =
{

W θ̃
t =Wt −

∫t
0 θsd s

}
t∈JT

es un proceso de Wiener, en (Ω,F ,Q),

respecto a {Ft }t∈JT y a Q.

(4). Si µ̃ =
{
µt

}
t∈JT

es una martingala cuadrado integrable, en (Ω,F ,Q),
respecto a {Ft }t∈JT

y a Q, se verifica que existe un proceso estocástico

medible y adaptado a {Ft }t∈JT
, H̃ = {Ht }t∈JT

, tal que E
(∫T

0 H2
s d s

)
<

+∞ y

µt =µ0 +
∫t

0
HsdW θ̃

s , t ∈ JT .

Demostración. (1). Basta aplicar la fórmula de Itô, (Teorema 4.8.5., (V. 3,
página 128)), al proceso estocástico ξt =

∫t
0 (−1/2)θ2

s d s +
∫t

0 θs dWs , t ∈ JT ,
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tomando f (t , x) = exp(x), x ∈R.
(2). Sigue de la aplicación de la fórmula de Itô, (Teorema 4.8.5., (V. 3, pá-
gina 128)), al proceso estocástico ξt =

∫t
0 (1/2)θ2

s d s +
∫t

0 (−θs)dWs , t ∈ JT ,
tomando f (t , x) = exp(x), x ∈R.
(3). Es consecuencia del Teorema de Girsanov, (Teorema 4.12.5., (V. 3, pág.

192)), teniendo en cuenta que E (LT ) = 1 y P
(∫T

0 θ2
s d s <+∞

)
= 1.

(4). Como µ̃=
{
µt

}
t∈JT

es una martingala, en (Ω,F ,Q), respecto a {Ft }t∈JT

y a Q, por el lema anterior, se tiene que
{
µt Lt

}
t∈JT

es una martingala en
(Ω,F ,P ), respecto a {Ft }t∈JT y a P . Además, como µ̃ es cuadrado integra-
ble, Lt es la densidad de Q|Ft respecto a P |Ft , t ∈ JT , y {Lt }t∈JT es un pro-
ceso estocástico continuo por la derecha, (la filtración {Ft }t∈JT

es conti-
nua por la derecha), se comprueba que

{
µt Lt

}
t∈JT

es cuadrado integrable.
Así, por el Teorema 4.11.12., (V. 3, pág. 183), existe un proceso estocástico

K̃ = {Kt }t∈JT
medible y adaptado a {Ft }t∈JT

con E
(∫T

0 K 2
s d s

)
< +∞, y tal

que para todo t ∈ JT ,

µt Lt =µ0L0 +
∫t

0
KsdWs =µ0 +

∫t

0
KsdWs , (P −a.s.),

y P
(∫T

0

[
−µsθs +Ks/Ls

]
d s <+∞

)
= 1. Ahora aplicamos la fórmula de inte-

gración por partes estocástica, (Ejemplo 6, (V. 3, pág. 144)), a los procesos
estocásticos

{
µt Lt

}
t∈Jt

y {1/Lt } y se obtiene

µt =
(
µt Lt

)
(1/Lt ) =µ0 −

∫t

0

[
−µsθs +

Ks

Ls

]
θs d s +

∫t

0

[
−µsθs +

Ks

Ls

]
dWs .

Finalmente, por la invariancia de la integral estocástica por el cambio de
Girsanov, (V. 3, pág. 194), se obtiene

µt =µ0 +
∫t

0

[
−µsθs +

Ks

Ls

]
dW θ̃

s ,

lo cual termina la demostración de (4) tomando Ht = −µtθt +Kt /Lt , t ∈
JT .

Observación. Como hay casos en los que Ft 6=
(
F

W̃ θ̃

t

)Q
, t ∈ JT , no se pue-

de aplicar directamente el Teorema 4.11.12. al proceso estocástico dado µ̃

para obtener la tesis de la proposición que precede.
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Teorema 6.3.7. Sea θ ∈ R con 0 < θ < T y supongamos que σT
t 6= 0, (P-

a.s.), para todo t ∈ Jθ. Sea h una opción europea de vencimiento θ, en el

MFC dado en la página 27, tal que h exp
(
−

∫θ
0 r (s)d s

)
es de cuadrado in-

tegrable respecto a P∗. Entonces, existe una estrategia de gestión admisible

φ̃♯ =
{((

H ♯
)0

t ,
(
H ♯

)1
t

)}
t∈Jθ

tal que Vθ

(
φ̃♯

)
= h, (h es realizable por φ̃♯).

Además, para toda estrategia de gestión admisible φ̃ =
{(

H0
t , H1

t

)}
t∈Jθ

con

Vθ

(
φ̃

)
= h, se tiene que

Vt
(
φ̃

)
= E∗

[
exp

(
−

∫θ

t
r (s)d s

)
·h|Ft

]
, t 6 θ. (6.14)

Demostración. Sea φ̃ una estrategia de gestión admisible con Vθ

(
φ̃

)
= h.

Consideramos la fórmula

exp

(
−

∫t

0
r (s)d s

)
= 1+

∫t

0
−r (s)exp

(
−

∫s

0
r (u)du

)
d s. (6.15)

La fórmula de (2) de la Definición 6.3.2., se convierte en

Vt
(
φ̃

)
=V0

(
φ̃

)
+

∫t

0

(
H0

s S0
s r (s)+ r (s)H1

s P (s,T )
)

d s+

+
∫t

0
P (s,T )σT

s H1
s dW ∗

s , (6.16)

donde W ∗
t =Wt −

∫t
0 qs d s, ya que

−
∫t

0
σT

s qs H1
s P (s,T )d s +

∫t

0
P (s,T )σT

s H1
s dWs =

∫t

0
P (s,T )σT

s H1
s dW ∗

s ,

(W̃ ∗ =
{
W ∗

t

}
t∈JT

es un proceso de Wiener respecto a {Ft }t∈JT y a P∗).
Aplicamos a (6.14) y (6.15) la fórmula de integración por partes estocástica,
(V. 3, pág. 144), y obtenemos:

V t
(
φ̃

)
=V0

(
φ̃

)
+

∫t

0
P (s,T )H1

s σ
T
s dW ∗

s , (6.17)

(de hecho esta fórmula caracteriza a la estrategia de gestión autofinancia-
da).
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Como V t
(
φ̃

)
, t ∈ JT es cuadrado integrable respecto a P∗, se tiene que

E∗
[∫t

0

(
P (s,T )Hsσ

T
s

)2
d s

]
<+∞ y V

(
φ̃

)
, t ∈ Jθ, es una martingala respecto

a {Ft }t∈Jθ y a P∗, ((4) de la página 103 de V. 3). Así, V t
(
φ̃

)
= E∗

[
V θ

(
φ̃

)
|Ft

]
,

t 6 θ, y por consiguiente

Vt
(
φ̃

)
= exp

(∫t

0
r (s)d s

)
E∗

[
exp

(
−

∫θ

0
r (s)d s

)
·h|Ft

]
=

= E∗
[

exp

(
−

∫θ

t
r (s)d s

)
·h|Ft

]
, t 6 θ.

Veamos la existencia de una estrategia de gestión admisible φ̃♯, tal que

Vθ

(
φ̃♯

)
= h.

Por Proposición 6.3.6., existe un proceso estocástico ζ̃= {ζt }t∈Jθ medible y

adaptado a {Ft }t∈Jθ tal que E∗
[∫θ

0 ζ2
t d t

]
<+∞ y

h exp

(
−

∫θ

0
r (s)d s

)
= E∗

[
h exp

(
−

∫θ

0
r (s)d s

)]
+

∫θ

0
ζs dW ∗

s . (6.18)

Ponemos

(
H ♯

)1

t
=

ζt

P (t ,T )σT
t

y

(
H ♯

)0

t
= E∗

[
h exp

(
−

∫θ

0
r (s)d s

)
|Ft

]
−

ζt

σT
t

, t ∈ Jθ. (6.19)

Entonces,

Vt

(
φ̃♯

)
= S0

t E∗
[

h exp

(
−

∫θ

0
r (s)d s

)
|Ft

]
−
ζt S0

t

σT
t

+

+
ζt

σT
t

exp

(∫t

0
r (s)d s

)
= E∗

[
h exp

(
−

∫θ

t
r (s)d s

)
|Ft

]
, t ∈ Jθ, y Vθ

(
φ̃♯

)
= h.

Es claro que V t

(
φ̃♯

)
> 0, t ∈ Jθ. Además, V t

(
φ̃♯

)
es de cuadrado integrable

respecto a P∗, t ∈ Jθ, ya que h exp
(
−

∫θ
0 r (s)d s

)
es de cuadrado integrable
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respecto a P∗, (V. 2, pág. 221).

Por último φ̃♯ es autofinanciada. En efecto, basta tener en cuenta (6.9), que{∫t
0 ζs dW ∗

s

}
t∈Jθ

es una martingala respecto a {Ft }t∈Jθ y a P∗, y la esperanza
condicionada de la variable aleatoria (6.10) respecto a Ft .

En el teorema anterior, hemos visto que se puede cubrir cualquier op-

ción europea h de vencimiento θ < T tal que h exp
(∫θ

0 r (s)d s
)

es de cua-

drado integrable respecto a P∗. Por tanto, por la Definición 5.7.11., (V. 4,
pág. 120), el MFC modelizado por las ecuaciones diferenciales estocásticas
(6.12), de la página 27, es completo.

Naturalmente, Vt
(
φ̃

)
de (6.14) no depende de φ̃ y por esta razón deci-

mos que Vt
(
φ̃

)
de (6.14) es el precio, en el tiempo t , de la opción h en el

MFC descrito en la página 27, (véase la Observación (1) de página 127 de
V. 4).
Un ejemplo al que se le puede aplicar el teorema anterior es el call h =
(P (θ,T )−K )+. Por tanto, en este caso, h es realizable y el valor, en t ∈ Jθ, de
toda cartera φ̃ que realiza a h es

Vt
(
φ̃

)
= E∗

[
(P (θ,T )−K )+ ·exp

(
−

∫θ

t
r (s)d s

)
|Ft

]
. (6.20)

Ejercicios y Problemas

3.1. En las hipótesis de la Proposición 6.3.6., (pág. 30), supongamos que

θt = ρ para todo t ∈ JT , (ρ ∈ R). Probar que Ft =
(
F

W̃ θ̃

t

)Q
para todo t ∈ JT ,

(véase la Observación de la página 31).

3.2. Probar que las ecuaciones diferenciales estocásticas (6.13) se obtie-
nen de las (6.12), (pág. 27), mediante el cambio de Girsanov, dado por
q̃ =

{
qt

}
t∈JT

, que pasa de la probabilidad P a la probabilidad P∗.
Indicación: Utilizar la invariancia de la integral estocástica por el cambio
de Girsanov.
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6.4. Modelo de Vasiček

Nos situamos en el escenario financiero de incertidumbre, de las páginas

16 y 17, con la hipótesis (H) y Ft =
(
F

W̃
t

)P
, t ∈ JT . Suponemos que el pro-

ceso estocástico r̃ = {r (t )}t∈JT satisface la ecuación diferencial estocástica

dr (t ) = a(b − r (t ))d t +σdWt , condición inicial r (0) = r0, (6.21)

donde r0, a, b y σ son constantes positivas. Es decir, r̃ es el proceso esto-
cástico de Itô respecto a W̃ , (V. 3, pág. 120),

r (t ) = r (0)+
∫t

0
a(b − r (s))d s +

∫t

0
σdWs . (6.22)

Suponemos también que existe λ ∈ R tal que, para todo t ∈ JT , qt = −λ,
(Proposición 6.2.5., pág. 20). Entonces, W̃ ∗ =

{
W ∗

t =Wt +λt
}

t∈JT
, es un

proceso de Wiener, en (Ω,F ,P∗), respecto a {Ft }t∈JT
y a P∗, y

∫t
0 σdW ∗

s =∫t
0 σdWs +λσt , (Observación de la página 25), y

dr (t ) = a
(
b∗− r (t )

)
d t +σdW ∗

t , r (0) = r0, b∗ = b −
λσ

a
(6.23)

Naturalmente se tiene, también, que dP∗ = LT dP y

Lt = E [LT |Ft ] = exp

(
−λWt −

1

2
λ2t

)
, t ∈ JT .

Ponemos ξt = r (t )−b, t ∈ JT . Entonces, por (6.22), se tiene que

ξt = ξ0 +
∫t

0
(−aξs )d s +

∫t

0
σdWs ,

y por tanto, el proceso estocástico ξ̃ = {ξt }t∈JT
es solución de la ecuación

diferencial estocástica

dξt =−aξt d t +σdWt , ξ0 = r (0)−b, (6.24)

es decir, ξ̃ es un proceso estocástico de Ornstein-Uhlenbeck, (V. 3, pág.
165). Así, por el Teorema 4.9.12., (V. 3, pág. 165), para todo t ∈ JT ,

ξt = (r (0)−b)exp(−at )+σexp(−at )
∫t

0
exp(as)dWs , (P −a.s.). (6.25)
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Además, por el citado teorema, se tienen las siguientes propiedades de ξ̃:

(a). E (ξt ) = (r (0)−b)exp(−at ), t ∈ JT .

(b). V (ξt ) = (σ2/2a)(1−exp(−2at )), t ∈ JT .

(c). Para todo t ∈ JT , la variable aleatoria
∫t

0 σexp(−at + as)dWs es Gaus-
siana, (V. 2, pág. 299), de media 0 y varianza

∫t
0 σ2 exp(−2at + 2as)d s =

(σ2/2a)(1−exp(−2at )).

(d). Para todo t ∈ JT , ξt es una variable aleatoria Gaussiana de media (r (0)−
b)exp(−at ) y varianza (σ2/2a)(1−exp(−2at )).

(e). El proceso estocástico ξ̃ es Gaussiano, (Definición 4.3.6., (V. 3, pág.
35)), lo cual equivale a que si λ1,..., λn son números reales y 0 6 t1 < ... <
tn 6 T , entonces la variable aleatoriaλ1ξt1 +...+λnξtn es Gaussiana, (véase
el Teorema 3.12.3., (V. 2, pág. 303)).

(f ). El proceso ξ̃ es un proceso estocástico de Markov respecto a {Ft }t∈JT
y

a P con probabilidad de transición, (V. 3, pág. 37).

De lo anterior se tiene que, para todo t ∈ JT , la función característica,
(V. 2, páginas 273 y 300), de ξt es

ϕξt (x) = exp

(
i xE (ξt )−

V (ξt )

2
x2

)
. (6.26)

Como para todo t ∈ JT , r (t ) = b +ξt , se tiene

r (t ) = r (0)exp(−at )+b(1−exp(−at ))+σexp(−at )
∫t

0
exp(as)dWs , (6.27)

y por (1) de la página 276 de V. 2, la función característica de r (t ) está da-

da por ϕr (t)(x) = exp(i xb)ϕξt (x) = exp
(
i x (E (ξt )+b)− V (ξt )

2 x2
)
, lo cual nos

dice que r (t ) es una variable aleatoria Gaussiana con:

(g). E (r (t )) = E (ξt )+b = (r (0)−b)exp(−at ), t ∈ JT .
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(h). V (r (t )) =V (ξt ) = (σ2/2a)(1−exp(−2at )), t ∈ JT .

Estas tres últimas propiedades implican que P (r (t ) < 0) > 0, lo cual es
el principal inconveniente del modelo de Vasiček.

(k). De (6.27) se deduce que, para todo t , s ∈ JT con s 6 t ,

r (t ) = r (s)exp(−a(t−s))+b(1−exp(−a(t−s)))+σexp(−at )
∫t

s
exp(au)dWu ,

(6.28)
y por tanto,

(k1). E [r (t )|Fs ] = r (s)exp(−a(t − s))+b(1−exp(−a(t − s))), ((4) de la pági-
na 103 de V. 3).

(k2). V [r (t )|Fs ] = E
[
(r (t )−E [r (t )|Fs ])2 |Fs

]
= σ2

2a [1−exp(−2a(t − s))].

Para calcular el precio de los bonos cupón-cero, en este modelo, consi-
deramos la probabilidad P∗ y utilizamos la ecuación (6.23). Por la Propo-
sición 6.2.2.(2), (pág. 17), tenemos

P (t ,T ) = E∗
[

exp

(
−

∫T

t
r (s)d s

)
|Ft

]
=

exp(−b∗(T − t ))E∗
[

exp

(
−

∫T

t
ξ∗s d s

)
|Ft

]
, (6.29)

donde ξ∗t = r (t )− b∗, b∗ = b − (λσ)/a, t ∈ JT . Por otra parte, el proceso
estocástico ξ̃∗ =

{
ξ∗t

}
t∈JT

es solución de la ecuación diferencial estocástica

dηt =−aηt d t +σdW ∗
t , η0 = r (0)−b∗, (6.30)

sin más que tener en cuenta la ecuación (6.23). Por tanto, por la Observa-
ción 1 de la página 171 de V. 3, se tiene que

E∗
[

exp

(
−

∫T

t
ξ∗s d s

)
|Ft

]
= E∗

[
exp

(
−

∫T−t

0
ξ0,x

s d s

)]
|x=ξ∗t , (6.31)



38 CAPÍTULO 6. BONOS Y OPCIONES SOBRE BONOS

donde ξs,x
t , s 6 t , (flujo estocástico de la ecuación (6.30)), es la solución

única de la ecuación diferencial estocástica

ξs,x
t = x +

∫t

s
−aξs,x

u du +
∫t

s
σdW ∗

u , x ∈R. (6.32)

Ponemos

F (θ, x) = E∗
[

exp

(
−

∫θ

0
ξ0,x

s d s

)]
, x ∈R, θ ∈ JT . (6.33)

Así, tenemos la fórmula F (T − t , x) = E∗
[

exp
(
−

∫T−t
0 ξ0,x

s d s
)]

y por (6.31)

F
(
T − t ,ξ∗t

)
= E∗

[
exp

(
−

∫T−t
0 ξ0,x

s d s
)]
|x=ξ∗t , x ∈R.

Calculemos F (θ, x): ξ0,x
t (= ξx

t ), t ∈ JT , es la solución única de la ecua-
ción diferencial estocástica (Ornstein-Ulhenbeck)

dξt =−aξt d t +σdW ∗
t , ξ0 = x (6.34)

y, según se ha dicho anteriormente,
{
ξx

t

}
t∈JT

, es un proceso estocástico
Gaussiano con trayectorias continuas. Explícitamente, para todo t ∈ JT ,

ξx
t = x exp(−at )+σexp(−at )

∫t

0
exp(as)dW ∗

s ,

E∗ (
ξx

t

)
= x exp(−at ), V ∗ (

ξx
t

)
=σ2(1−exp(−2at ))/(2a),

y para λ1,...,λn , números reales, y 0 6 t1 < ... < tn < t , la variable aleatoria
λ1ξ

x
t1
+ ...+λnξ

x
tn

es una variable aleatoria Gaussiana, (Teorema 3.12.3., (V.
2, pág. 303)), de hecho esta última variable aleatoria es de la forma A +∫t

0 B(s)dW ∗
s , siendo A una constante y B(s) una función determinista, y∫t

0 B(s)2d s <+∞.

Como consecuencia la variable aleatoria
∫θ

0 ξx
s d s(= η) es Gaussiana por el

Teorema 3.12.4.(d), (V. 2, pág. 304), ya que la integral es límite de sumas
de Riemann que son variables aleatorias Gaussianas, (Teorema 3.12.3., (V.
2, pág. 303)). De donde deducimos que

E∗(exp(−η)) =
∫+∞

−∞
exp(−x)

1

q
p

2π
exp

(
−

(x −p)2

2q2

)
d x,

p = E∗(−η), q2 =V ∗(−η) =V ∗(η). (6.35)
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Así, E∗(exp(−η)) = exp
(
−p + (1/2)q2

)
, sin más que realizar el cambio de

variable y = (x −p)/q y tener en cuenta que

1
p

2π

∫+∞

−∞
exp(λx)exp

(
−

x2

2

)
d x = exp

(
λ2

2

)
. (6.36)

Por otra parte, de E∗ (
ξx

t

)
= x exp(−at ), se deduce que

E∗(η) = E∗
(∫θ

0
ξx

s d s

)
=

x

a
(1−exp(−aθ)),

sin más que aplicar el teorema de Fubini, (V. 2, pág. 204). Además, (V. 2,
pág. 249),

V ∗(η) =V ∗
(∫θ

0
ξx

s d s

)
= cov∗(η,η) =

∫θ

0

∫θ

0
cov∗ (

ξx
t ,ξx

s

)
d sd t , (6.37)

teniendo en cuenta que

V ∗ (
ξx

t1
+ ...+ξx

tn

)
=

n∑

i=1
V ∗ (

ξx
ti

)
+2

∑

i> j
cov∗

(
ξx

ti
,ξx

t j

)
,

0 = t1 < t2 < ... < tn−1 < tn = θ. Por último,

cov∗ (
ξx

t ,ξx
s

)
=σ2 exp(−a(t+s))E∗

(∫t

0
exp(au)dW ∗

u ·
∫s

0
exp(au)dW ∗

u

)
=

=σ2 exp(−a(t+s))·
∫t∧s

0
exp(2au)du =σ2 exp(−a(t+s))·

exp(2a(t ∧ s))−1

2a
,

(6.38)

ya que ξx
t = x exp(−at )+σexp(−at )

∫t
0 exp(as)dW ∗

s . Así,

V ∗(η) =
∫θ

0

∫θ

0
σ2 exp(−a(t + s)) ·

exp(2a(t ∧ s))−1

2a
d sd t =

=
σ2θ

a2 −
σ2

a3 (1−exp(−aθ))−
σ2

2a3 (1−exp(−aθ))2, (6.39)
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P (t ,T ) = exp(−b∗(T − t ))F (T − t ,r (t )−b∗), y de (6.33)

F (θ, x) = exp

(
−x ·

1−exp(−aθ)

a
+

+
1

2

(
σ2θ

a2 −
σ2

a3 (1−exp(−aθ))−
σ2

2a3 · (1−exp(−aθ))2
))

. (6.40)

De todo lo anterior, se concluye que P (t ,T ) = exp(−(T − t )R(T − t ,r (t ))),
donde, (6.34),

R(θ,r ) = b∗−
σ2

2a2−

−
1

aθ

[
(1−exp(−aθ))

(
b∗−

σ2

2a2 − r

)
−

σ2

4a2 (1−exp(−aθ))2
]

. (6.41)

De hecho, R(T − t ,r (t )) se interpreta como el tipo de interés medio en
el periodo [t ,T ]. Como ĺımθ→+∞ R(θ,r ) = b∗−σ2/(2a2), b∗ = b − (λσ)/a,
b∗−σ2/(2a2) se interpreta como el tipo de interés a largo plazo.

Resumen del modelo Vasiček

Nos situamos en un escenario financiero de incertidumbre, descrito en las
páginas 16 y 17, y suponemos que el proceso estocástico r (t ), t ∈ JT , satis-
face la ecuación diferencial estocástica (6.21), siendo a, b y σ constantes
positivas. Suponemos también que q(t ) = −λ, λ ∈ R, (Proposición 6.2.5.,
pág. 20). Entonces, W̃ ∗ =

{
W ∗

t =Wt +λt
}

t |i nJT
es un proceso de Wiener,

en (Ω,F ,P∗), respecto a {Ft }t∈JT y a P∗, y r (t ) cumple (6.23) y, poniendo
ξt = r (t )−b, ξt cumple también (6.24).
Se obtiene también que, para todo t ∈ JT , r (t ) es una variable aleatoria
Gaussiana respecto a P con E (r (t )) = b + (r (0)− b)exp(−at ) y V (r (t )) =
σ2(1− exp(−2at ))/(2a). Más aún, el proceso estocástico r̃ = {r (t )}t∈JT es
Gaussiano respecto a P .
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Finalmente, se tiene la fórmula

P (t ,T ) = exp(−(T − t )R(T − t ,r (t ))) =

= exp

(
−

1−exp(−a(T − t ))

a
r (t )+

[
−

(
b −

λσ

a
−

σ2

2a2

)
(T − t )+

+
(
b −

λσ

a
−

σ2

2a2

)
1−exp(−a(T − t ))

a
−
σ2

4a

(
1−exp(−a(T − t ))

a

)2])
,

(6.42)

(Véase el Problema 12.1, pág. 98). Recordamos que P (t ,T ) es el precio, en
el instante t ∈ JT , del bono cupón-cero de vencimiento T . En la práctica,
para r (t ) se escoge el tipo de interés día a día. Los parámetros a, b, σ y
λ se ajustan dando valores del mercado en la fórmula (6.42) y despejando
dichos parámetros.

Ejercicios y Problemas

4.1. Probar que en el modelo de Vasiček el proceso estocástico, {P (t ,T )}t∈JT ,
de los precios de los bonos cupón-cero de vencimiento T es solución de la
ecuación diferencial estocástica

dP (t ,T ) =
(
r (t )−λ

σ(exp(−a(T − t ))−1)

a

)
P (t ,T )d t+

σ(exp(−a(T − t ))−1)

a
P (t ,T )dWt

con condición inicial P (0,T ).
Indicación: Aplicar la fórmula de Itô, (Teorema 4.8.5., (V. 3, pág. 128)), a la
expresión de P (t ,T ), t ∈ JT , dada por la fórmula (6.42).

4.2. En el modelo de Vasiček, determinar la ecuación diferencial estocás-
tica en que se transforma la ecuación diferencial estocástica del problema
anterior al aplicar el cambio de Girsanov, dado por q̃ =

{
qt =−λ

}
q∈JT

, que
pasa de la probabilidad P a la probabilidad P∗.
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6.5. Opciones sobre bonos cupón-cero en el mo-
delo Vasiček

Consideramos un call europeo de vencimiento θ y precio de ejercicio K ,
sobre un bono cupón-cero de vencimiento T > θ en el modelo de Vasiček.
Dicho call viene representado por h = (P (θ,T )−K )+ = máx{P (θ,T )−K ,0}.
Se prueba que se cumplen las hipótesis del Teorema 6.3.7., (pág. 32), (véa-
se el Problema 5.1, pág. 52). Entonces, el precio de la opción h en el tiempo
t ∈ Jθ es

Vt = E∗
[

exp

(
−

∫θ

t
r (s)d s

)
·h|Ft

]
=

= E∗
[

exp

(
−

∫θ

t
r (s)d s

)
·
(
exp(−(T −θ)R(T −θ,r (θ)))−K

)
+ |Ft

]
, (6.43)

y para t = 0,

V0 = E∗
[

exp

(
−

∫θ

0
r (s)d s

)
·
(
exp(−(T −θ)R(T −θ,r (θ)))−K

)
+ |F0

]
=

= E∗
[

I{P(θ,T )>K } exp

(
−

∫θ

0
r (s)d s

)
(P (θ,T )−K )

]
=

= E∗
[

I{P(θ,T )>K } exp

(
−

∫θ

0
r (s)d s

)
P (θ,T )

]
−

−K E∗
[

I{P(θ,T )>K } exp

(
−

∫θ

0
r (s)d s

)]
. (6.44)

Teniendo en cuenta que: P (θ,T ) = exp(−(T −θ)R(T −θ,r (θ))) =
= K exp

(
(1/a)(1−exp(−a(T −θ)))

(
r ∗
θ
− r (θ)

))
, donde

r ∗
θ =

(
b∗−

σ2

2a2

)(
1−

a(T −θ)

1−exp(−a(T −θ))

)
−

σ2(1−exp(−a(T −θ)))

4a2
− ln(K ) ·

a

1−exp(−a(T −θ))
, (6.45)

se prueba fácilmente que {P (θ,T ) > K } =
{
r (θ) 6 r ∗

θ

}
, (igualdad de suce-

sos).
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Así, si ponemos B(t ) = exp
(
−

∫t
0 r (s)d s

)
, t ∈ JT , se tiene

V0 = E∗
[

I{
r (θ)6r ∗

θ

}B(θ)P (θ,T )

]
−K E∗

[
I{

r (θ)6r ∗
θ

}B(θ)

]
. (6.46)

Introducimos las notaciones L1 = B(θ)/P (0,θ), L2 = B(T )/P (0,T ), dP1 =
L1dP∗ y dP2 = L2dP∗, es decir, generamos las probabilidades, en el espa-
cio medible (Ω,F ), P1 y P2 a partir de las densidades L1 y L2, respectiva-
mente, (P (0, t ) = E∗(B(t )), pág. 37).
Perfeccionamos la fórmula (6.46): Sabemos, por la hipótesis (H), (pág. 17),
que

I{P(θ,T )>K }E
∗ [B(T )P (T,T )|Fθ] = I{P(θ,T )>K }B(θ)P (θ,T ),

de donde absorbiendo el factor I{P(θ,T )>K } y tomando esperanzas, se tiene

E∗ [
I{P(θ,T )>K }B(T )

]
= E∗ [

I{P(θ,T )>K }B(θ)P (θ,T )
]

. (6.47)

De esta forma, obtenemos

V0 = E∗
[

I{r (θ)6r ∗
θ

}B(T )
]
−K E∗

[
I{r (θ)6r ∗

θ
}B(θ)

]
. (6.48)

Pasamos (6.48) a esperanzas respecto a P1 y a P2, utilizando el Lema 6.2.3.(2),
(pág. 18), y obtenemos

V0 = E2

[
I{r (θ)6r ∗

θ
}P (0,T )

]
−K E1

[
I{r (θ)6r ∗

θ
}P (0,θ)

]
. (6.49)

Lema 6.5.1. Sean (Ω,F ,P ) un espacio de probabilidad y (ξ,η) un vector de
variables aleatorias Gaussiano, (Definición 3.12.2., (V. 2, pág. 301)). Enton-
ces,

(1). ξ y η son variables aleatorias Gaussianas en (Ω,F ,P ).

(2). Para todo c ∈ R, se verifica que: E [exp(cξ)] = exp
(
cE [ξ]+ 1

2 c2V [ξ]
)

y
V [exp(cξ)] = exp

(
2cE [ξ]+c2V [ξ]

)(
exp

(
c2V [ξ]

)
−1

)
, (las dos fórmu-

las son válidas suponiendo solamente que ξ sea variable aleatoria
Gaussiana).

(3). E
[
I{ξ6x} exp(−η)

]
= exp

(
(1/2)V (η)−E (η)

)
Φ(x̃),

donde, x̃ = (x − (E (ξ)− cov(ξ,η)))/
√

V (ξ), y, (V. 2, página 90), Φ(z) =
(1/

p
2π)

∫z
−∞ exp

(
−y2/2

)
d y.
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(4). E
[
I{ξ6x}ξexp(−η)

]
= exp

(
(1/2)V (η)−E (η)

)[
(E (ξ)−cov(ξ,η))Φ(x̃)−

−
√

V (ξ)ϕ(x̃)
]

,

donde, x̃ = (x−(E (ξ)−cov(ξ,η)))/
√

V (ξ), ϕ(y) = (1/
p

2π)exp
(
−y2/2

)

y Φ(z) =
∫z
−∞ϕ(y)d y.

(5). Si Q es la probabilidad, en el espacio medible (Ω,F ), dada por dQ =
(exp(−λξ))/E [exp(−λξ)]dP, λ ∈R, se verifica que η es variable aleato-
ria Gaussiana en el espacio de probabilidad (Ω,F ,Q) con esperanza
matemática, en este espacio, EQ[η] = E [η]−λcov(ξ,η) y con varianza
V Q [η] =V [η]. Además, EQ[η] = E [ηexp(−λξ)]/E [exp(−λξ)].

Demostración. (1). Es consecuencia del Teorema 3.12.3., (V. 2, pág. 303).

(2). Como ξ es Gaussiana, por el Teorema 3.4.28., (V. 2, pág. 184),

E [exp(cξ)] =
∫

Ω
exp(cξ)dP =

=
1

√
2πV [ξ]

∫+∞

−∞
exp(cx)exp

(
−

(x −E [ξ])2

2V [ξ]

)
d x =

1
√

2πV [ξ]
·

·
∫+∞

−∞
exp

(
−1

2V [ξ]

[
(x −E [ξ]−cV [ξ])2 −c2V [ξ]2 −2cE [ξ]V [ξ]

])
d x =

= exp

(
cE [ξ]+

1

2
c2V [ξ]

)
·

1
√

2πV [ξ]
·

·
∫+∞

−∞
exp

(
−

1

2V [ξ]

[
(x −E [ξ]−aV [ξ])2]

)
d x = exp

(
cE [ξ]+

1

2
c2V [ξ]

)
.

La fórmula de la varianza de exp(cξ) se obtiene sustituyendo en la igual-
dad V [exp(cξ)] = E [exp(2cξ)]− (E [exp(cξ)])2 los valores de las esperanzas
matemáticas que se han obtenido.
(3). Tenemos,

E
[
I{ξ6x} exp(−η)

]
=

∫

Ω
I(ξ,η)−1((−∞,x]×R) exp(−η)dP =

=
∫

(ξ,η)−1((−∞,x]×R)
exp(−η)dP =

∫

(ξ,η)−1((−∞,x]×R)
g ((ξ,η))dP,
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donde, g : R2 → R está definida por g (s, t ) = exp(−t ), (s, t ) ∈ R
2. Entonces,

por el Teorema 3.4.28., (V. 2, pág. 189), se deduce (véanse el Ejemplo 4, (V.
2, pág. 207) y las páginas 233, 252, 253 y 255 del citado volumen),

E
[
I{ξ6x} exp(−η)

]
=

∫x

−∞

∫+∞

−∞
exp(−t )P(ξ,η)(d sd t ) =

=
∫x

−∞

∫+∞

−∞
exp(−t ) fξη(s, t )d sd t =

∫x

−∞
fξ(s)

[∫+∞

−∞
exp(−t ) fη|ξ(t |s)d t

]
d s =

=
∫x

−∞
fξ(s)

[∫+∞

−∞
exp(−t ) ·

1
√

2πV [η](1−ρ2)
·

·exp

(
−1

2(1−ρ2)V [η]

[
t −E [η]−ρ

√
V [η]

√
V [ξ]

(s −E [ξ])

]2)
d t

]
d s,

donde, recordamos, ρ = cov(ξ,η)/
√

V [ξ]V [η]. Se comprueba fácilmente
que la integral en la variable t , del corchete, es igual a, (véase el Problema
5.3, pág. 52),

exp

(
−E [η]−ρ

√
V [η]

√
V [ξ]

(s −E [ξ])+
1

2

(
1−ρ2)V [η]

)
.

Así,

E
[
I{ξ6x} exp(−η)

]
=

=
∫x

−∞
fξ(s)exp

(
−E [η]−ρ

√
V [η]

√
V [ξ]

(s −E [ξ])+
1

2

(
1−ρ2)V [η]

)
d s =

1
√

2πV [ξ]
·

·
∫x

−∞
exp

(
−E [η]−ρ

√
V [η]

√
V [ξ]

(s −E [ξ])+
1

2

(
1−ρ2)V [η]−

1

2V [ξ]
(s −E [ξ])2

)
d s =

= exp

(
−E [η]+

1

2
V [η]

)
·

1
√

2πV [ξ]
·
∫x

−∞
exp

(
−1

V [ξ]
(s −E [ξ]+cov(ξ,η))2

)
d s.

Finalmente, haciendo el cambio de variable z = [s−E [ξ]+cov(ξ,η)]/
√

V [ξ],
en la última integral, se concluye que

E
[
I{ξ6x} exp(−η)

]
= exp

(
−E [η]+

1

2
V [η]

)
Φ

(
x −E [ξ]+cov(ξ,η)

√
V [ξ]

)
.
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(4). Se tiene

E
[
I{ξ6x}ξexp(−η)

]
=

∫

Ω
I(ξ,η)−1((−∞,x]×R)ξexp(−η)dP =

=
∫

(ξ,η)−1((−∞,x]×R)
ξexp(−η)dP =

∫

(ξ,η)−1((−∞,x]×R)
h((ξ,η))dP,

donde h : R2 → R está definida por h(s, t ) = s exp(−t ), (s, t ) ∈ R
2. Entonces,

por el Teorema 3.4.28., (V. 2, pág. 189),

E
[
I{ξ6x}ξexp(−η)

]
=

∫x

−∞

∫+∞

−∞
s exp(−t )P(ξ,η)(d sd t ) =

=
∫x

−∞

∫+∞

−∞
s exp(−t ) fξη(s, t )d sd t =

∫x

−∞
s fξ(s)

[∫+∞

−∞
exp(−t ) fη|ξ(t |s)d t

]
d s.

Como se ha dicho, en la demostración de (3), la integral en la variable t del
corchete es igual a

exp

(
−E [η]−ρ

√
V [η]

√
V [ξ]

(s −E [ξ])+
1

2

(
1−ρ2)V [η]

)
.

Por tanto,

E
[
I{ξ6x}ξexp(−η)

]
=

=
∫x

−∞
s fξ(s)exp

(
−E [η]−ρ

√
V [η]

√
V [ξ]

(s −E [ξ])+
1

2

(
1−ρ2)V [η]

)
d s =

1
√

2πV [ξ]
·
∫x

−∞
s exp

(
−E [η]−ρ

√
V [η]

√
V [ξ]

(s −E [ξ])+

+
1

2

(
1−ρ2)V [η]−

(s −E [ξ])2

2V [ξ]

)
d s.

Como el argumento de la función exponencial, en la fórmula anterior, es:

−E [η]+
1

2
V [η]−

1

2V [ξ]
(s − (E [ξ]−cov(ξ,η)))2,
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se tiene que

E
[
I{ξ6x}ξexp(−η)

]
= exp

(
−E [η]+

1

2
V [η]

)
·

·
1

√
2πV [ξ]

∫x

−∞
s exp

(
−

1

2V [ξ]
(s − (E [ξ]−cov(ξ,η)))2

)
d s.

Haciendo el cambio de variable z = [s − (E [ξ]−cov(ξ,η))]/
√

V [ξ], en la in-
tegral anterior, se obtiene:

E
[
I{ξ6x}ξexp(−η)

]
= exp

(
−E [η]+

1

2
V [η]

)
·

·
1

p
2π

∫x̃

−∞
(z

√
V [ξ]+E [ξ]−cov(ξ,η))exp

(
−

z2

2

)
d z =

= exp

(
−E [η]+

1

2
V [η]

)[
(E [ξ]−cov(ξ,η))Φ(x̃)−

√
E [ξ]ϕ(x̃)

]
.

(5). Para probar que η es variable aleatoria Gaussiana en el espacio de pro-
babilidad (Ω,F ,Q), basta determinar su función de distribución, F Q

η , en
este espacio. Se tiene,

F Q
η (y) =Q

(
η−1((−∞, y])

)
=

∫

η−1((−∞,y])

exp(−λξ)

E [exp(−λξ)]
dP =

=
1

E [exp(−λξ)]

∫

η−1((−∞,y])
exp(−λξ)dP =

=
1

E [exp(−λξ)]
E [I{η6y} exp(−λξ)].

Ahora, por (3), intercambiando los papeles de ξ y η, obtenemos

E [I{η6y} exp(−λξ)] = exp

(
−λE [ξ]+

1

2
λ2V [ξ]

)
Φ(ỹ),

donde ỹ = (y − (E [η]−λcov(ξ,η)))/
√

V [η]. Así, por (2), se concluye que

F Q
η (y) =Φ(ỹ) =

1
p

2π

∫ỹ

−∞
exp

(
−

z2

2

)
d z.
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Finalmente, haciendo en la última integral el cambio de variable, z = [t −
E [η]+λcov(ξ,η)]/

√
V [η], se tiene

F Q
η (y) =

1√
2πV [η]

∫y

−∞
exp

(
−

(t −E [η]+λcov(ξ,η))2

V [η]

)
d t ,

que nos dice que η es variable aleatoria Gaussiana en el espacio de pro-
babilidad (Ω,F ,Q) con esperanza matemática EQ[η] = E [η]−λcov(ξ,η) y
varianza V Q [η] =V [η].
La última igualdad de (5) es consecuencia del Lema 6.2.3.(2), (pág. 18).

Aplicamos el apartado (5) del lema anterior tomando el espacio de pro-

babilidad (Ω,F ,P∗), el vector aleatorio Gaussiano,
(
ξ=

∫θ
0 r (s)d s,η= r (θ)

)
,

y dP1 = (exp(−ξ)/E∗[exp(−ξ)])dP∗ (como en la página 37, ya que por (6.29)

se tiene que P (t ,T ) = E∗
[

exp
(
−

∫T
t r (s)d s

)
|Ft

]
), y obtenemos que r (θ) es

variable aleatoria Gaussiana en (Ω,F ,P1) y

E1(r (θ)) =
∫

Ω
r (θ)dP1 =

E∗
[

r (θ)exp
(
−

∫θ
0 r (s)d s

)]

E∗
[

exp
(
−

∫θ
0 r (s)d s

)] =

=
1

P (0,θ)
E∗

[
r (θ)exp

(
−

∫θ

0
r (s)d s

)]
. (6.50)

Aplicamos, ahora, el apartado (5) del lema anterior tomando el espacio

(Ω,F ,P∗), el vector aleatorio Gaussiano,
(
ξ=

∫T
0 r (s)d s,η= r (θ)

)
y dP2 =

(exp(−ξ)/E∗[exp(−ξ)])dP∗ (como en la página 37, ya que por (6.29) se tie-

ne que P (t ,T ) = E∗
[

exp
(∫T

t r (s)d s
)
|Ft

]
), y obtenemos que r (θ) es varia-

ble aleatoria Gaussiana en (Ω,F ,P2) y

E2(r (θ)) =
1

P (0,T )
E∗

[
r (θ)exp

(
−

∫T

0
r (s)d s

)]
. (6.51)

Por otro lado, la fórmula (6.49) se escribe así:

V0 = P (0,T )
∫r ∗

θ

−∞
f2(x)d x −K P (0,θ)

∫r ∗
θ

−∞
f1(x)d x, (6.52)
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donde f2(x) es la densidad de r (θ) respecto a P2 y f1(x) es la densidad de
r (θ) respecto a P1. Como r (θ) es una variable aleatoria Gaussiana respecto
a P1 y P2, para determinar estas densidades es suficiente calcular la espe-
ranza matemática y la varianza de r (θ) respecto a P1 y a P2, puesto que
por la propia definición de variable aleatoria Gaussiana, la fórmula (6.52)
se puede poner de la siguiente forma:

V0 = P (0,T )Φ

(r ∗
θ
−m2

σ2

)
−K P (0,θ)Φ

(r ∗
θ
−m1

σ1

)
, (6.53)

donde m1 = E1[r (θ)], σ2
1 = V1[r (θ)], m2 = E2[r (θ)], σ2

2 = V2[r (θ)] y Φ(x) =∫x
−∞(1/

p
2π)exp

(
−y2/2

)
d y .

De (6.50) y (6.51), teniendo en cuenta que P (0,T ) = E∗
[

exp
(
−

∫T
0 r (s)d s

)]

y P (0,θ) = E∗
[

exp
(
−

∫θ
0 r (s)d s

)]
, se deduce que:

(1). m1 = E [r (θ)] = (1/P (0,θ))E∗
[

r (θ)exp
(
−

∫θ
0 r (s)d s

)]
=

E∗[r (θ)]−cov∗
(
r (θ),

∫θ
0 r (s)d s

)
.

(2). m2 = E [r (θ)] = (1/P (0,T ))E∗
[

r (θ)exp
(
−

∫T
0 r (s)d s

)]
=

E∗[r (θ)]−cov∗
(
r (θ),

∫T
0 r (s)d s

)
.

(3). σ2
1 =V1[r (θ)] = E1[(r (θ)−m1)2] = E1

[
r (θ)2

]
−m2

1 =V ∗[r (θ)].

(4). σ2
2 =V2[r (θ)] = E2[(r (θ)−m2)2] = E2

[
r (θ)2

]
−m2

2 =V ∗[r (θ)].

Así, (6.53) se convierte en

V0 = P (0,T )Φ




r ∗
θ
−E∗[r (θ)]+cov∗

(
r (θ),

∫T
0 r (s)d s

)

p
V ∗[r (θ)]


−

K P (0,θ)Φ




r ∗
θ
−E∗[r (θ)]+cov∗

(
r (θ),

∫θ
0 r (s)d s

)

p
V ∗[r (θ)]


 . (6.54)

Para calcular las esperanzas matemáticas, varianzas y covarianzas de la
fórmula (6.54), basta tener en cuenta que el proceso estocástico en el es-
pacio de probabilidad (Ω,F ,P∗), ξ∗t = r (t ) − b∗, t ∈ JT , donde b∗ = b −
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(λσ)/a, es solución de la ecuación diferencial estocástica (6.30), (pág. 37)
y aplicar el Teorema 4.9.12 (Proceso estocástico continuo de Ornstein-
Ulhenbeck)., (V. 3, pág. 165). Pues entonces, para todo t ∈ JT , la variable
aleatoria ξ∗t = r (t )−b∗ es (r (0)−b∗)exp(−at )+σexp(−at )

∫t
0 exp(au)dWu

que es Gaussiana con esperanza matemática E∗ [
ξ∗t

]
= (r (0)−b∗)exp(−at )

y varianza V ∗ [
ξ∗t

]
=

(
σ2/2a

)
· (1−exp(−2at )). Así,

(5). r (t ) = b∗+ (r (0)−b∗)exp(−at )+σexp(−at )
∫t

0 exp(au)dWu , t ∈ JT .

(6). E∗[r (t )] = b∗+ (r (0)−b∗)exp(−at ), t ∈ JT .

(7). V ∗[r (t )] =
(
σ2/2a

)
· (1−exp(−2at )), t ∈ JT , (V. 2, pág. 249).

(8). cov∗(r (t ),r (s)) = E∗(r (t )r (s))−E∗(r (t ))E∗(r (s)) =σ2 exp(−a(s + t )) ·
·E∗ [(∫t

0 exp(au)dWu
)(∫s

0 exp(au)dWu
)]
= ((σ2)/2a)exp(−a(s + t )) ·

· (exp(2a(t ∧ s))−1), ((5) de la página 103 de V. 2).

A partir de estas fórmulas, y teniendo en cuenta el teorema de Fubini (V. 2,
pág. 202), se tiene

(9). E∗ [∫t
0 r (s)d s

]
=

∫t
0 E∗[r (s)]d s =−((r (0)−b∗)/a)(exp(−at )−1)+b∗t .

(10). V ∗ [∫t
0 r (s)d s

]
=

∫t
0

∫t
0 cov∗(r (u),r (v))dud v =

=
(
σ2/a

)∫t
0

[∫v
0 (exp(a(u −v))−exp(u +v))du

]
d v =

=
(
σ2t

)
/a2 −

(
σ2/

(
2a3

))
(1−exp(−at ))2 −

(
σ2/a3

)
(1−exp(−at )).

(11). Para todo s, t ∈ JT con s 6 t , se tiene

cov∗
(
r (s),

∫t

0
r (u)du

)
=

∫t

0
cov∗(r (s),r (u))du =

σ2

2a2
·

·
(
(1−exp(−as))2 +1−exp(as −at )+exp(−as −at )−exp(−2as)

)
.

Así, la fórmula (6.54) se escribe de la siguiente manera:

V0 = P (0,T )Φ (d+)−K P (0,θ)Φ (d−) , (6.55)
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donde

d+ =
1

√
σ2

2a (1−exp(−2aθ))
· [r ∗

θ − (r (0)exp(−aθ)−b∗ exp(−aθ)+b∗+

+
σ2

2a2
(1−exp(−2a))2 −

σ2

2a2
(1−exp(−2aθ))(1−exp(−a(T −θ))))],

d− =
1

√
σ2

2a (1−exp(−2aθ))
· [r ∗

θ − (r (0)exp(−aθ)−b∗ exp(−aθ)+b∗+

+
σ2

2a2
(1−exp(−2a))2)], P (0,T ) = E∗

[
exp

(
−

∫T

0
r (s)d s

)]
,

P (0,θ) = E∗
[

exp

(
−

∫θ

0
r (s)d s

)]
.

Put europeo sobre un bono cupón-cero

Consideremos ahora un put europeo de vencimiento θ y precio de ejerci-
cio K , sobre un bono cupón-cero de vencimiento T > θ, en el modelo de
Vasiček. Dicho put viene representado por h = (K −P (θ,T ))+ = máx{K −
P (θ,T ),0}. Se prueba que se cumplen las hipótesis del Teorema 6.3.7., (pág.

32). Entonces, Vt = E∗
[

exp
(
−

∫θ
t r (s)d s

)
·h|Ft

]
es el precio de la opción h

en el tiempo t ∈ Jθ y

V0 = K E∗ [
I{P(θ,T )<K }B(θ)

]
−E∗ [

I{P(θ,T )<K }B(θ)P (θ,T )
]
=

= K E∗ [
I{P(θ,T )<K }B(θ)

]
−E∗ [

I{P(θ,T )<K }B(T )
]

. (6.56)

Se prueba fácilmente que {P (θ,T ) < K } =
{
r (θ) > r ∗

θ

}
. Así, la fórmula 6.56

se convierte en

V0 = K E∗
[

I{
r (θ)>r ∗

θ

}B(θ)

]
−E∗

[
I{

r (θ)>r ∗
θ

}B(T )

]
. (6.57)
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Aplicando el Lema 6.5.1., (pág. 43), a (6.57), nos queda:

V0 = K P (0,θ)Φ



−r ∗

θ
−E∗[r (θ)]+cov∗

(
r (θ),

∫θ
0 r (s)d s

)

p
V ∗[r (θ)]


−

−P (0,T )Φ



−r ∗

θ
−E∗[r (θ)]+cov∗

(
r (θ),

∫T
0 r (s)d s

)

p
V ∗[r (θ)]


 , (6.58)

que es el precio del put europeo h, en el tiempo 0, en el modelo Vasiček.

Ejercicios y Problemas

5.1. Probar que, en el modelo de Vasiček, un call europeo, h = (P (θ,T )−
K )+ de vencimiento θ y precio de ejercicio K sobre un bono cupón-cero
de vencimiento T > θ cumple las hipótesis del Teorema 6.3.7., (pág. 32).
Indicación: Utilizar el Problema 4.1, (pág. 41).

5.2. Probar que, en el modelo de Vasiček, un put europeo, h = (K−P (θ,T ))+
de vencimiento θ y precio de ejercicio K sobre un bono cupón-cero de ven-
cimiento T > θ cumple las hipótesis del Teorema 6.3.7., (pág. 32).
Indicación: Utilizar el Problema 4.1, (pág. 41).

5.3. Probar la afirmación de la página 46:

∫+∞

−∞
exp(−t ) fη|ξ(t |s)d t = exp

[
−E [η]−ρ

√
V [η]

√
V [ξ]

(s −E [ξ])+
1

2

(
1−ρ2)V [η]

]
.

6.6. El modelo de Hull-White

En 1990 J. Hull y A. White, [33], generalizan el modelo de Vasicek conside-
rando el caso en que los coeficientes a, b∗ y σ de la ecuación (6.23) sean
funciones deterministas en lugar de constantes. Para el estudio del modelo
de Hull-White se necesitan resultados más generales que los de Ornstein-
Ulhenbeck, que se establecen a continuación.
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Teorema 6.6.1. Sean
(
Ω,F , {Ft }t∈J∞ ,P

)
una base estocástica y W̃ = {Wt }t∈J∞

un proceso estocástico de Wiener, en (Ω,F ,P ), respecto a {Ft }t∈J∞ y a P.
Sean a,b,σ : J∞ → J∞ funciones localmente acotadas (es decir, acotadas en
cualquier intervalo acotado). Entonces, para todo T > 0, la ecuación dife-
rencial estocástica

drt = (a(t )−b(t )rt )d t +σ(t )dWt , con condición inicial r0, t ∈ JT , (6.59)

(r0 constante real), tiene como solución única

rt = exp

(
−

∫t

0
b(s)d s

)[
r0 +

∫t

0
a(s)exp

(∫s

0
b(u)du

)
d s

]
+

exp

(
−

∫t

0
b(s)d s

)∫t

0
exp

(∫s

0
b(u)du

)
σ(s)dWs, t ∈ JT . (6.60)

Además,

(a). Para todo t ∈ JT , rt es una variable aleatoria Gaussiana, en (Ω,F ,P ),
tal que

(a1). E [rt ] = exp
(
−

∫t
0 b(s)d s

)[
r0 +

∫t
0 a(s)exp

(∫s
0 b(u)du

)
d s

]
.

(a2). V [rt ] = cov (rt ,rt ) =
= exp

(
−2

∫t
0 b(u)du

)∫t
0 exp

(
2
∫s

0 b(u)du
)
σ(s)2d s =

=
∫t

0 σ(s)2
[
exp

(
−

∫t
0 b(u)du +

∫s
0 b(u)du

)]2
d s.

(a3). cov(rs ,rt ) =
= exp

(
−

∫t
0 b(u)du −

∫s
0 b(u)du

)∫t∧s
0 exp

(
2
∫u

0 b(v)d v
)
σ(u)2du.

(b). El proceso estocástico r̃ = {rt }t∈JT es Gaussiano.

(c). r̃ = {rt }t∈JT
es un proceso de Markov, en (Ω,F ,P ), respecto a {Ft }t∈JT

y
a P.

(d). Para todo t ∈ JT , la variable aleatoria, en (Ω,F ,P ), ζt =
∫t

0 rs d s es
Gaussiana con

E [ζt ] = r0

∫t

0
exp

(
−

∫s

0
b(y)d y

)
d s+

+
∫t

0

[∫s

0
a(u)exp

(
−

∫s

0
b(y)d y +

∫u

0
b(y)d y

)
du

]
d s, (6.61)
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V [ζt ] = 2
∫t

0

∫u

0

∫s

0
σ(y)2·

·exp

(
−

∫s

0
b(v)d v −

∫u

0
b(v)d v +2

∫y

0
b(v)d v

)
dud sd y. (6.62)

Demostración. Que para todo T > 0 la ecuación (6.59) tiene solución única
es consecuencia de la Proposición 4.9.11., (V. 3, pág. 163).
Para determinar la solución de (6.59) procedemos de la siguiente forma:
Para cada t ∈ JT , tomamosκt =

∫t
0 b(u)du y ξt = exp(κt ) = exp

(∫t
0 b(u)du

)
.

Entonces, dξt = ξt b(t )d t , t ∈ JT , y por la fórmula de integración por partes
estocástica, (V. 3, pág. 144):

d (rtξt ) = [ξt (a(t )−b(t )rt )+ rt b(t )ξt ]d t +ξtσ(t )dWt ,

es decir,
d (rtξt ) = a(t )ξt d t +σ(t )ξt dWt

o bien

rtξt = r0ξ0 +
∫t

0
ξs a(s)d s +

∫t

0
σ(s)ξsdWs .

Así, para todo t ∈ JT ,

rt = exp

(
−

∫t

0
b(s)d s

)
·

·
[

r0 +
∫t

0
a(s)exp

(∫s

0
b(u)du

)
d s +

∫t

0
σ(s)exp

(∫s

0
b(u)du

)
dWs

]
,

lo cual prueba la primera parte del teorema.

(a). Por lo demostrado anteriormente, tenemos que para todo t ∈ JT ,

rt = g (t )+exp

(
−

∫t

0
b(u)du

)∫t

0
h(s)dWs,

donde

g (t ) = exp

(
−

∫t

0
b(u)du

)[
r0 +

∫t

0
a(s)exp

(∫s

0
b(u)du

)
d s

]
y

h(s)=σ(s)exp

(∫s

0
b(u)du

)
.
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Por el Ejemplo 2 de la página 160 de V. 3, para todo t ∈ JT ,

ηt = exp

(
−

∫t

0
b(u)du

)∫t

0
h(s)dWs

es una variable aleatoria Gaussiana con esperanza matemática E
[
ηt

]
= 0

y varianza σ2 =V
[
ηt

]
= exp

(
−2

∫t
0 b(u)du

)∫t
0 h(s)2d s. Así, por lo dicho en

la página 300 de V. 2, para todo t ∈ JT , la función característica de ηt es

ϕηt (s)= E
[
exp

(
i sηt

)]
= exp

(
−

1

2
s2σ2

)
, s ∈R.

Por otro lado, por (1) de la página 276 de V. 2, la función característica de
rt = g (t )+ηt es

ϕrt (s)= exp(i sg (t ))ϕηt (s) = exp

(
i sg (t )−

1

2
s2σ2

)
.

Así, por la Definición 3.12.1., (V. 2, pág. 300), rt es una variable aleatoria
Gaussiana con E [rt ] = g (t ) y V [rt ] =σ2.

(a1). En (a) se ha probado que, para todo t ∈ JT ,

E [rt ] = g (t ) = exp

(
−

∫t

0
b(u)du

)[
r0 +

∫t

0
a(s)exp

(∫s

0
b(u)du

)
d s

]
.

(a2). En (a) se ha probado que, para todo t ∈ JT ,

V [rt ] =σ2 = exp

(
−2

∫t

0
b(u)du

)∫t

0
σ(s)2 exp

(
2
∫s

0
b(u)du

)
d s,

es decir,

V [rt ] =
∫t

0
σ(s)2

[
exp

(
−

∫t

0
b(u)du +

∫s

0
b(u)du

)]2

d s.
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(a3). Con las notaciones de (a) y teniendo en cuenta (a1):

cov (rs ,rt ) = E [(rs −E [rs]) · (rt −E [rt ])] =
= E [rsrt ]−E [rs ]E [rt ] = E

[(
g (s)+ηs

)(
g (t )+ηt

)]
− g (s)g (t )=

= g (s)g (t )+ g (s)E
[
ηt

]
+ g (t )E

[
ηs

]
+E

[
ηsηt

]
− g (s)g (t )=

= E
[
ηsηt

]
= exp

(
−

∫s

0
b(u)du −

∫t

0
b(u)du

)
·

·E
[(∫s

0
σ(u)exp

(∫u

0
b(v)d v

)
dWu

)
·

·
(∫t

0
σ(u)exp

(∫u

0
b(v)d v

)
dWu

)]
=

= exp

(
−

∫s

0
b(u)du −

∫t

0
b(u)du

)∫s∧t

0
σ(u)2 exp

(
2
∫u

0
b(v)d v

)
du,

donde para obtener la última igualdad se ha utilizado (5) de la pági-
na 103 de V. 3, el Teorema 3.4.18., (V. 2, pág. 178), y la propiedad de
proceso estocástico con incrementos independientes y estacionario
de W̃ , (V. 3, páginas 78 y 83).

(b). r̃ = {rt }t∈JT
es un proceso estocástico Gaussiano. En efecto:

Sean λ1,...,λn números reales y 0 6 t1 < ... < tn 6 T . Entonces, para todo
i ∈ {1, ...,n},

rti = E
[
rti

]
+

∫T

0
I{s6ti } exp

(
−

∫t

0
b(u)du

)
h(s)dWs = E

[
rti

]
+

∫T

0
fi (s)dWs .

Por tanto,

λ1rt1 + ...+λn rtn =Σn
i=1λi E

[
rti

]
+

∫T

0

(
n∑

i=1
λi fi (s)

)
dWs = m +

∫T

0
f (s)dWs ,

lo cual implica, como se ha visto en la demostración de (a), que λ1rt1 + ...+
λnrtn es una variable aleatoria con esperanza matemática m=Σn

i=1λi E
[
rti

]

y varianza
∫T

0 f (s)2d s.

(c). Es consecuencia del Teorema 4.9.13., (V. 3, pág. 170).
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(d). Que ζt , t ∈ JT es una variable aleatoria Gaussiana es consecuencia del
Teorema 3.12.4.(d), (V. 2, pág. 304), ya que la integral que la define es límite
de sumas de Riemann que son variables aleatorias Gaussianas, (Teorema
3.12.3., (V. 2, pág. 303)). Para el cálculo de la esperanza matemática de ζt

utilizamos el teorema de Fubini, (Teorema 3.4.36., (V.2, pág. 202)):

E [ζt ] =
∫

Ω

(∫t

0
rs d s

)
dP =

∫t

0

(∫

Ω
rsdP

)
d s =

∫t

0
E [rs ]d s =

=
∫t

0
exp

(
−

∫s

0
b(y)d y

)(
r0 +

∫s

0
exp

(∫u

0
b(y)d y

)
a(u)du

)
d s =

= r0

∫t

0
exp

(
−

∫s

0
b(y)d y

)
d s+

+
∫t

0

[∫s

0
a(u)exp

(
−

∫s

0
b(y)d y +

∫u

0
b(y)d y

)
du

]
d s.

Finalmente, para todo t ∈ JT ,

V [ζt ] = cov (ζt ,ζt ) =
∫t

0

∫t

0
cov (ru ,rs)dud s =

=
∫t

0

∫t

0

(
exp

(
−

∫u

0
b(v)d v −

∫s

0
b(v)d v

)
·

·
∫u∧s

0
exp

(
2
∫y

0
b(v)d v

)
σ(y)2d y

)
dud s =

= 2
∫t

0

∫u

0

∫s

0
σ(y)2 exp

(
−

∫u

0
b(v)d v −

∫s

0
b(v)d v +2

∫y

0
b(v)d v

)
dud sd y.

A continuación describimos el modelo de Hull-White (o modelo gene-
ralizado de Vasičeck) de las estructuras temporales de los tipos de interés.
Nos situamos en el escenario de incertidumbre, de las páginas 16 y 17, con

la hipótesis (H) y Ft =
(
F

W̃
t

)P
, t ∈ JT . Consideramos el proceso estocás-

tico q̃ =
{

qt
}

t∈JT
de la Proposición 6.2.5., (pág. 20), y el proceso de Wie-

ner W̃ ∗ =
{
W ∗

t =Wt −
∫t

0 qs d s
}

t∈JT
, en (Ω,F ,P∗), respecto a {Ft }t∈JT

y a
P∗, (véase la Observación de la página 25). Finalmente, suponemos que
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el proceso estocástico r̃ = {rt }t∈JT es solución de la ecuación diferencial
estocástica

drt = (a(t )−b(t )rt )d t +σ(t )dW ∗
t , con condición inicial r0, t ∈ JT , (6.63)

donde, a(t ), b(t ) y σ(t ) son funciones localmente acotadas de J∞ en J∞, y
r0 es una constante real.

Por la Proposición 6.2.2.(2), (pág. 17), se tiene que, para todo u ∈ JT ,

P (t ,u) = E∗
[

exp

(
−

∫u

t
rsd s

)
|Ft

]
. (6.64)

En particular, para todo u ∈ JT ,

P (0,u)= E∗
[

exp

(
−

∫u

0
rsd s

)
|F0

]
= E∗

[
exp

(
−

∫u

0
rsd s

)]
. (6.65)

Ponemos ζu =
∫u

0 rsd s. Entonces, por el teorema anterior, sabemos que
ζu es una variable aleatoria Gaussiana en (Ω,F ,P∗) con esperanza ma-
temática, E∗ [ζu], dada por la fórmula (6.61) y varianza, V ∗ [ζu], dada por
la fórmula (6.62). Entonces, por la Proposición 3.4.30., (V. 2, pág. 191), se
tiene

E∗
[

exp

(
−

∫u

0
rsd s

)]
= E∗ [

exp(−ζu)
]
=

=
1

√
2πV ∗ [ζu]

∫+∞

−∞
exp(x)exp

(
−

(x +E∗ [ζu])2

2V ∗ [ζu]

)
d x.

En la última integral se hace el cambio x = −E∗ [ζu]+ y
√

V ∗ [ζu], y se ob-
tiene

E∗ [
exp(−ζu)

]
=

1
p

2π

∫+∞

−∞
exp

(
y
√

V ∗ [ζu]−E∗ [ζu]
)

exp

(
−

y2

2

)
d y

Así, por la fórmula (6.36), (pág. 39), se deduce

P (0,u) = E∗ [
exp(−ζu)

]
= exp

(
−E∗ [ζu]+

V ∗ [ζu]

2

)
. (6.66)
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Se introduce la siguiente notación: Para todo u ∈ JT , con 0 < u, y todo t ∈
Ju ,

B(t ,u) =
∫u

t
exp

(
−

∫v

0
b(z)d z +

∫t

0
b(z)d z

)
d v (6.67)

A(t ,u) =
∫u

t

(∫v

t
a(s)exp

(∫s

0
b(z)d z −

∫v

0
b(z)d z

)
d s

)
d v−

−
∫u

t

(∫v

t

[∫s

t
σ(y)2 exp

(
−

∫s

0
b(z)d z −

∫v

0
b(z)d z+

+2
∫y

0
b(z)d z

)
d y

]
d s

)
d v. (6.68)

Entonces, teniendo en cuenta las fórmulas (6.61) y (6.62), el valor en t = 0
del bono cupón-cero de vencimiento u, P (0,u), en el modelo Hull-White
dado por (6.66), se escribe de la siguiente forma:

P (0,u) = exp(−r0B(0,u)− A(0,u)) , u ∈ JT . (6.69)

Para el caso general de determinación de P (t ,u), t ∈ Ju , (u ∈ JT ), precio
en el tiempo t de un bono cupón-cero de vencimiento u (en el modelo
Hull-White), seguimos las pautas marcadas en la sección 6.4 (modelo de
Vasiček).
Por lo dicho en la página 58, tenemos que

P (t ,u) = E∗
[

exp

(
−

∫u

t
rsd s

)
|Ft

]
,

donde r̃ = {rt }t∈JT es solución única de la ecuación diferencial estocástica
(6.63),

drt = (a(t )−b(t )rt )d t +σ(t )dW ∗
t , con condición inicial r0.

Por tanto, por la Observación 1 de la página 171 de V. 3, se tiene que

P (t ,u) = E∗
[

exp

(
−

∫u−t

0
r 0,x

s d s

)]
|x=rt , x ∈R, (6.70)

donde r v,x
s , v 6 s, (flujo estocástico de la ecuación diferencial estocástica

(6.63)), es la solución única de la ecuación diferencial estocástica

r v,x
s = x +

∫s

v

(
a(z)−b(z)r v,x

z

)
d z +

∫s

v
σ(z)dW ∗

z , v 6 s, x ∈R. (6.71)
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Ponemos F (θ, x) = E∗
[

exp
(
−

∫
0 r 0,x

s d s
)]

, x ∈ R, θ ∈ Ju . Así, tenemos la fór-

mula F (u − t , x) = E∗ [
exp

(
−

∫u−t
0 r − s0,x d s

)]
, y por (6.70)

F (u − t ,rt ) = E∗
[

exp

(
−

∫u−t

0
r 0,x

s d s

)]
|x=rt = P (t ,u). (6.72)

Calculemos F (θ, x): r 0,x
s

(
= r x

s

)
, s ∈ Ju , es la solución única de la ecuación

diferencial estocástica

dξt = (a(t )−b(t )ξt )d t +σt dW ∗
t con condición inicial ξ0 = x. (6.73)

Por el Teorema 6.6.1., (pág. 53), r̃ x =
{
r x

s

}
s∈Ju

es un proceso estocástico
Gaussiano (con trayectorias continua). Explícitamente, para todo t ∈ Ju ,

r x
s = exp

(
−

∫s

0
b(y)d y

)[
x +

∫s

0
a(z)exp

(∫z

0
b(y)d y

)
d z

]
+

+exp

(
−

∫s

0
b(y)d y

)∫s

0
σ(z)exp

(∫z

0
b(y)d y

)
dW ∗

z , s ∈ Ju , (6.74)

E∗ [
r x

s

]
= exp

(
−

∫s

0
b(y)d y

)[
x +

∫s

0
a(z)exp

(∫z

0
b(y)d y

)
d z

]
(6.75)

V ∗ [
r x

s

]
= exp

(
−2

∫s

0
b(y)d y

)∫s

0
σ(z)2 exp

(
2
∫z

0
b(y)d y

)
d z, (6.76)

y para λ1,...,λn , números reales, y 0 6 t1 < ... < tn 6 u, la variable aleatoria
λ1r x

t1
+...+λnr x

tn
es una variable aleatoria Gaussiana, (apartado (b) del teo-

rema).
Además, por el apartado (c) de dicho teorema ζx

θ
=

∫θ
0 r x

s d s es una variable
aleatoria Gaussiana con

E∗ [
ζx
θ

]
=

∫θ

0
exp

(
−

∫s

0
b(y)d y

)[
x +

∫s

0
a(z)exp

(∫z

0
b(y)d y

)
d z

]
d s,

(6.77)

V ∗ [
ζx
θ

]
= 2

∫θ

0

∫z

0

∫v

0
σ(y)2·

·exp

(
−

∫v

0
b(s)d s −

∫z

0
b(s)d s +2

∫y

0
b(s)d s

)
d zd vd y. (6.78)
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Así, por lo dicho en la página 38,

F (θ, x) = E∗
[

exp

(
−

∫θ

0
r x

s d s

)]
= exp

(
−E∗ [

ζx
θ

]
+

1

2
V ∗ [

ζx
θ

])
, (6.79)

y sustituyendo la esperanza matemática y la varianza por sus valores dados
por las fórmulas (6.77) y (6.78), respectivamente,

P (t ,u) = F (u − t ,rt ) = exp

(
−rt

∫u−t

0
exp

(
−

∫s

0
b(y)d y

)
d s+

−
∫u−t

0

∫s

0
a(z)exp

(
−

∫s

0
b(y)d y +

∫z

0
b(y)d y

)
d zd s+

+
∫u−t

0

∫z

0

∫v

0
σ(y)2 exp

(
−

∫v

0
b(τ)dτ−

∫z

0
b(τ)dτ+2

∫y

0
b(τ)dτ

)
d zd vd y

)
.

Finalmente, haciendo el cambio de variable s̄ = s+ t en la fórmula anterior
y teniendo en cuenta las fórmulas (6.67) y (6.68), se obtiene

P (t ,u) = exp(−rt B(t ,u)− A(t ,u)) , t ∈ Ju , u ∈ JT . (6.80)

Los modelos de estructuras temporales de tipos de interés que cumplen
una ecuación del tipo de la (6.80) se les llaman afines, (véase el Problema
12. 1, pág. 98).

Ejercicios y Problemas

6.1. Probar que el modelo de Vasiček es un caso particular del modelo de
Hull-White, y obtener la ecuación (6.21) a partir de la ecuación (6.63) par-
ticularizada para obtener el primer modelo.

6.2. Probar que a partir de la ecuación (6.80) y la fórmula de Itô, (Teorema
4.8.5., (V. 3, pág. 128)), se obtiene la ecuación diferencial estocástica

dP (t ,u) = P (t ,u)

[
−
∂A(t ,u)

∂t
−
∂B(t ,u)

∂t
rt −B(t ,u)(a(t )−b(t )rt )+

1

2
B(t ,u)2σ(t )2

]
d t −P (t ,u)B(t ,u)σ(t )dW ∗

t , t ∈ Ju .
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6.7. Opciones sobre bonos en el modelo de Hull-
White

Consideramos un call europeo de vencimiento θ y precio de ejercicio K ,
sobre un bono cupón-cero de vencimiento T > θ en el modelo Hull-White.
Dicho call viene representado por h = (P (θ,T )−K )+.
Se prueba que se cumplen las hipótesis del Teorema 6.3.7., (pág. 32). En-
tonces, el precio de la opción h en el tiempo t ∈ Jθ es

Vt = E∗
[

exp

(
−

∫θ

t
r (s)d s

)
·h|Ft

]
=

= E∗
[

exp

(
−

∫θ

t
r (s)d s

)
(exp(−r (θ)B(θ,T )− A(θ,T ))−K )+|Ft

]
, (6.81)

y para t = 0

V0 = E∗
[

exp

(
−

∫θ

0
r (s)d s

)
(exp(−r (θ)B(θ,T )− A(θ,T )−K ))+|F0

]
=

= E∗
[

I{P(θ,T )>K } exp

(
−

∫θ

0
r (s)d s

)
(P (θ,T )−K )

]
=

= E∗
[

I{P(θ,T )>K } exp

(
−

∫θ

0
r (s)d s

)
P (θ,T )

]
−

−K E∗
[

I{P(θ,T )>K } exp

(
−

∫θ

0
r (s)d s

)]
, (6.82)

donde, como sabemos, P (θ,T ) = exp(−r (θ)B(θ,T )− A(θ,T )), ((6.80)). Evi-
dentemente, se tiene la igualdad de sucesos,

{P (θ,T ) > K } = {−r (θ)B(θ,T ) <−A(θ,T ) > ln(K )} =
{
r (θ) < r ∗

θ

}
, (6.83)

donde

r ∗
θ =

ln(K )+ A(θ,T )

B(θ,T )
. (6.84)

Así, si ponemos B(t ) = exp
(
−

∫t
0 r (s)d s

)
, t ∈ JT , se tiene que

V0 = E∗
[

I{r (θ)<r ∗
θ

}B(θ)P (θ,T )
]
−K E∗

[
I{r (θ)<r ∗

θ
}B(θ)

]
. (6.85)
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Perfeccionamos la fórmula (6.85): Sabemos que

I{r (θ)<r ∗
θ

}E
∗ [B(T )P (T,T )|Fθ] = I{r (θ)<r ∗

θ
}B(θ)P (θ,T ),

de donde, absorbiendo el factor I{r (θ)<r ∗
θ

} y tomando esperanzas matemá-
ticas, se tiene

E∗
[

I{r (θ)<r ∗
θ

}B(T )
]
= E∗

[
I{r (θ)<r ∗

θ
}B(θ)P (θ,T )

]
.

De esta forma, la fórmula (6.85) se convierte en

V0 = E∗
[

I{r (θ)<r ∗
θ

}B(T )
]
−K E∗

[
I{r (θ)<r ∗

θ
}B(θ)

]
. (6.86)

Entonces, aplicando el Lema 6.5.1., (pág. 43), se obtiene

V0 = exp

(
1

2
V ∗

[∫T

0
r (s)d s

]
−E∗

[∫T

0
r (s)d s

])
Φ (x̃)−

−K exp

(
1

2
V ∗

[∫θ

0
r (s)d s

]
−E∗

[∫θ

0
r (s)d s

])
Φ

(
ỹ
)

, (6.87)

donde

x̃ =
r ∗
θ
−

(
E∗[r (θ)]−cov∗

(
r (θ),

∫T
0 r (s)d s

))

p
V ∗[r (θ)]

,

ỹ =
r ∗
θ
−

(
E∗[r (θ)]−cov∗

(
r (θ),

∫θ
0 r (s)d s

))

p
V ∗[r (θ)]

,

Φ(z) =
1

p
2π

∫z

−∞
exp

(
−

t 2

2

)
d t .

Ahora, teniendo en cuenta la fórmula (6.66),

V0 = P (0,T )Φ(x̃)−K P (0,θ)Φ(ỹ). (6.88)

Para abreviar la escritura de las fórmulas que nos darán expresiones más
explícitas de x̃ y de ỹ , escribimos

k(t ) = exp

(
−

∫t

0
b(u)du

)
, t ∈ JT .

Con esta notación:
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(1). E∗[r (θ)] = k(θ)
[

r0 +
∫θ

0
a(s)
k(s) d s

]
, ((a1), pág. 53).

(2). V ∗[r (θ)] =
∫θ

0 σ(s)2
(

k(θ)
k(s)

)2
d s, ((a2), pág. 53).

(3). cov∗
(
r (θ),

∫θ
0 r (u)du

)
=

= E∗
[

r (θ)
∫θ

0 r (u)du
]
−E∗[r (θ)]E∗

[∫θ
0 r (u)du

]
=

=
∫θ

0 cov∗(r (θ),r (u))du =
∫θ

0

[∫u
0 σ(s)2 k(θ)k(u)

k(s)2 d s
]

du, ((a3), pág. 53).

(4). cov∗
(
r (θ),

∫T
0 r (u)du

)
= cov∗

(
r (θ),

∫θ
0 r (u)du +

∫T
θ r (u)du

)
=

= cov∗
(
r (θ),

∫θ
0 r (u)du

)
+cov∗

(
r (θ),

∫T
θ r (u)du

)
=

= cov∗
(
r (θ),

∫θ
0 r (u)du

)
+

∫T
θ cov∗(r (θ),r (u))du =

= cov∗
(
r (θ),

∫θ
0 r (u)du

)
+

∫T
θ

[∫θ
0 σ(s)2 k(θ)k(u)

k(s)2 d s
]

du.

A partir de estas fórmulas, se obtiene finalmente

V0 = P (0,T )Φ (d+)−K P (0,θ)Φ (d−) , (6.89)

donde

d± =
ln

(
P(0,T )

K P(0,θ)

)
± 1

2σ
2(θ,T )B(θ,T )2

σ(θ,T )B(θ,T )
,

σ(θ,T ) =

√∫T

θ

[∫T

s
σ(s)

k(u)

k(s)
du

]2

d s,

B(θ,T ) =
∫T

θ

k(v)

k(θ)
d v, (véase (6.67)).

Put europeo sobre un bono cupón-cero en el modelo Hull-White

Consideramos ahora un put europeo de vencimiento θ y precio de ejerci-
cio K , sobre un bono cupón-cero de vencimiento T > θ, en el modelo Hull-
White. Dicho put viene representado por h = (K −P (θ,T ))+ = (P (θ,T )−
K )+−P (θ,T )+K .
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En este caso, el precio del put europeo en el tiempo t = 0 está dado por la
fórmula

V0 = E∗
[

exp

(
−

∫θ

0
r (s)d s

)
·h

]
= E∗

[
exp

(
−

∫θ

0
r (s)d s

)
(P (θ,T )−K )+

]
−

−E∗
[

exp

(
−

∫θ

0
r (s)d s

)
P (θ,T )

]
+K E∗

[
exp

(
−

∫θ

0
r (s)d s

)]
=

= P (0,T )Φ (d+)−K P (0,θ)Φ (d−)−P (0,T )+K P (0,θ) = P (0,T ) (Φ (d+)−1)−
−K P (0,θ) (Φ (d−)−1) = K P (0,θ)Φ (−d−)−P (0,T )Φ (−d+) .

Opciones americanas en el modelo Hull-White

En el MFC definido por el modelo de Hull-White consideramos una opción
americana h̃ = {ht }t∈Jθ , (proceso estocástico en (Ω,F ,P ), medible, adap-
tado a {Ft }t∈Jθ y acotado inferiormente P-a.s.), con tiempo de ejercicio
θ sobre un bono cupón-cero de vencimiento T > θ, es decir, un contrato
que da derecho, a su poseedor, a comprar o vender un bono cupón-cero
de vencimiento T por la cantidad hτ(ω)(ω), donde τ es un tiempo de para-
da en (Ω,F ,P ) respecto a {Ft }t∈Jθ , (Definición 4.5.7., (V. 3, pág. 65)), con
τ(ω) 6 θ, ω ∈Ω, elegido por el poseedor de la opción.

Como el MFC definido por el modelo de Hull-White no tiene arbitrajes
y es completo, (pág. 34), por el Teorema 5.7.20., (V. 4, pág. 136), el precio
de opción americana h̃ en el tiempo t = 0 es

qa
(
h̃
)
= sup

τ∈P0,θ

E∗
[

exp

(
−

∫τ

0
r (s)d s

)
h̃τ

]
, (6.90)

donde P0,θ = {τ : τ es tiempo de parada en (Ω,F ,P ) respecto a {Ft }t∈Jθ
con 0 6 τ(ω) 6 θ, ω ∈Ω}.

Casos particulares:
(I). Call americano. En el caso de un call americano, con tiempo de ejer-
cicio θ y precio K , se tiene

h̃ = {ht = (P (t ,T )−K )+}t∈Jθ .
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Por la hipótesis (H), (pág. 17), se verifica que

{
P (t ,T ) = exp

(
−

∫t

0
r (s)d s

)
P (t ,T )

}

t∈Jθ

es una martingala en (Ω,F ,P∗) respecto a {Ft }t∈Jθ y a P∗. Por tanto,

{
exp

(
−

∫t

0
r (u)du

)
(P (t ,T )−K )

}

t∈Jθ

es una submartingala en (Ω,F ,P∗) respecto a {Ft }t∈Jθ y a P∗. En efecto:
Para todo t , s ∈ Jθ con s < t y todo A ∈Fs ,

∫

A
exp

(
−

∫t

0
r (u)du

)
(P (t ,T )−K )dP =

=
∫

A
exp

(
−

∫t

0
r (u)du

)
P (t ,T )dP −K

∫

A
exp

(
−

∫t

0
r (u)du

)
dP =

=
∫

A
exp

(
−

∫s

0
r (u)du

)
P (s,T )dP −K

∫

A
exp

(
−

∫t

0
r (u)du

)
dP >

>

∫

A
exp

(
−

∫s

0
r (u)du

)
P (s,T )dP −K

∫

A
exp

(
−

∫s

0
r (u)du

)
dP =

=
∫

A
exp

(
−

∫s

0
r (u)du

)
(P (s,T )−K )dP,

(véase la página 59 de V. 3). Ahora, por la desigualdad de Jensen, (V. 2, pág.
180), se concluye que

{
exp

(
−

∫t

0
r (u)du

)
(P (t ,T )−K )+

}

t∈Jθ

es una submartingala en (Ω,F ,P∗) respecto a {Ft }t∈Jθ y a P∗.
Finalmente, por el Teorema 4.5.18., (V. 3, pág 76), se tiene

qa
(
h̃
)
= sup

τ∈P0,θ

E∗
[

exp

(
−

∫τ

0
r (s)d s

)
(P (τ,T )−K )+

]
=

= E∗
[

exp

(
−

∫θ

0
r (s)d s

)
(P (θ,T )−K )+

]
=V0, (6.91)
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que es valor en t = 0 del call europeo de vencimiento θ y precio de ejerci-
cio K sobre un bono cupón-cero de vencimiento T , (véase la página 64).
Así, el call americano coincide con el call europeo, (resultado análogo al
establecido en el V. 4, en el modelo BSM, para opciones sobre acciones).

Put americano. La fórmula (6.90) nos dice que el problema de dar pre-
cio a una opción americana sobre un bono cupón-cero es un problema de
tiempo de parada óptimo. En el caso de un call americano se ha resuel-
to fácilmente como se ha visto anteriormente, pero en el caso de un put
americano la obtención de una solución analítica es muy complicada y
posiblemente imposible. Sin embargo, existen resultados parciales y bue-
nos procedimientos de aproximación. A continuación se expone uno de
estos resultados, sin demostraciones (la prueba detallada puede verse en
[41]).

Consideramos las variables aleatorias

Y ∗(t ,r ) = sup
τ∈P t ,θ

E∗
t ,r

[
exp

(
−

∫
−tτr (u)du

)
(K −P (τ,T ))+

]
,

donde E∗
t ,s es la esperanza condicionada de la variable aleatoria del cor-

chete, respecto de la condición r (t ) = r , y P t ,θ es el conjunto de los tiem-
pos de parada, τ en (Ω,F ,P∗) respecto a {Fs }s∈Jθ y a P∗, tales que t 6

τ(ω) 6 θ, ω ∈Ω.
Ponemos

C T =
{
(t ,r ) : Y ∗

t ,r > (K −P (t ,T ))+, 0 6 t < T, r > 0
}

y
DT =

{
(t ,r ) : Y ∗

t ,r = (K −P (t ,T ))+, 0 6 t < T, r > 0
}

.

Se prueba que existe una función r ∗(t ) tal que

C T =
{
(t ,r ) : r (t ) < r ∗(t ), 0 6 t < T, r > 0

}
,

DT =
{
(t ,r ) : r (t ) > r ∗(t ), 0 6 t < T, r > 0

}
.

Se verifica

V a
0 =V e

0 +K
∫θ

0
P (0, s)

[
Φ

(
−ν∗(0, s)

)
f (0, s)+σ(0, s)ϕ

(
ν∗(0, s)

)]
d s, (6.92)
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donde,

V a
0 es el precio de la opción americana en t = 0,

V e
0 es el precio de la opción europea en t = 0,

f (s, t ) =−∂ ln(P/t ,s)
∂s ,

ν∗(t , s) = r ∗(s)− f (s,t)
σ(t ,s) ,

σ2(t , s)=V ∗[r (s)|r (t ) = r ] = E∗ [
r (s)2|r (t ) = r

]
− (E∗[t (s)|r (t ) = r ])2 ,

ϕ(x) = 1p
2π

exp
(
− x2

2

)
, x ∈R.

Ejercicios y Problemas

7.1. Probar las igualdades (6.83) de la página 62.

7.2. En el modelo de Hull-White b(t ) = 0,04 y σ(t ) = 0,01. Calcular el precio
de un call europeo de vencimiento θ = 1 año y precio de ejercicio 60 Euros,
sobre un bono cupón-cero de vencimiento T = 5 años y valor nominal 100
Euros, suponiendo que la estructura temporal de los tipos de interés es
plana con tipo de interés constante del 0,1.

6.8. Modelo de Ho-Lee

En el año 1986, T. Ho y S. Lee estudiaron, en [31], el caso particular del
modelo de Hull-White en el que la ecuación (6.63) se reduce a

dr (t ) = a(t )d t +σdW ∗
t , condición inicial r (0) = r0, (6.93)

con r0 y σ números reales positivos y a(t ) función determinista.
Como consecuencia de los resultados obtenidos para el modelo de Hull-
White, se tienen las siguientes fórmulas y propiedades del modelo de Ho-
Lee:

(1). r (t ) = r0 +
∫t

0 a(u)du +σW ∗
t , t ∈ JT ,

r (t ) = r (s)+
∫t

s a(u)du +σ
(
W ∗

t −W ∗
s

)
, t , s ∈ JT .

(Teorema 6.6.1., (pág. 53) y Ejemplo 1, (V. 3, pág. 102)).

(2). r̃ = {rt }t∈JT es un proceso estocástico Gaussiano tal que E∗[r (t )] = r0+∫t
0 a(u)du y V ∗[r (t )] =σ2t , t ∈ JT , (Teorema 6.6.1., pág. 53).
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(3). E∗ [r (t )|Fs ] = r (s)+
∫t

s a(u)du, s, t ∈ JT con s < t , ((1); V. 2, página 221;
y V. 3, página 83).

(4). Para todo s, t ∈ JT con s < t , ((3); (1); V. 2, página 221; y V. 3, pág. 83),

V ∗ [r (t )|Fs ] = E∗
[(

r (t )−E∗ [r (t )|Fs ]
)2 |Fs

]
=

=σ2E∗
[(

W ∗
t −W ∗

s

)2 |Fs

]
=σ2(t − s).

(5). P (t ,u) = exp
(
−r (t )(u − t )+ σ2

6 (u − t )3 −
∫u

t

(∫v
t a(s)d s

)
d v

)
, t ∈ Ju , u ∈

JT , (véase (6.80)). Esta igualdad también se escribe como: P (t ,u) =
= exp

(
−r (t )(u − t )+ σ2

6 (u − t )3 −
∫u

t

(∫v
0 a(s)d s

)
d v + (u − t )

∫t
0 a(s)d s

)
.

(6). En Ju , u ∈ JT , se tiene la ecuación diferencial estocástica

dP (t ,u) = r (t )P (t ,u)d t−σ(u−t )P (t ,u)dW ∗
t , condición inicial P (0,u).

En efecto: Se tiene que P (t ,u) = exp(ξt ), t ∈ Ju , donde

ξt =−r (t )(u−t )+
σ2

6
(u−t )3−

∫u

t

(∫v

0
a(s)d s

)
d v+(u−t )

∫t

0
a(s)d s =

=−r0(u − t )−σ(u − t )W ∗
t +

σ2

6
(u − t )3 −

∫u

t

(∫v

0
a(s)d s

)
d v,

(para obtener la última igualdad, se ha utilizado (1)). Entonces, te-
niendo en cuenta la igualdad

∫t

0
sdW ∗

s = tW ∗
t −

∫t

0
W ∗

s d s,

(véase [63], pág. 37), se deduce que, para t ∈ Ju ,

ξt = ξ0+
∫t

0

[
r0 −

σ2

2
(u − s)2 +

∫s

0
a(v)d v +σW ∗

s

]
d s−

∫t

0
σ(u−s)dW ∗

s .

Ahora, se aplica el Teorema 4.8.5. (Fórmula de Itô), (V. 3, pág. 128),
al proceso estocástico {ξt }t∈Ju

, tomando f (t , x) = exp(x), y se obtiene

dP (t ,u) =

=
[

P (t ,u)

(
r0 −

σ2

2
(u − t )2 +

∫t

0
a(v)d v +σW ∗

t +
1

2
σ2(u − t )2

)]
d t−

−P (t ,u)σ(u − t )dW ∗
t = P (t ,u)r (t )d t −P (t ,u)σ(u − t )dW ∗

t .
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(7). En Ju , u ∈ JT , se tiene la ecuación diferencial estocástica

d

(
1

P (t ,u)

)
=

σ2(u − t )2 − r (t )

P (t ,u)
d t +

σ(u − t )

P (u, t )
dW ∗

t ,

(basta aplicar el Teorema 4.8.5. (Fórmula de Itô), (V. 3, pág. 128), a
la ecuación diferencial estocástica de (6), tomando f (t , x) = 1

x ).

Ejercicios y Problemas

8.1. Probar que en el modelo de Ho-Lee se verifica

P (t ,u) =
P (0,u)

P (0, t )
exp

(
−(u − t )

∂ln(P (0, t )

∂t
−

1

2
σ2t (u − t )2 − rt (u − t )

)
, t ∈ Ju .

6.9. El modelo de Cox-Ingersoll-Ross (CIR)

Suponemos que estamos en el escenario financiero de incertidumbre de
las páginas 16 y 17, y que

dr (t ) = (a−br (t ))d t +σ
√

r (t )dWt , condición inicial r (0) (6.94)

donde r (0), σ y a son constantes no negativas y b ∈ R. Es decir, el tipo de
interés instantáneo evoluciona con (6.94). Suponemos también que q(t ) =
−α

p
r (t ), α ∈R, (Proposición 6.2.5., pág. 20).

Para la existencia de solución de (6.94) no podemos recurrir a la teoría
general, ya que la función raíz cuadrada no es de Lipschitz. Se tiene, no
obstante, el siguiente teorema, [34].

Teorema 6.9.1. Sean
(
Ω,F , {Ft }t∈J∞ ,P

)
una base estocástica y W̃ = {Wt }t∈J∞

un proceso estocástico de Wiener, en (Ω,F ,P ), respecto a {Ft }t∈J∞ y a P. En-
tonces, para todo x ∈ R con x > 0, existe un único proceso estocástico conti-
nuo y adaptado a {Ft }t∈J∞ , ξ̃= {ξt }t∈J∞ , con valores en R

+ tal que

dξt = (a−bξt )d t +σ
√

ξt dWt , con condición inicial ξ0 = x (6.95)
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Ponemos ξx
t = ξ0,x

t , (la solución de la ecuación diferencial estocástica
(6.95) con condición inicial ξ0 = x), y τx

0 el tiempo de parada, (V. 3, pág.
65), en (Ω,F ,P ) respecto a {Ft }t∈J∞ , definido por:

τx
0 = ı́nf

{
t : t > 0, ξx

t = 0
}

, con ı́nf(;) =+∞.

Proposición 6.9.2. En las hipótesis del teorema anterior se tiene:

(1). Si a >σ2/2, entonces P
({
τx

0 =+∞
})

= 1, para todo x > 0.

(2). Si 0 6 a <σ2/2 y b > 0, entonces P
({
τx

0 <+∞
})

= 1, para todo x > 0.

(3). Si 0 6 a <σ2/2 y b < 0, entonces P
({
τx

0 <+∞
})

∈ (0,1), para todo x > 0.

(véase [45]).

Teorema 6.9.3. Para λ, µ, números reales no negativos, se tiene:

E

[
exp

(
−λξx

t

)
exp

(
−µ

∫t

0
ξx

s d s

)]
= exp

(
−aφλ,µ(t )

)
exp

(
−xψλ,µ(t )

)
,

(6.96)
donde

φλ,µ(t ) =−
2

σ2
ln




2γexp
(

t(γ+b)
2

)

σ2λ(exp(γt )−1)+γ−b + (γ+b)exp(γt )


 (6.97)

ψλ,µ(t ) =
λ(γ+b + (γ−b)exp(tγ))+2µ(exp(tγ)−1)

σ2λ(exp(γt )−1)+γ−b + (γ+b)exp(γt )
, (6.98)

siendo en (6.97) y en (6.98), γ=
√

b2 +2σ2µ.

Demostración. Sea F (t , x), 0 6 t , 0 6 x, una función con derivadas parcia-

les, ∂F (t ,x)
∂x , ∂F (t ,x)

∂t , ∂2F (t ,x)
∂x2 , continuas tal que

{
∂F (t ,x)

∂t = σ2x
2 · ∂

2F (t ,x)
∂x2 + (a−bx)∂F (t ,x)

∂x −µxF (t , x)
F (0, x) = exp(−λx).

(6.99)
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Entonces, por la fórmula de Itô, (Teorema 4.8.5., (V. 3, pág. 128)), se tiene

F
(
s,ξx

s

)
=

= F (0, x)+
∫s

0

[
∂F

(
t ,ξx

t

)

∂t
+
∂F

(
t ,ξx

t

)

∂x

(
a−bξx

t

)
+

1

2

∂2F
(
t ,ξx

t

)

∂x2
σ2ξx

t

]
d t+

+
∫s

0

∂F
(
t ,ξx

t

)

∂x
σ

√
ξx

t dWt = F (0, x)+
∫s

0

[
2
∂F

(
t ,ξx

t

)

∂t
+µξx

t F
(
t ,ξx

t

)]
d t+

+
∫s

0

∂F
(
t ,ξx

t

)

∂x
σ

√
ξx

t dWt .

Aplicando la fórmula de Itô a G(t , x) = F (T − t , x), (T constante arbitraria
con T > t ), se tiene

F
(
T − s,ξx

s

)
= F (T, x)+

∫s

0
µξx

t F
(
T − t ,ξx

t

)
d t +

∫s

0

∂F
(
T − t ,ξx

t

)

∂x
σ

√
ξx

t dWt ,

(6.100)
donde

{
ξx

t

}
t∈JT

es la solución de (6.95), es decir

ξx
t = x +

∫t

0

(
a−bξx

s

)
d s +

∫t

0
σ

√
ξx

s dWs .

Ponemos ηt =
∫t

0 µξx
s d s, t ∈ JT , y g (y) = exp(−y) y aplicamos la fórmula de

Itô. Obtenemos:

exp(−ηt ) = 1+
∫t

0
−exp(−ηs )µξx

s d s. (6.101)

Aplicamos la integración por partes estocástica, (V. 3, pág. 144), a (6.100) y
(6.101), y se tiene:

exp

(
−

∫t

0
µξx

s d s

)
F

(
T − t ,ξx

t

)
=

= F (T, x)+
∫t

0
exp

(
−

∫t

0
µξx

udu

)
∂F

(
T − s,ξx

s

)

∂x
σ

√
ξx

s dWs . (6.102)

Así, exp
(
−

∫t
0 µξx

s d s
)
· F

(
T − t ,ξx

t

)(
=µt

)
, t ∈ JT , es una martingala, en el

espacio de probabilidad (Ω,F ,P ), respecto a {Ft }t∈JT y a P , y por tanto,
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E
(
µT

)
= E

(
µ0

)
o bien E

(
µT

)
= E (F (T, x)) = F (T, x), de donde F (T, x) =

E
(
exp

(
−

∫T
0 µξx

s d s
)

exp
(
−λξx

T

))
, ya que F (0, x) = exp(−λx), (6.99), y como

T es arbitrario, se tiene

F (t , x) = E

(
exp

(
−

∫t

0
µξx

s d s −λξx
t

))
. (6.103)

Se prueba (es una propiedad del flujo estocástico de (6.95)) que efectiva-
mente se tiene (6.96), sin precisar todavía las funciones φλ,µ, ψλ,µ, es decir,
lo que se demuestra con la propiedad del flujo es que el segundo miem-
bro de (6.103) es del tipo exp(−aφ(t )− xψ(t )), (véase [34]). Lo que hemos
probado es que si F (t , x), con derivadas continuas, es solución de (6.99),
entonces

F (t , x) = exp(−aφ(t )−xψ(t )),

y de esta última expresión se pasa a





φ(0)= 0, ψ(0) =λ

−ψ′(t ) = σ2

2 ψ(t )2 +bψ(t )−µ

φ′(t ) =ψ(t ).
(6.104)

La resolución de (6.104) da las fórmulas (6.97) y (6.98), lo que termina la
demostración.

El Teorema 6.9.3. para µ= 0 nos da:

(p(λ) =)E
(
exp

(
−λξx

t

))
=

1

(2λL+1)2a/σ2 exp

( −λLζ

2λL+1

)
, (6.105)

donde L =
(
σ2/4b

)
(1−exp(−bt )), ζ= (4xb)/

(
σ2(exp(bt )−1)

)
, (recordamos

que p(λ) es la transformada de Laplace de ξx
t ), y

E

(
exp

(
−
λ

L
ξx

t

))
=

1

(2λ+1)2a/σ2 ·exp

(
−

λζ

2λ+1

)
= g4a/σ2,ζ(λ), (6.106)

donde gδ,η(λ) = 1/(2λ+1)δ/2 ·exp((−λη)/(2λ+1)), (véase, en la página 83,
la Definición 6.10.1.).
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Por la Proposición 6.2.5., (pág. 20), W̃ q̃ =
{
W ∗

t =Wt −
∫t

0 q(s)d s
}

t∈JT

es un proceso de Wiener, en (Ω,F ,P∗), respecto a {Ft }t∈JT y a P∗, donde

P∗(A) =
∫

A LT dP , A ∈F , LT = exp
(∫T

0 q(s)dWs − 1
2

∫T
0 q(s)2d s

)
. Además,

∫t

0
σ

√
r (s)dWs +

∫t

0
σ

√
r (s)(−q(s))d s =

∫t

0
σ

√
r (s)dW ∗

s ,

(invariancia de la integral estocástica por el cambio de Girsanov), y por
consiguiente, aplicando el teorema de Girsanov tomando, para todo t ∈ JT ,
θt =−q(t ) =α

p
r (t ),

dr (t ) = [a− (b +ασ)r (t )]d t +σ
√

r (t )dW ∗
t . (6.107)

De la Proposición 6.2.2.(2), (página 17), se deduce la igualdad P (0,T ) =
E∗

[
exp

(
−

∫T
0 r (s)d s

)]
, (precio del bono cupón-cero de vencimiento, T , en

0).
Aplicamos el Teorema 6.9.1. y el Teorema 6.9.3. en el escenario: Base es-
tocástica

(
Ω,F , {Ft }t∈JT ,P∗)

, proceso de Wiener W̃ ∗ = {Wt }t∈JT , en el es-
pacio de probabilidad (Ω,F ,P∗), respecto a {Ft }t∈JT y a P∗, y la ecuación
diferencial estocástica (6.107). Entonces,

E∗ [
exp

(
−

∫t
0 r (s)d s

)]
= exp

(
−aφ0,1(t )

)
exp

(
−r (0)ψ0,1(t )

)
, λ= 0, µ= 1

φ0,1(t ) =− 2
σ2 ln

(
2
p

b∗2+2σ2·exp(t(γ∗+b∗)/2)
γ∗−b∗+(γ∗+b∗)exp(γ∗t)

)
,

ψ0,1(t ) = 2(exp(γ∗t)−1)
γ∗−b∗+(γ∗+b∗)exp(γ∗t) ,

γ∗ =
p

b∗2 +2σ2, b∗ = b +ασ.

Así,
P (0,T ) = exp

(
−aφ0,1(T )− r (0)ψ0,1(T )

)
. (6.108)

De nuevo por la Proposición 6.2.2.(2), (pág. 17), se tiene:

P (t ,T ) = E∗
[

exp

(
−

∫T

t
r (s)d s

)
|Ft

]

y por (6.31), (pág. 37),

P (t ,T ) = E∗
[

exp

(
−

∫T−t

0
r 0,x

u du

)]
|x=r (t),
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donde r 0,x
u es la solución de (6.107) con condición inicial x, y por el Teore-

ma 6.9.3., (pág. 71),

E∗
[

exp

(
−

∫T−t

0
r 0,x

u du

)]
= exp

(
−aφ0,1(T − t )−xψ0,1(T − t )

)

y
P (t ,T ) = exp

(
−aφ0,1(T − t )− r (t )ψ0,1(T − t )

)
. (6.109)

Observamos que para t > 0, ψ0,1(t ) > 0 y ψ0,1(0) = 0. Naturalmente para
t > 0, γ∗−b∗+exp

(
γ∗t

)
(γ∗+b∗) > 0, ya que γ∗+b∗ > 0.

Ponemos φ0,1 =φ y ψ0,1 =ψ. Entonces, (6.109) se convierte en

P (t ,T ) = exp
(
−aφ(T − t )− r (t )ψ(T − t )

)
. (6.110)

La igualdad anterior nos dice que el modelo CIR es un modelo de estruc-
tura temporal de tipos de interés afín, (véase el Problema 12.1, (pág. 98)).

Adoptamos la notación:
g (t )=

(
2γ∗exp

(
(t/2)

(
γ∗+b∗)))

/
(
γ∗−b∗+

(
γ∗+b∗)

exp
(
γ∗t

))
.

Entonces, g (0)= 1, ĺımt→+∞ g (t ) = 0, g (t ) > 0 para todo t > 0,

g ′(t ) =
1

D2
·

·
[
γ∗ (

γ∗+b∗)(
D exp

(
t

2

(
γ∗+b∗))

−2 exp

(
t

2

(
γ∗+b∗))

γ∗exp
(
γ∗t

))]
=

=
1

D2

[
γ∗ (

γ∗+b∗)
exp

(
t

2

(
γ∗+b∗))(

D −2γ∗exp
(
γ∗t

))]
,
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donde D es el denominador de la expresión de g (t ), g ′(0) = 0 y g ′(t ) < 0
para todo t > 0, ĺımt→+∞ g ′(t ) = 0.
Así, como φ(t ) = −2/σ2 ln(g (t )), se tiene que φ(0) = 0, ĺımt→+∞φ(t ) = +∞
y φ(t ) > 0, para todo t > 0, φ′(0)= 0, φ′(t ) > 0 para todo t > 0.

Por último, ψ′(t ) > 0 para t > 0, ĺımt→+∞ψ(t ) = 2/
(
γ∗+b∗)

, ψ′(0) = 1,
ψ′(t ) =

(
1/D2

)
·4γ∗exp

(
γ∗t

)
, ĺımt→+∞ψ′(t ) = 0, y para todo t > 0, ψ(t ) <

2/
(
γ∗+b∗)

.

Ejercicios y Problemas

9.1. Probar que si en el modelo CIR se tiene que 2a >σ2 y r (0) > 0, enton-
ces r̃ = {r (t )}t∈JT es un proceso estocástico positivo.
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9.2. Probar las propiedades de las funciones g , φ y ψ establecidas en las
páginas 75 y 76.

6.10. Precio de las opciones en el modelo CIR

Consideremos un call europeo de vencimiento θ y precio de ejercicio K ,
sobre un bono cupón-cero de vencimiento T > θ en el modelo Cox-Ingersoll-
Ross. Dicho call viene representado por h = (P (θ,T )−K )+.
Calculemos el precio de h en el tiempo t = 0.
Se prueba que se cumplen las hipótesis del Teorema 6.3.7., (pág. 32). En-
tonces,

V0 = E∗
[

exp

(
−

∫θ

0
r (s)d s

)
·h

]
= E∗

[
exp

(
−

∫θ

0
r (s)d s

)
· (P (θ,T )−K )+

]
=

= E∗
[

exp

(
−

∫θ

0
r (s)d s

)
(exp(−aφ(T −θ)− r (θ)ψ(T −θ))−K )+

]
=

= E∗
[

exp

(
−

∫θ

0
r (s)d s

)
P (θ,T )I{r (θ)<r ∗}

]
−

−K E∗
[

exp

(
−

∫θ

0
r (s)d s

)
I{r (θ)<r ∗}

]
, (6.111)

donde r ∗ =
(
−aφ(T −θ)− ln(K )

)
/ψ(T −θ), y teniendo en cuenta la igual-

dad
{
r (θ) < r ∗}

= {P (θ,T ) > K }.
Por la Proposición 6.2.2, (pág. 17), sabemos que:

E∗
[

exp

(
−

∫θ

0
r (s)d s

)
P (θ,T )

]
= P (0,T ) y E∗

[
exp

(
−

∫θ

0
r (s)d s

)]
= P (0,θ).

Además,

I (P (θ,T ) > K )E∗ [B(T )P (T,T )|Fθ] = I (P (θ,T )> K )B(θ)P (θ,T ), (6.112)

donde se ha introducido la notación I (P (θ,T ) > K ) = I{P(θ,T )>K }, B(T ) =
exp

(
−

∫T
0 r (s)d s

)
y B(θ) = exp

(
−

∫θ
0 r (s)d s

)
. Si en (6.112) se absorbe el fac-

tor I (P (θ,T )> K ) y se toman esperanzas matemáticas, se tiene

E∗[I (P (θ,T ) > K )B(T )] = E∗[I (P (θ,T ) > K )B(θ)P (θ,T )].
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Así, de (6.111),

V0 = E∗ [
I
(
r (θ) < r ∗)

B(T )
]
−K E∗ [

B(θ)I
(
r (θ) < r ∗)]

. (6.113)

Consideramos las probabilidades P1, P2, en (Ω,F ), dadas por:
dP1 = ((B(θ)P (θ,T ))/P (0,T ))dP∗, dP2 = (B(θ)/P (0,θ))dP∗. Entonces, de
(6.113), se tiene

V0 = P (0,T )P1
(
r (θ) < r ∗)

−K P (0,θ)P2
(
r (θ) < r ∗)

. (6.114)

Sean:

L1 = σ2

2 · exp(γ∗θ)−1
γ∗(exp(γ∗θ)+1)+(σ2ψ(T−θ)+b∗)(exp(γ∗θ)−1)

L2 = σ2

2 · exp(γ∗θ)−1
γ∗(exp(γ∗θ)+1)+b∗(exp(γ∗θ)−1) ,

(ya hemos visto que γ∗−b∗+exp
(
γ∗t

)(
γ∗+b∗)

> 0).

Si f (1)
r (θ)/L1

(x) es función de densidad de r (θ)
L1

respecto a P1 y f (2)
r (θ)/L2

(x) es

función de densidad de r (θ)
L2

respecto a P2, entonces de (6.114) se obtiene

V0 = P (0,T )
∫r ∗/L1

−∞
f (1)

r (θ)/L1
(x)d x −K P (0,θ)

∫r ∗/L2

−∞
f (2)

r (θ)/L2
(x)d x. (6.115)

Se prueba que f (1)
r (θ)/L1

(x) = f4a/σ2,ζ1
(x), (6.125), y f (2)

r (θ)/L1
(x) = f4a/σ2,ζ2

(x),
(6.126), donde

ζ1 =
8r (0)γ∗2 exp(γ∗θ)

σ2(exp(γ∗θ)−1)(γ∗(exp(γ∗θ)+1)+(σ2ψ(T−θ)+b∗)(exp(γ∗θ)−1)) .

ζ2 =
8r (0)γ∗2 exp(γ∗θ)

σ2(exp(γ∗θ)−1)(γ∗(exp(γ∗θ)+1)+b∗(exp(γ∗θ)−1)) .

En efecto:

E1

[
exp

(
−λ

r (θ)

L1

)]
= E∗

[
exp

(
−λ

r (θ)

L1

)]
. (6.116)

Por otra parte, por la Proposición 6.2.2., (pág. 17),

1

P (0,T )
exp

(
−λ

r (θ)

L1

)
E∗

[
P (T,T )|Fθ

]
=

1

P (0,T )
exp

(
−λ

r (θ)

L1

)
P (θ,T ).

(6.117)
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De (6.116) y (6.117), se obtiene

E1

[
exp

(
−λ

r (θ)

L1

)]
= E∗

[
1

P (0,T )
exp

(
−λ

r (θ)

L1

)
B(T )

]
=

= E∗
[

1

P (0,T )
exp

(
−λ

r (θ)

L1

)
B(θ)exp

(
−

∫T

θ
r (s)d s

)]
. (6.118)

Por la Proposición 6.2.2., (pág. 17), E∗
[

exp
(
−

∫T
θ r (s)d s

)
|Fθ

]
= P (θ,T ).

Así, de (6.111) y (6.118),

E1

[
exp

(
−λ

r (θ)

L1

)]
=

1

P (0,T )
E∗

[
exp

(
−λ

r (θ)

L1

)
B(θ)P (θ,T )

]
=

1

P (0,T )
·

·E∗
[

exp

(
−λ

r (θ)

L1

)
exp

(
−

∫θ

0
r (s)d s

)
exp

(
−aφ(T −θ)− r (θ)ψ(T −θ)

)]
=

=
1

P (0,T )
exp(−aφ(T −θ)E∗

[
exp

(
−r (θ)

(
λ

L1
+ψ(T −θ)

))
·

·exp

(
−

∫θ

0
r (s)d s

)]
= RE∗

[
exp

(
−Λr (θ)−

∫θ

0
r (s)d s

)]
, (6.119)

donde R = (1/P (0,T ))exp(−aφ(T −θ)) y Λ= (λ/L1)+ψ(T −θ).

Por el Teorema 6.9.3., (pág. 71), aplicado a la probabilidad P∗ y el pro-
ceso de Wiener W̃ ∗, se tiene

E∗
[

exp

(
−Λr (θ)−

∫θ

0
r (s)d s

)]
= exp

(
−aφΛ,1(θ)− r (0)ψΛ,1(θ)

)
, (6.120)

donde

φΛ,1(θ) =− 2
σ2 ln

(
2γ∗ exp

(
θ
2 (γ∗+b∗)

)

σ2Λ(exp(γ∗θ)−1)+γ∗−b∗+exp(γ∗θ)(γ∗+b∗)

)

ψΛ,1(θ) = Λ(γ∗+b∗+exp(γ∗θ)(γ∗−b∗))+2(exp(γ∗θ)−1)
σ2Λ(exp(γ∗θ)−1)+γ∗−b∗+exp(γ∗θ)(γ∗+b∗) .

Así, de (6.119) y (6.120),

E1

[
exp

(
−λ

r (θ)

L1

)]
= exp

(
−aφ(T −θ)

) 1

P (0,T )
·

·exp
(
−aφΛ,1(θ)− r (0)ψΛ,1(θ)

)
=

1

(2λ+1)
2a
σ2

exp

(
−

λζ1

2λ+1

)
. (6.121)
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Para probar la última igualdad se requiere un laborioso cálculo. Por lo vis-
to en la página 75, se tiene que φ(T − θ) = φ0,1(T − θ), ψ(T ) = ψ0,1(T ) y
P (0,T ) = exp(−aφ(T )−r (0)ψ(T )). Probar la igualdad mencionada es equi-
valente, tomando logaritmos neperianos, a probar la igualdad:

a
(
−φ(T −θ)+φ(T )−φΛ,1(θ)

)
+ r (0)

(
ψ(T )−ψΛ,1(θ)

)
=

= (−2a/σ2) ln(2λ+1)− (λζ1)/(2λ+1).

De hecho se prueba que a
(
−φ(T −θ)+φ(T )−φΛ,1(θ)

)
= (−2a/σ2) ln(2λ+

1) y r (0)
(
ψ(T )−ψΛ,1(θ)

)
= (−λζ1)/(2λ+1).

Se obtiene (en el proceso de cálculo) que:

φΛ,1(θ) =−
θ

σ2

(
γ∗+b∗)

+
2

σ2

(
ln(2λ+1)+ ln

(
D

))
,

donde:
D = (1/2γ∗)

(
Aθ+2σ2θ̂ �T −θ/D

)
,

Aθ = γ∗−b∗+exp
(
γ∗θ

)(
γ∗+b∗)

,
θ̂ = exp

(
γ∗θ

)
−1, �T −θ = exp

(
γ∗(T −θ)

)
,

D = γ∗−b∗+exp
(
γ∗(T −θ)

)(
γ∗+b∗)

,
φ(T −θ) = (−2/σ2

(
((T −θ)/2)

(
γ∗+b∗)

− ln
(
D/(2γ∗)

))
,

φ(T ) = (−2/σ2
(
(T /2)

(
γ∗+b∗)

− ln
(

AT /(2γ∗)
))

,
AT = γ∗−b∗+exp

(
γ∗T

)(
γ∗+b∗)

.

Notas. (1). Distribución gamma. La función Γ(p) es (definición) Γ(p) =∫∞
0 exp(−x)xp−1d x, integral que converge para p > 0. Se prueba que Γ(p)

es continua; Γ(1) = 1; Γ(p) = (p − 1)Γ(p − 1), p > 1; Γ(1/2) =
p
π; Γ(p) =

(p − 1)!, p entero mayor o igual que 1. Si a es el número complejo b + ic
con b > 0, entonces Γ(a) =

∫∞
0 exp(−x)xa−1d x.

Sea ξ > 0 una variable aleatoria no negativa en un espacio de probabili-
dad (Ω,F ,P ) y Fξ su función de distribución, (V. 2, pág 151). Si Fξ tiene
densidad

fξ(x) =
{

λp

Γ(p) xp−1 exp(−λx), x > 0

0, x 6 0,

se dice que la distribución Fξ es gamma con parámetros (p,λ), (p > 0, λ>
0). En este caso, E (ξ) = p/λ, V (ξ) = p/λ2, y la función característica de ξ es,
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(V. 2, pág. 275),

ϕξ(t ) =
∫+∞

−∞
exp(i t x)dFξ(x) =

=
∫+∞

0
exp(i t x) fξ(x)d x =

∫+∞

0
exp(i t x)

exp(−λx)xp−1λp

Γ(p)
d x =

=
λp

Γ(p)

∫+∞

0
exp(−x(−i t +λ)xp−1d x =

λp

Γ(p)

Γ(p)

(λ− i t )p =
(
1−

i t

λ

)−p

.

Además, por (1) de página 276 de V. 2, ϕξ/a(t ) =ϕξ(t/a) = (1−(i t )/(λa))−p ,
(a > 0), (la variable aleatoria ξ/a tiene por función densidad

fξ/a(x) =
{

λp ap

Γ(p) xp−1 exp(−aλx), x > 0

0, x 6 0.
)

Caso particular. Si p = 1, entonces

fξ(x) =
{

λexp(−λx), x > 0
0, x 6 0,

y a Fξ se le llama distribución exponencial de parámetro λ.

Ejemplo. Sea ξ una variable aleatoria Gaussiana, en el espacio de proba-
bilidad (Ω,F ,P ), con E (ξ) = 0 y V (ξ) = 1. Entonces, ξ2/2 tiene distribución
gamma de parámetros (1/2,1). En efecto:
Tomamos η = ξ2. Entonces, por la Observación de la página 81 de V. 2 y
teniendo en cuenta que la función de distribución de ξ, Fξ, es una función
continua, se tiene que Fη(x) = 0 para todo x < 0, y para y > 0

Fη(y) = P ({ω : ω ∈Ω, η(ω) 6 y}) = P
({
ω : ω ∈Ω, −py 6 ξ(y) 6+py

})
=

= Fξ

(p
y
)
−Fξ

(
−py

)
. (6.122)

Por otro lado, como ξ es variable aleatoria Gaussiana normal, tiene densi-
dad fξ, dada por fξ(t ) = 1/

p
2π ·exp

(
−t 2/2

)
, t ∈ R, y por tanto, por la Pro-

posición 3.2.9., (V. 2, (pág. 87)), y (6.122), se obtiene

fη(y) =
1

2
p

y

(
fξ

(p
y
)
+ fξ

(
−py

))
, y > 0, fη(y) = 0, y 6 0 (6.123)
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y en definitiva,

fξ2 (y) =
{ 1p

2πy
exp

(
− y

2

)
, y > 0

0, y 6 0.
(6.124)

Así, de (6.124),

Fξ2 (z) =
∫z/2

0

1
p
π

exp(−x)x−1/2d x

y por tanto,

Fξ2/2(z) = Fξ2 (2z) =
∫z

0

1
p
π

exp(−x)x−1/2d x =
∫z

0

1

Γ
(1

2

) exp(−x)x1/2−1d x,

(ĺımz→+∞ Fξ2/2(z) = 1). Por consiguiente, la variable aleatoria ξ2/2 tiene
distribución gamma de parámetros (1/2,1).

(2). Distribución χ2. Sea ξ una variable aleatoria en el espacio de proba-
bilidad (Ω,F ,P ). Se dice que la distribución de ξ, Fξ, es χ2 con n grados
de libertad, si es gamma con parámetros (n/2,1/2). Por tanto, si Fξ es χ2,
tiene densidad fξ dada por:

fξ(x) =
{ 1

2
n
2 Γ

( n
2

) x
n
2 −1 exp

(n
2

)
, x > 0

0, x 6 0,

su función característica es ϕξ(t ) = (1−2i t )−n/2, E (ξ) = n y V (ξ) = 2n.

Las aplicaciones de la distribución χ2 en la teoría de probabilidades se
fundamentan en el siguiente resultado:
Sean ξ1,...,ξn variables aleatorias independientes, cada una de las cuales
es Gaussiana de media 0 y varianza 1. Entonces, la función de densidad de
ξ2

1 + ...+ξ2
n es:

fξ2
1+...+ξ2

n
(x) =

{
1

2n/2Γ
( n

2

) ·x
n
2 −1 exp

(
− x

2

)
, x > 0

0, x 6 0,
(6.125)

lo cual se puede probar a partir de (6.124), mediante inducción, teniendo
en cuenta lo dicho en la página 262 de V. 2 y que ξ2

1,...,ξ2
n , son variables
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aleatorias independientes, (Proposición 3.3.11., (V. 2, pág. 159)). Por tan-
to, la función de distribución de ξ2

1 + ...+ξ2
n es χ2 con n grados de libertad.

(3). Distribución χ2 descentralizada. Sea la función

fδ,ζ(x) =
exp(−ζ/2)

2ζδ/4−(1/2)
exp(−x/2)xδ/4−(1/2)I(δ/2)−1(

√
xζ), x > 0, (6.126)

donde

Iν(x) =
(x

2

)ν ∞∑
n=0

(x
2

)2n

n!Γ(ν+n +1)
,

(función de Bessel modificada de orden ν). La función fδ,ζ(x) es una fun-
ción de densidad (es decir, es no negativa, integrable y

∫+∞
−∞ fδ,ζ(x)d x =

1, (V. 2, página 86)) que da lugar a la función de distribución Fδ,ζ(x) =∫x
−∞ fδ,ζ(y)d y , (Proposición 3.2.10., (V. 2, pág. 88).

Definición 6.10.1. Sea ξ una variable aleatoria en el espacio de probabili-
dad (Ω,F ,P ) tal que

E (exp(−λξ)) =
1

(2λ+1)δ/2
exp

(
−

λζ

2λ+1

)(
= gδ,ζ(λ)

)
.

Entonces, se dice que ξ es (o sigue la ley) χ2 descentrada con δ grados de
libertad y parámetro de descentralización ζ. En tal caso ξ tiene densidad fξ
y fξ(x) = fδ,ζ(x).

Sea d un número entero con d > 0 y sean ξ1,..., ξd variables aleatorias
Gaussianas independientes de varianza 1 y medias m1,..., md , respectiva-
mente. Entonces, ξ= ξ2

1+...+ξ2
d tiene por función de densidad fd ,ζ(x), don-

de ζ = m2
1 + ...+m2

d , (6.125). Se dice que ξ sigue la ley χ2 descentralizada
con d grados de libertad y parámetro de descentralización ζ= m2

1+...+m2
d .

Además, la transformada de Laplace de ξ cumple

E (exp(−λξ)) = gd ,ζ(λ) =
1

(2λ+1)d/2
exp

(
−

λζ

2λ+1

)
. (6.127)

(4). Distribución χ. Sean ξ1,...,ξn variables aleatorias independientes, ca-
da una de las cuales es Gaussiana de media 0 y varianza 1. Entonces, la
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función de densidad de +
√

ξ2
1 + ...+ξ2

n es:

f
+

√
ξ2

1+...+ξ2
n

(x) =





2xn−1 exp
(
− x2

2

)

2n/2Γ(n/2)
, x > 0

0, x < 0.
(6.128)

La función de distribución de esta función de densidad se llama χ con n
grados de libertad. �

Así, de (6.121) y la Definición 6.10.1., (pág. 83), r (θ)/L1 es χ2 descen-
tralizada con 4a/σ2 grados de libertad y parámetro de descentralización
ζ1. Por consiguiente, la densidad de r (θ)/L1 respecto a la probabilidad P1

existe y es f (1)
r (θ)/L1(x) = f4a/σ2,ζ1

(x), (pág. 78), como se quería probar.

Para la función de densidad de r (θ)/L2 respecto a la probabilidad P2

ponemos:

E2

[
exp

(
−λ

r (θ)

L2

)]
= E∗

[
exp

(
−λ

r (θ)

L2

)
·

B(θ)

P (0,θ)

]
=

=
1

P (0,θ)
·E∗

[
exp

(
−λ

r (θ)

L2

)
exp

(
−

∫θ

0
r (s)d s

)]
=

1

P (0,θ)
exp

(
−aφΛ,1(θ)− r (0)ψΛ,1(θ)

)
, (6.129)

donde
Λ=λ/L2,

φΛ,1(θ) =− 2
σ2 ln

2γ∗ exp
(
θ
2 (γ∗+b∗)

)

σ2Λθ̂+Aθ
,

ψΛ,1(θ) = ΛA−
θ
+2θ̂

σ2Λθ̂+Aθ
,

A−
θ
= γ∗+b∗+exp

(
γ∗θ

)(
γ∗−b∗)

,

θ̂ = exp
(
γ∗θ

)
−1,

Aθ = γ∗−b∗+exp
(
γ∗θ

)(
γ∗+b∗)

,
P (0,θ) = exp

(
−aφ(θ)− r (0)ψ(θ)

)
,

(hemos aplicado el Teorema 6.9.3., (pág. 71), y (6.110), (pág. 75).
Veamos que

E2

[
exp

(
−λ

r (θ)

L2

)]
=

1

(2λ+1)
1
2

4a
σ2

exp

(
−

λζ2

2λ+1

)
. (6.130)



6.10. PRECIO DE LAS OPCIONES EN EL MODELO CIR 85

Se prueba sin dificultad que a
(
−φΛ,1(θ)+φ(θ)

)
= ((−2a)/σ2) ln(2λ+ 1) y

r (0)
(
−ψΛ,1(θ)+ψ(θ)

)
= −(λζ2)/(2λ+ 1). Así, de (6.130), r (θ)/L2 es chi-2

con (4a)/σ2 grados de libertad y parámetro de descentralización ζ2. Luego
la función de densidad de r (θ)/L2 respecto a P2, f (2)

r (θ)/L2, existe y cumple:

f(4a)/σ2,ζ2
(x) = f (2)

r (θ)/L2(x), (pág. 78).

Una vez probado lo que se plantea en la página 78, la ecuación (6.115),
(pág. 78), se convierte en

V0 = P (0,T )
∫r ∗/L1

−∞
f(4a)/σ2,ζ1

(x)d x −K P (0,θ)
∫r ∗/L2

−∞
f(4a)/σ2,ζ2

(x)d x,

(6.131)
que es el precio, en t = 0, del call europeo de vencimiento θ y precio de
ejercicio K sobre el bono cupón-cero de vencimiento T > θ, (pág. 77).
Hay tablas para aproximar las integrales de (6.131), (véase [66]).

Observación. Del Teorema 6.9.3., (pág. 71), aplicado al escenario: Base
estocástica

(
Ω,F , {Ft }t∈JT ,P

)
, probabilidad P∗, en (Ω,F ), equivalente a

P , el proceso de Wiener W̃ ∗, en (Ω,F ,P∗), respecto a {Ft }t∈JT y a P∗, y
(6.94), se tiene:

E∗ [
exp(−λr (t ))

]
= exp

(
−aφλ,0(t )− r (0)ψλ,0(t )

)
,

φλ,0(t ) = (−2/σ2) ln
(

2b∗ exp(tb∗)
λσ2(exp(b∗t)−1)+2exp(b∗t)b∗

)
,

ψλ,0(t ) = 2λb∗

λσ2(exp(b∗ t)−1)+2exp(b∗t)b∗ .

De hecho, (pág. 79),

E∗ [
exp(−λr (t ))

]
=

1

(2λL+1)2a/σ2 ·exp

(
−λζL

2λL+1

)
,

donde L = (σ2/4b∗)
(
1−exp(−b∗t )

)
, ζ= (4r (0)b∗)/

(
σ2

(
exp(b∗t )−1

))
, y

E∗
[

exp

(
−
λ

L
r (t )

)]
=

1

(2λ+1)2a/σ2 ·exp

(
−λζ

2λ+1

)
.

Así, r (t )/L es chi-2 descentralizada con 4a/σ2 grados de libertad y paráme-
tro de descentralización ζ. La función de densidad de r (t )/L respecto a P∗

existe y es fr (t)/L(x) = F4a/σ2,ζ(x), (pág. 78). Con esta fórmula no podemos
operar directamente en (6.113).
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Seguimos con el precio de las opciones sobre bonos cupón-cero en
el modelo de estructura temporal de tipos de interés CIR. Consideramos,
ahora, un put europeo de vencimiento θ y precio de ejercicio K , sobre un
bono cupón-cero de vencimiento T > θ, en el modelo CIR. Dicho put vie-
ne representado por h = (K −P (θ,T ))+.

Calculemos el precio de h en el tiempo t = 0. Se prueba que se cumplen
las hipótesis del Teorema 6.3.7., (pág. 32). Entonces,

V0 = E∗
[

exp

(
−

∫θ

0
r (s)d s

)
·h

]
= E∗

[
exp

(
−

∫θ

0
r (s)d s

)
(K −P (θ,T ))+

]
=

= E∗
[

exp

(
−

∫θ

0
r (s)d s

)(
K −exp(−aφ(T −θ)− r (θ)ψ(T −θ))

)
+

]
=

= E∗
[

exp

(
−

∫θ

0
r (s)d s

)
I{r (θ)>r ∗}(K −P (θ,T ))

]
=

K E∗ [
B(θ)I{r (θ)>r ∗}

]
−E∗ [

B(θ)I{r (θ)>r ∗}P (θ,T )
]

, (6.132)

donde B(θ) = exp
(
−

∫θ
0 r (s)d s

)
, r ∗ =

(
− ln(K )−aφ(T −θ)

)
/ψ(T −θ). Se ha

hecho uso, naturalmente, de la equivalencia: r (θ) > r ∗ si y sólo si K >
P (θ,T ) = exp(−aφ(T −θ)− r (θ)ψ(T −θ)).

Consideramos las probabilidades P1 y P2, en el espacio medible (Ω,F ),
dadas por dP1 = (B(θ)P (θ,T ))/P (0,T )dP∗, dP2 = (B(θ)/P (0,θ))dP∗. En-
tonces, de (6.132), se obtiene

V0 = K P (0,θ)E2
[
I{r (θ)>r ∗}

]
−P (0,T )E1

[
I{r (θ)>r ∗}

]
=

= K P (0,θ)
∫+∞

r ∗/L2

f (2)
r (θ)/L2

(x)d x −P (0,T )
∫+∞

r ∗/L1

f (1)
r (θ)/L1

(x)d x =

= K P (0,θ)
∫+∞

r ∗/L2

f(4a)/σ2,ζ2
(x)d x −P (0,T )

∫+∞

r ∗/L1

f(4a)/σ2,ζ1
(x)d x. (6.133)

Así, (6.133) da el precio, en t = 0 del put europeo de vencimiento θ y pre-
cio de ejercicio K , sobre un bono cupón-cero de vencimiento T > θ, en el
modelo CIR.
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Ejercicios y Problemas

10.1. En el modelo CIR de la página 70, se supone que 2a > σ2 y r (0) > 0.
Entonces, está definido el proceso estocástico real ξ̃ =

{
ξt = 2

p
r (t )

}
t∈JT

,
(véase el Problema 9.1, pág. 76). Utilizar la fórmula de Itô, (V. 3, pág. 128),
para probar que ξ̃ es solución de la ecuación diferencial estocástica

dξt =
[

2

ξt

(
a−

σ2

4
−

b

4
ξ2

t

)]
d t +σdWt , condición inicial 2

√
r (0).

6.11. Modelo Heath-Jarrow-Morton (HJM)

Nos situamos el escenario financiero de incertidumbre, (páginas 16 y 17),
con la hipótesis (H), (pág. 17), y consideramos el subconjunto D del plano
de la página 14. Se define el tipo de interés forward f : D →R, mediante la
fórmula

P (t ,u) = exp

(
−

∫u

t
f (t , s)d s

)
, (t ,u) ∈ D, (6.134)

para todos los vencimientos u. Se supone que para cada u, { f (t ,u)}t∈Ju es
un proceso estocástico medible y adaptado a {Ft }t∈Ju y f (t , t ) = r (t ), t ∈ JT .
Se supone también que f es una función continua.
El modelo consiste en suponer que, para cada vencimiento u, el proceso
estocástico { f (t ,u)}t∈Ju verifica una ecuación diferencial estocástica de la
forma

f (t ,u) = f (0,u)+
∫t

0
α(v,u)d v +

∫t

0
σ( f (v,u))dWv , (6.135)

donde {α(t ,u)}t∈Ju es un proceso estocástico medible y adaptado a {Ft }t∈Ju ,
la aplicación α : D →R es continua y σ es una aplicación continua de R en
R.
Veamos las condiciones que deben cumplir α y σ para que el modelo sea
compatible con la hipótesis (H), (pág. 17). Para ello calculamos dP (t ,u) y
la comparamos con (6.6) de la página 22.
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Ponemos ξt =−
∫u

t f (t , s)d s. Entonces, P (t ,u) = exp(ξt ) y

ξt =
∫u

t
[− f (t , s)+ f (s, s)− f (s, s)]d s =

=−
∫u

t
f (s, s)d s +

∫u

t

(∫s

t
α(v, s)d v

)
d s +

∫u

t

(∫s

t
σ( f (v, s))dWv

)
d s =

=−
∫u

t
f (s, s)d s +

∫u

t

(∫u

v
α(v, s)d s

)
d v +

∫u

t

(∫u

v
σ( f (v, s))d s

)
dWv ,

(6.136)

donde se ha aplicado el teorema de Fubini, (Teorema 3.4.38., (V. 2, pág.
204)), a la integral

∫u
t

(∫s
t α(v, s)d v

)
d s, (obsérvese que esta integral está de-

finida en el subconjunto de D, D(t ,s,u) = {(x, y) : x 6 y, x ∈ [t , s], y ∈ [t ,u]}),
y el teorema de Fubini para integrales de Itô (que se recuerda a continua-
ción) a la integral

∫u
t

(∫s
t σ f (v, s)dWv

)
d s.

Teorema 6.11.1. Sean
(
Ω,F , {Ft }t∈JT ,P

)
una base estocástica y W̃ = {Wt }t∈JT

un proceso estocástico de Wiener, en (Ω,F ,P ), respecto a {Ft }t∈JT
y a P. Sea

{H(t , s)}(s,t)∈JT ×JT un proceso estocástico en (Ω,F ) con dominio del pará-
metro JT × JT , (V. 3, pág. 3), tal que para todo ω ∈Ω, la aplicación (t , s) 7→
H(t , s)(ω) es continua, y para todo s ∈ JT , el proceso estocástico {H(t , s)}t∈JT

es medible y adaptado a {Ft }t∈JT . Entonces,

∫T

0

(∫T

0
H(t , s)dWt

)
d s =

∫T

0

(∫T

0
H(t , s)d s

)
dWt .
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(véase [24], pág. 99)

De (6.136) se deduce

ξt = ξ0 +
∫t

0
f (s, s)d s −

∫t

0

(∫u

v
α(v, s)d s

)
d v −

∫t

0

(∫u

v
σ( f (v, s))d s

)
dWv .

que se escribe como ecuación diferencial estocástica

dξt =
(

f (t , t )−
∫u

t
α(t , s)d s

)
d t −

(∫u

t
σ( f (t , s)d s

)
dWt .

Así, por la fórmula de Itô, (Teorema 4.8.5., (V. 3, pág. 128)),

P (t ,u) = P (0,u)+

+
∫t

0

[
P (s,u)

(
f (s, s)−

∫u

s
α(s,h)dh

)
+

1

2
P (s,u)

(∫u

s
σ( f (s,h))dh

)2]
d s−

−
∫t

0
P (s,u)

(∫u

s
σ( f (s,h))dh

)
dWs .

que se escribe como ecuación diferencial estocástica

dP (t ,u) = P (t ,u)

[
f (t , t )−

∫u

t
α(t ,h)dh +

1

2

(∫u

t
σ( f (t ,h))dh

)2]
d t−

−P (t ,u)

(∫u

t
σ( f (t ,h))

)
dWt .

Entonces, comparando con (6.6) debe ser

∫u

s
α(s,h)dh −

1

2

(∫u

s
σ( f (s,h))dh

)2

=σu
s q(s)

σu
s =−

∫u

s
σ( f (s,h))dh,

de donde

∫u

s
α(s,h)dh =

1

2

(∫u

s
σ( f (s,h))dh

)2

−q(s)
∫u

s
σ( f (s,h))dh,
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y derivando respecto a u, se obtiene:

α(s,u) =σ( f (s,u))

(
−q(s)+

∫u

s
σ( f (s,h))dh

)
.

Por último,

f (t ,u) = f (0,u)+
∫t

0
σ( f (s,u))

(∫u

s
σ( f (s,h))dh

)
d s +

∫t

0
σ( f (s,u))dW ∗

s

(véase la Observación de la página 25: W ∗
t = Wt −

∫t
0 q(s)d s), que puesta

en forma de ecuación diferencial estocástica se tiene

d f (t ,u) =σ( f (t ,u))

(∫u

t
σ( f (t ,h))dh

)
d t +σ( f (t ,u))dW ∗

t . (6.137)

Luego la hipótesis (H), (página 17), y los supuestos de la sección 6.11 acep-
tados hasta aquí, nos llevan a (6.137) y efectivamente (6.137) tiene solu-
ción.

Teorema 6.11.2. Si σ es Lipschitciana y acotada, entonces para toda fun-
ción continua φ : JT → R

+ existe un único proceso estocástico continuo en
(Ω,F ) con dominio del parámetro JT × JT , (V. 3, pág. 2), { f (t ,u)}(t ,u)∈JT ×JT ,
tal que para todo u ∈ JT el proceso estocástico { f (t ,u)}t∈Ju es medible y
adaptado a la filtración {Ft }t∈Ju , verifica la ecuación diferencial estocástica
(6.137) y f (0,u) =φ(u).

Luego tomando una solución f (t ,u) de (6.137) y poniendo

α(s,u) =σ( f (s,u))

(
−q(s)+

∫u

s
σ( f (s,h))dh

)
,

se tiene que f (t ,u) es una solución de (6.135).

La faceta más llamativa del modelo HJM es que el tipo de interés for-
ward f únicamente depende de σ, como se aprecia inmediatamente de la
ecuación (6.137). Esto es análogo, como hemos visto en el volumen 4, al
modelo BSM.



6.11. MODELO HEATH-JARROW-MORTON (HJM) 91

Precio de una opción europea en el modelo HJM

Vamos a calcular el precio del call (put) europeo en el caso σ constante
positiva (>0).

Consideramos un call europeo de vencimiento θ < T y precio de ejer-
cicio K , sobre un bono cupón-cero de vencimiento T > θ. Dicho call viene
representado por h = (P (θ,T )−K )+.
Se prueba que se cumplen las hipótesis del Teorema 6.3.7., (pág. 32). En-
tonces,

Vt = E∗
[

exp

(
−

∫θ

t
r (s)d s

)
·h|Ft

]
=

= E∗
[

exp

(
−

∫θ

t
r (s)d s

)(
exp

(
−

∫T

θ
f (θ, s)d s

)
−K

)

+
|Ft

]
(6.138)

y

V0 = E∗
[

exp

(
−

∫θ

0
r (s)d s

)(
exp

(
−

∫T

θ
f (θ, s)d s

)
−K

)

+
|Ft

]
=

= E∗
[

B(θ)

(
exp

(
−

∫T

θ
f (θ, s)d s

)
−K

)
I (P (θ,T ) > K )

]
, (6.139)

donde B(θ) = exp
(
−

∫θ
0 r (s)d s

)
.

La solución de (6.137) es

f (t ,u) = f (0,u)+σ2t (u − t/2)+σW ∗
t .

En efecto: Con σ constante, (6.137) toma la forma

f (t ,u) = f (0,u)+
∫t

0
σ2(u − s)d s +σ

∫t

0
dW ∗

s .

Así,

P (θ,T ) = exp

(
−

∫T

θ
f (θ, s)d s

)
=

P (0,T )

P (0,θ)
exp

(
−σ(T −θ)W ∗

θ −
σ2θT (T −θ)

2

)
,

(6.140)
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ya que

−
∂ ln(P (θ,h))

∂T
= f (θ,h) = f (0,h)+σ2θ

(
h −

θ

2

)
+σW ∗

θ ,

(fórmula que por integración respecto a T , da la fórmula (6.140)). Obser-
vamos que

P (θ,T ) =
P (0,T )

P (0,θ)
exp

(
−σ(T −θ)(r (θ)− f (0,θ)−

σ2θ2

2
)

1

σ
−

1

2
σ2θT (T −θ)

)
=

=
P (0,T )

P (0,θ)
exp

(
(T −θ)

(
−r (θ)+ f (0,θ)+

1

2
σ2θ2 −

1

2
σ2θT

))

y {P (θ,T ) > K } =
{
r ∗ > r (θ)

}
, donde

r ∗ = f (0,θ)−
1

2
σ2θ(T −θ)−

1

T −θ
ln

(
K

P (0,θ)

P (0,T )

)
.

Así, (6.139) se escribe

V0 = E∗
[

B(θ)I
(
r ∗ > r (θ)

)
exp

(
−

∫T

θ
f (θ, s)d s

)]
−K E∗ [

B(θ)I
(
r ∗ > r (θ)

)]

y análogamente

V0 = E∗
[

B(θ)I
(
r ∗∗ >W ∗

θ

)
exp

(
−

∫T

θ
f (θ, s)d s

)]
−K E∗ [

B(θ)I
(
r ∗∗ >W ∗

θ

)]
,

(6.141)
donde

r ∗∗ =−
1

σ(T −θ)
ln

(
K

P (0,θ)

P (0,T )

)
−

1

2
σθT.

Introducimos las probabilidades

dP1 =
exp

(
−

∫θ
0 r (s)d s

)
P (θ,T )

P (0,T )
dP∗, dP2 =

exp
(
−

∫θ
0 r (s)d s

)

P (0,θ)
dP∗.

Con estas probabilidades (6.141) se escribe

V0 = P (0,T )EP1

[
I
(
r ∗∗ >W ∗

θ

)]
−K P (0,θ)EP2

[
I
(
r ∗∗ >W ∗

θ

)]
. (6.142)
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El objetivo es hallar la función de densidad de W ∗
θ

respecto a P1, (V. 2, pág.

152), f P1
W ∗

θ

, y la función de densidad de W ∗
θ

respecto a P2, (V. 2, pág. 152),

f P2
W ∗

θ

, ya que con estas densidades

V0 = P (0,T )
∫r ∗∗

−∞
f P1

W ∗
θ

(x)d x −K P (0,θ)
∫r ∗∗

−∞
f P2

Wθ
(x)d x. (6.143)

Finalmente, de (6.143) se obtiene que el precio del call europeo en el tiem-
po 0 está dado por

V0 = P (0,T )Φ(d)−K P (0,θ)Φ
(
d −σ

p
θ(T −θ)

)
, (6.144)

donde Φ es la función de distribución normal estándar, (V. 2, pág. 90), y

d =
1

2
σ
p
θ(T −θ)−

1

σ
p
θ(T −θ)

ln

(
K

P (0,θ)

P (0,T )

)
.

Ejercicios y Problemas

11.1. Probar que si en (6.136) σ es constante, el modelo HJM correspon-
diente es el modelo de Ho-Lee, (pág. 68).

11.2. Probar que −∂ ln(P(θ,h))
∂T = f (θ,h), (pág. 92).

Indicación: Utilícese la igualdad (6.134).

6.12. Modelo de Dothan

Nos situamos en el escenario financiero de incertidumbre, de las pági-
nas 16 y 17, con la base estocástica

(
Ω,F , {Ft }t∈JT ,P

)
, la hipótesis (H) y

Ft =
(
F

W̃
t

)P
, t ∈ JT . Suponemos que el proceso estocástico r̃ = {r (t )}t∈JT

satisface la ecuación diferencial estocástica

dr (t ) =σr (t )dWt , condición inicial r (0) = r0 (6.145)

donde, r0 y σ son números reales positivos. Es decir, r̃ es el proceso esto-
cástico de Itô respecto a W̃ , (V. 3, pág. 120),

r (t ) = r (0)+
∫t

0
σr (s)dWs, t ∈ JT (6.146)
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Suponemos también que existe λ ∈ R tal que, para todo t ∈ JT , qt = −λ,
(Proposición 6.2.5., pág. 20). Entonces W̃ ∗ =

{
W ∗

t =Wt +λt
}

t∈JT
, es un

proceso de Wiener, en (Ω,F ,P∗), respecto a {Ft }t∈JT
y a P∗, y

∫t

0
σr (s)dW ∗

s =
∫t

0
σr (s)dWs −

∫t

0
λσr (s)d s.

Por tanto, de (6.146), se obtiene

r (t ) = r (0)+
∫t

0
σr (s)dWs = r (0)+

∫t

0
λσr (s)d s +

∫t

0
σr (s)dW ∗

s (6.147)

que se escribe como ecuación diferencial estocástica

dr (t ) =λσr (t )d t +σr (t )dW ∗
t , condición inicial r (0) = r0. (6.148)

En el Ejemplo 3 de la página 160 de V. 3, se ha probado que la solución
única de (6.148) es

r (t ) = r0 exp

((
λσ−

σ2

2

)
t +σW ∗

t

)
, t ∈ JT . (6.149)

Por tanto, para todo t , s ∈ JT ,

r (t ) = r (s)exp

((
λσ−

σ2

2

)
(t − s)+σ

(
W ∗

t −W ∗
s

))
, t ∈ JT . (6.150)

Observamos que la expresión (6.149) implica que en el modelo construido,
debido a M. Dothan (1978), la variable aleatoria r (t ) es positiva, en con-
traste con el modelo de Vasiček, (pág. 35).

A continuación, determinamos la función de distribución de probabi-
lidad de la variable aleatoria r (t ), t ∈ JT . Sabemos que W ∗

t es una variable
aleatoria Gaussiana con E∗ [

W ∗
t

]
= 0 y V ∗ [

W ∗
t

]
= t , (V. 3, páginas 83 y 80).

Por otro lado, por (1) de la página 276 de V. 2, la función característica de

ξt = ln(r0)+
(
λσ− σ2

2

)
t +σW ∗

t , (rt = exp(ξt )), es

ϕξt (u)= exp

(
iu

(
ln(r0)+

(
λσ−

σ2

2

)
t

))
ϕW ∗

t
(σu)=

= exp

(
iu

(
ln(r0)+

(
λσ−

σ2

2

)
t

))
exp

(
iσu ·0− (t/2)σ2u2)=

= exp

(
iu

(
ln(r0)+

(
λσ−

σ2

2

)
t

)
−

t

2
σ2u2

)
, u ∈R.
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Entonces, por la Definition 3.12.1., (V. 2, pág. 300), ξt es una variable alea-

toria Gaussiana con E∗ [ξt ] = ln(r0)+
(
λσ− σ2

2

)
t (= mt ) y V ∗ [ξt ] = tσ2.

Así, para todo x ∈R con x 6 0, Fr (t)(x) = P∗[{ω ∈Ω : r (t )(ω) 6 x}] = P∗(;) =
0.
Supongamos ahora x ∈R con x > 0. Entonces,

Fr (t)(x) = P∗[{ω : ω ∈Ω, r (t )(ω) 6 x}] = P∗[{ω : ω ∈Ω, exp(ξt (ω)) 6 x}] =
= P∗[{ω : ω ∈Ω, ξt (ω) 6 ln(x)}] = Fξt (ln(x)) =

=
1

p
2π

p
tσ

∫ln(x)

0
exp

(
−

(y −mt )2

2tσ2

)
d y =

=
1

p
2π

p
tσ

∫x

0
exp

(
−

(ln(z)−mt )2

2tσ2

)
1

z
d z,

donde, para obtener última igualdad, se ha hecho el cambio de variable
y = ln(z).
Estos cálculos determinan la función de distribución de probabilidad de
r (t ), Fr (t), y prueban que tiene como función de densidad

fr (t)(z) =
{

1
z
p

2π
p

tσ
exp

(
− (ln(z)−mt )2

2tσ2

)
, z > 0

0 z 6 0.
(6.151)

Por tanto, (por definición), la función de distribución de probabilidad de
r (t ) es lognormal con parámetros (mt , tσ2).
Se verifica que:

(1). E∗[r (t )] = exp
(1

2 tσ2 +mt
)
.

(2). V ∗[r (t )] =
(
exp

(
tσ2

)
−1

)
exp

(
2mt + tσ2

)
.

A continuación, calculamos la esperanza matemática condicionada y
la varianza condicionada de r (t ) respecto a Fs , t , s ∈ JT con s < t :

(3). E∗ [r (t )|Fs ] = r (s)exp(λσ(t − s)).
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En efecto:

E∗ [r (t )|Fs ] = E∗
[

r (s)exp

((
λσ−

σ2

2

)
(t − s)+σ

(
W ∗

t −W ∗
s

))
|Fs

]
=

= r (s)exp

(
−

(
λσ−

σ2

2

)
s +λσt

)
exp

(
−σW ∗

s

)
E∗

[
exp

(
−
σ2

2
t +σW ∗

t

)
|Fs

]
=

= r (s)exp

(
−

(
λσ−

σ2

2

)
s +λσt

)
exp

(
−σW ∗

s

)
exp

(
−
σ2

2
s +σW ∗

s

)
=

r (s)exp(λσ(t − s)),

donde se ha utilizado el Problema 6.2, (V. 3, pág. 96), para obtener la pe-
núltima igualdad.

(4). V ∗ [r (t )|Fs ] = r (s)2 exp(2λσ(t − s))
(
exp

(
σ2(t − s)

)
−1

)
.

En efecto: Por la definición de varianza condicionada, (1), y el Problema
6.2, (V. 3, pág. 96), se tiene

V ∗ [r (t )|Fs ] = E∗
[(

r (t )−E∗ [r (t )|Fs ]
)2 |Fs

]
=

= E∗
[(

r (t )− r (s)exp(λσ(t − s))
)2 |Fs

]
= E∗ [(r (s)·

·exp

((
λσ−

σ2

2

)
(t − s)+σ

(
W ∗

t −W ∗
s

))
− r (s)exp(λσ(t − s))

)2

|Fs

]
=

= r (s)2 exp(2λσ(t − s))E∗
[(

exp

(
−
σ2

2
(t − s)+σ

(
W ∗

t −W ∗
s

))
−1

)2

|Fs

]
=

= r (s)2 exp(2λσ(t − s))
[
exp

(
σ2s −2σW ∗

s

)
E∗ [

exp
(
−σ2t +2σW ∗

t

)
|Fs

]
−

−2 exp

(
σ2

2
s −σW ∗

s

)
E∗

[
exp

(
−
σ2

2
t +σW ∗

t

)
|Fs

]]
+1 =

= r (s)2 exp(2λσ(t − s))
(
exp

(
σ2(t − s)

)
−1

)
.

La principal característica del modelo de Dothan es la de ser el único mo-
delo con tipos de interés lognormal conocido con fórmulas analíticas para
los precios de los bonos cupón-cero.
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Proposición 6.12.1. En el modelo de Dothan, se tiene

P (t ,T ) = E∗
(
exp

(
−

∫T

t
r (s)d s

)
|Ft

)
= exp



−σ2

(
1−2λ

σ

)2
(T − t )

8


 ·

·
∫∞

0

∫∞

0
exp

(
−ur (t )−

2
(
1+ z2

)

σ2u

)
θ

(
4z

σ2u
,
σ2(T − t )

4

)
du

u

d z

z2(1−λ/σ)
,

donde, para todo α,β> 0,

θ(α,β) =
αexp

(
π2

2β

)

√
2π3β

∫∞

0
exp

(
−

y2

2β
−αcosh(y)

)
sinh(y)sin

(
πy

β

)
d y.

Destacamos que no se conoce ninguna fórmula analítica para el precio
de las opciones sobre bonos cupón-cero, en el modelo de Dothan.

El principal inconveniente del modelo de Dothan es la explosión de las
cuentas bancarias, que pasamos a describir.
Supongamos que estamos en el tiempo 0 y depositamos una unidad de
capital en una cuenta bancaria, por un tiempo pequeño ∆t . Sabemos que
el valor esperado (esperanza matemática) de nuestra posición al final del
tiempo ∆t , será

E∗ [C∆t ] = E∗
[

exp

(∫∆t

0
r (s)d s

)]
.

Ahora, si ∆t es pequeño, podemos aproximar la integral por (∆t/2)(r (0)+
r (∆t )) y el valor esperado por E∗ [

exp((∆t/2)(r (0)+ r (∆t )))
]
. Como la fun-

ción de distribución de probabilidad de la variable aleatoria r (∆t ) es log-
normal, esta esperanza matemática es de la forma E∗[exp(exp(ξ))], donde
ξ es una variable aleatoria Gaussiana. Por la Proposición 3.4.30., (V. 2, pág.
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191), tenemos que

E∗[exp(exp(ξ))] =
∫+∞

−∞
exp(exp(x)) fξ(x)d x =

=
1

√
2πV ∗[ξ]

∫+∞

−∞
exp(exp(x))exp

(
−

(x −E∗[ξ])2

2V ∗[ξ]

)
d x >

>
1

√
2πV ∗[ξ]

∫+∞

0
exp

(
exp(x)−

(x −E∗[ξ])2

2V ∗[ξ]

)
d x >

>
1√

2πV ∗[ξ]

∫+∞

0
exp

(
1+x +

x2

2!
+

x3

3!
−

(x −E∗[ξ])2

2V ∗[ξ]

)
=+∞.

Así, E∗ [C∆t ] =+∞, lo cual significa que en tiempo arbitrariamente peque-
ño podemos obtener, en promedio, una cantidad muy grande de capital a
partir de una unidad, del mismo, inicial.

Ejercicios y Problemas

12.1. Si una estructura temporal de tipos de interés {P (t ,T ) : t ∈ JT , T > 0}
es de la forma P (t ,T ) = exp(A(t ,T )−B(t ,T )r (t )), donde A y B son funcio-
nes deterministas con todas las derivadas parciales respecto de la variable
T continuas, se dice que esa estructura temporal de tipos de interés es afín.

Nos situamos en el escenario financiero de incertidumbre de las pági-
nas 16 y 17, y suponemos un modelo de estructura temporal de tipos de
interés afín determinado por la ecuación diferencial estocástica

dr (t ) =µ(t ,r (t ))d t +σ(t ,r (t ))dW ∗
t , condición inicial r (0) = r0,

(véase la observación de la página 25). Probar que

µ(t ,r (t )) =α(t )+β(t )r (t )
σ(t ,r (t ))2 = γ(t )+δ(t )r (t ),

donde α(t ), β(t ), γ(t ) y δ(t ) son funciones deterministas (sólo dependen
de la variable t ).
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Indicaciones: Por la hipótesis, P (t ,T ) = exp(A(t ,T )−B(t ,T )r (t )). En-
tonces,

(1). Probar, utilizando la fórmula de Itô, (V. 3, pág. 128), que

dP (t ,T ) = P (t ,T )

[(
∂A(t ,T )

∂t
−
∂B(t ,T )

∂t
r (t )−B(t ,T )µ(t ,r (t ))+

+
1

2
B(t ,T )σ(t ,r (t ))2

)
d t −B(t ,T )σ(t ,T )dW ∗

t

]
.

(2). Comparando la ecuación diferencial estocástica obtenida en (1) con la
de (6.12), pág. 27, deducir que la función,

g (t ,r )=
∂A(t ,T )

∂t
−
∂B(t ,T )

∂t
r −B(t ,T )µ(t ,r )+

1

2
B(t ,T )σ(t ,r )2 − r,

es idénticamente nula y por tanto ∂2g (t ,r )
∂2r

= 0.

(3). Deducir de (2) que
∂2(σ(t ,r )2)

∂r 2 = 0 y
∂2(µ(t ,r ))

∂r 2 = 0.

(4). La condición P (T,T ) = 1 implica que A(T,T ) = 0 y B(T,T ) = 0.

12.2. Probar que el modelo de Dothan no es un modelo de estructura tem-
poral de tipos de interés afín, (utilizar el problema anterior).

12.3. Nos situamos en el escenario financiero de incertidumbre de las pá-
ginas 16 y 17, y suponemos un modelo de estructura temporal de tipos de
interés determinado por la ecuación diferencial estocástica

dr (t ) = (α+βr (t ))d t + (γ+δr (t ))dW ∗
t , condición inicial r (0) = r0,

(véase la observación de la página 25), donde α, β, γ y δ son constantes.
Probar que el modelo es afín.
Indicación: Seguir las indicaciones del Problema 12.1 para obtener ecua-
ciones diferenciales ordinarias que determinan A y B .
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6.13. Modelo de Black-Karasinski

En 1991, F. Black y P. Karasinski, (en [6]), introducen el siguiente modelo de
estructura temporal de tipos de interés:
Nos situamos en el escenario de incertidumbre, de las páginas 16 y 17, con
la base estocástica

(
Ω,F , {Ft }t∈JT

,P
)
, el proceso de Wiener W̃ = {Wt }t∈JT

,

en (Ω,F ,P ), respecto a {Ft }t∈JT y a P , la hipótesis (H), y Ft =
(
F

W̃
t

)P
, t ∈

JT . Consideramos el proceso estocástico q̃ =
{

qt
}

t∈JT
de la Proposición

6.2.5., (pág. 20), y el proceso de Wiener W̃ ∗ =
{
W ∗

t =Wt −
∫t

0 qs d s
}

t∈JT
, en

(Ω,F ,P∗), respecto a {Ft }t∈JT
y a P∗, (véase la Observación de la página

25). Finalmente, suponemos que el proceso estocástico r̃ = {r (t )}t∈JT es tal
que ln(r̃ ) = {ln(r (t ))}t∈JT es solución de la ecuación diferencial estocástica

d ln(r (t )) = [θ(t )−α(t ) ln(r (t ))]d t +σ(t )dW ∗
t ,

condición inicial ln(r (0)) = ln(r0), (6.152)

donde r0 es una constante real positiva, y θ(t ), α(t ) y σ(t ) son funciones
deterministas (dependientes únicamente de t ).

Observación. Comparando las ecuaciones (6.152) y (6.63), al modelo de
Black-Karasinski se le conoce, también, como modelo exponencial de Hul-
White o modelo exponencial generalizado de Vasiček.

Aplicamos el Teorema 4.8.5. (Fórmula de Itô), (V. 3, pág. 128), a la
ecuación (6.152) tomando f (t , x) = exp(x), y obtenemos que (6.152) se
transforma en la ecuación diferencial estocástica

dr (t ) =
(
θ(t )−α(t ) ln(r (t ))+

1

2
σ(t )2

)
r (t )d t + r (t )σ(t )dW ∗

t ,

condición inicial r (0)= r0. (6.153)
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Por el Teorema 6.6.1., (pág. 53), la solución de la ecuación (6.152) es

ln(r (t )) = exp

(
−

∫t

0
α(u)du

)[
ln(r (0))+

∫t

0
θ(v)exp

(∫v

0
α(u)du

)
d v

]
+

+exp

(
−

∫t

0
α(u)du

)∫t

0
exp

(∫v

0
α(u)du

)
σ(v)dW ∗

v =

= ln(r (0))exp

(
−

∫t

0
α(u)du

)
+

∫t

0
θ(v)exp

(
−

∫t

v
α(u)du

)
d v+

+
∫t

0
exp

(
−

∫t

v
α(u)du

)
σ(v)dW ∗

v , (6.154)

y por tanto,

r (t ) = exp

(
ln(r (0))exp

(
−

∫t

0
α(u)du

)
+

∫t

0
θ(v)exp

(
−

∫t

v
α(u)du

)
d v+

+
∫t

0
exp

(
−

∫t

v
α(u)du

)
σ(v)dW ∗

v

)
. (6.155)

Se comprueba fácilmente que para todo s, t ∈ JT con s 6 t , se verifica que

r (t ) = exp

(
ln(r (s))exp

(
−

∫t

s
α(u)du

)
+

∫t

s
θ(v)exp

(
−

∫t

v
α(u)du

)
d v+

+
∫t

s
exp

(
−

∫t

v
α(u)du

)
σ(v)dW ∗

v

)
. (6.156)

De forma análoga a como se ha procedido en las páginas 94 y 95, y tenien-
do en cuenta el Ejemplo 2 de la página 160 de V. 3, se tiene que para todo
t ∈ JT ,

ξt = ln(r (t )) = ln(r (0))exp

(
−

∫t

0
α(u)du

)
+

+
∫t

0
θ(v)exp

(
−

∫t

v
α(u)du

)
d v +

∫t

0
exp

(
−

∫t

v
α(u)du

)
σ(v)dW ∗

v ,

es una variable aleatoria Gaussiana con

E∗ [ξt ] = ln(r (0))exp
(
−

∫t
0 α(u)du

)
+

∫t
0 θ(v)exp

(
−

∫t
v α(u)du

)
d v,

V ∗ [ξt ] =
∫t

0

(
exp

(
−

∫t
v α(u)du

)
σ(v)

)2
d v.
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Por tanto, se concluye que r (t ) = exp(ξt ) es una variable aleatoria con dis-
tribución de probabilidad lognormal con función de densidad con pará-
metros (E∗ [ξt ] ,V ∗ [ξt ]). Así, en el modelo Black-Karasinski, se tiene que
r (t ) es positiva para todo t ∈ JT , y tiene el inconveniente de la explosión de
las cuentas bancarias, (página 97). Además, no se tiene una expresión ana-

lítica de P (t ,T ) = E∗
[

exp
(
−

∫T
t r (s)d s

)
|Ft

]
, t ∈ JT , (Proposición 6.2.2.(2),

pág. 17).

Ejercicios y Problemas

13.1. Probar que el modelo de Black-Karasinski no es un modelo de estruc-
tura temporal de tipos de interés afín, (véase el Problema 12.1 de la página
98).
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