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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Presentacion

La presente tesis es un estudio detallado de las propiedades estadisticas de
las imagenes naturales, con un especial énfasis en las Hamadas propiedades de
Autosimilaridad. Se trata de investigar las regularidades que presentan las
imégenes que captamos del mundo, para poder explicar cdmo se ha adaptado
nuestro sistema visual para interpretarlas.

El trabajo ha sido desarrotlado dentro del Grupo de Neurocomputacién
del Departamento de Fisica Tedrica de la Universidad Auténoma de Madrid,
cuyos intereses fundamentales son el estudio y la modelizacion de sistemas
bioldgicos. No obstante. no es el objetivo del presente texto explicar las
experiencias psicofisicas y fisiolégicas acerca de la vision primaria de los
mamiferos. sino definir las propiedades ¢ priori del mundo visual. Es éste
un necesario e ineludible paso previo si uno quiere llegar a entender los
mecanismos de la visién.

1.2 Motivacion. Tratamiento

La motivacién de esta tesis es, pues. fijar las bases de la codificacion de
las imédgenes naturales, pues conocida ésta se podran saber cudles han de
ser las estrategias Gptimas para transmitir y almacenar mensajes con ellas
relacionados ( ver [1, 2, 3, 4, 5, 6] ). El objetivo Gltimo ser4 la comprensién de
las primeras etapas de la visién en mamiferos, y de las estructuras neuronales
gque habran de formarse en la primera corteza visual y antes de ésta para
adaptarse a esta sefial, y para transferir esta informacion del modo mas

11



12 CAPITULO 1. INTRODUCCION

eficiente.

Nos vamos a centrar, exclusivamente, en las luminosidades, asi que nues-
tras iméagenes seran en blanco y negro. Trabajamos con imégenes naturales.
pues no nos interesan, al menos por ahora, las caracteristicas visuales de
una dieta visual sesgada como la que introduce el hombre en sus ambien-
tes. Ademds, se asume que no hay implicado ningtin mecanismo de atencion
( que implicaria una actividad a alto nivel cortical ), por lo que los objetos
que aparecen en las escenas no ocupan un lugar distinguido en las mismas.

Nosotros abordamos la cuestién del aprendizaje en sistemas como las re-
des neuronales, de caracteristicas notablemente estadisticas, desde el punto
de vista de la Teoria Estadistica de la Informacion. Desde esta perspecti-
va, consideraremos una sefial como una variable aleatoria ( ya escalar, ya
vectorial ) con una cierta distribucién dada. En particular, hablaremos del
campo de intensidades luminosas registradas en la retina ( denotado 7(F) )
como nuestra sefial, representacién de una imagen del mundo real.

Desde el punto de vista de la Teorfa de la Informacién, podemos con-
siderar el contenido de informacién ( o Cantidad de Informacién ) de
una sefial dada, como la entropia de su funcién de densidad de probabilidad.
Esto es, si la funcién de densidad de probabilidad de una senal S es pg(z).
su Cantidad de Informacién Hg seré :

donde b es una base de logaritmo; cuando b = 2 se dice gque esta Cantidad
de Informacion se expresa en bits. Muchas veces, por conveniencia al operar,
se usa la base natural, log, = In y la entropia en tal caso de mide en nats.
Al término — log, pg(x) se le llama extrafieza del evento .

Puede verse ( por ejemplo, en el libro de Cover et al, [7] ) que la entropia
de una distribucién caracteriza el menor ndmero medio de palabras gue
puede tener un cddigo que trate de representar los eventos de la senal S.
Para un universo de sucesos de tamaifio dado, la distribucién que alcanza la
maxima entropia es aquella que asigna igual probabilidad a todos los sucesos,
y que por tanto ha de usar la misma cantidad de bits para hablar de cada
uuo.

En el caso de las imdgenes del mundo real, es evidente que no toda suce-
sién de puntos Inminosos constituiria una imagen que pudiéramos calificar
de natural; nada més tenemos que pensar en la imagen que nos proporciona,
un televisor cuando no tiene puesta antena: una nube electrénica aleatoria,
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genera una imagen en la que cada punto se ilumina, al azar e independiente-
mente de los demés, maximizando la entropfa. Sin embargo, en las imégenes
del mundo real abunda la redundancia informativa: un punto préximo g
otro es muy probable gue tenga una luminosidad muy similar ( posiblemente
se hallen ambos dentro del mismo objeto )

1.3 Adaptacién neuronal. Aprendizaje

Mis alld del formalismo matematico, existe cierta evidencia experimental
de que las redes neuronales biolégicas siguen ciertas prescripciones de apren-
dizaje natural que las conducen a buscar el cddigo dptimo al ser sometidas
incesantemente a una sefial. Este aprendizaje se ha visto confirmado a ser
el que maximiza la transferencia de informacién desde el mundo exterior, lo
que en determinados contextos equivale al que reduce la redundancia en la
representacién interna ( ver [8] ). En un célebre articulo ( ver [9] ), Atick
probé que las primeras etapas del procesado visual en los mamiferos ( en
particular, monos ) decorrelan la sefial que les Hega. produciendo una sefial
compacta. De ese modo. el sistema visual se ha adaptado a la senal recibida.
Existe, as{ mismo, abundante experimentacion que prueba que las primeras
semanas e incluso horas de la vida de un mamifero son fundamentales en la
adaptacidn a su dieta visual, por ser la época de mayor plasticidad sinaptica:
v por ello se ve que hay pocos rasgos innatos en estas adaptaciones y que.
més bien, cada individuo aprende de su entorno.

Es indudable que si se conociera el mejor cédigo, aquél que en modo mas
eficiente y compacto representase los sucesos visuales, tendriamos una idea
clara de cual ha de ser la meta de todo sistema biolégico: alcanzar, dentro de
las Iimitaciones funcionales, tal representacion. Y aqui es donde se inserta
toda la investigacién presente, pues obtener este cédigo significa conocer al
menos lo suficiente de la estadistica de nuestra sefial como para calcular
su Contenido de Informacién. Tarea ésta, sin duda, ciclépea, sobre todo
si se procede muy formalmente. Ahora bien, las imégenes poseen fuertes
propiedades geométricas que pueden sobremanera simplificar su tratamiento
y su descripcién estadistica. Del énfasis en algunas de esas propiedades
conseguiremos explorar espacios antes desconocidos.

Una de esas propiedades es la invariancia estadistica de traslacién. o
sea, tomada una subescena dentro de la imagen ésta podria haber aparecido
ignalmente en cualquier otro lugar; en definitiva, el observador puede encon-
trarse un objeto dado en cualquier lugar dentro de su campo visual. Por
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tanto, la distribucién debe ser invariante bajo esta transformacién interna.
Evidentemente, con imégenes reales ( que son mallas finitas de puntos dis-
cretizados ) este tipo de propiedades fallan a escalas donde el tamaifio o la
resolucidn finita impidan extrapolar, pero nuestro punto de vista serd el de
aislar la region universal, que no depende del aparato que registra la sefial.
Incluso, en ocasiones se impone la invariancia de traslacién para determi-
nados tratamientos, mejorando en ese aspecto un posible muestreo que se
hubiese tomado.

Un poco més sutiles son las invariancias de escala, que se explican de-
talladamente en la siguiente SubSeccién. Adicionalmente, es conveniente en
lo que sigue tener en cuenta el denominado principio de Ergodicidad, y
que se formula del modo siguiente: Es equivalente promediar una magnitud
intensiva, a lo largo de diversas iméagenes del colectivo, gque promediaria a
lo largo de una sola, suficientemente grande. Nuevamente, esto se relaciona
con la presencia o no de subescenas dentro de una dada, y es una hipdtesis
sumamente razonable. Nosotros la utilizaremos continnamente. alli donde
sea, necesario.

1.4 Anutosimilaridad en imdgenes

Las imagenes tomadas del mundo poseen propiedades de diversa indole
conocidas en conjunto como propiedades de Autosimilaridad. Todas ellas
se piensa que tienen un origen comun, a saber: que las imégenes no poseen
una escala definida, por razén de que cualquier subescena de una escena
dada podria aparecer con mayor o menor tamafio aparente, simplemente en
funcién de la distancia a la que se halle el obervador de la misma. Asf, en
el mundo visual no tiene sentido preguntarse por el tamafio absoluto de un
objeto, que es algo inalcanzable sin algin tipo de esteroscopia.’

La més conocida de la propiedades de Autosimilaridad es el comporta-
miento del especiro de potencias S(f) ( ver, por ejemplo, [11] ). Definamos
éste: dado el campo de luminosidades en la retina I(Z) definimos la correla-
cién a dos puntos de este campo C(Z,y) como :

CEF.9) = I@I@) — TEHNI@)

INo se ha explicitado, pero evidentemente nuestro tratamiento es monocular. La bino-
cularidad no es més gue dos monocularidades, v la estereocopia sélo se consigue por un
tratamiento a alto nivel en la corteza visual.
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donde los paréntesis triangulares denotan promedio sobre el colectivo de
imégenes. Siasumimos, como es natural, que hay invariancia de traslacién,
esta cantidad no dependera del par de puntos 7 , & considerados, sino de su
diferencia © = i — 7. Asi hablaremos de C(F) para denotar esta correlacién,
Més atin, si hay ergodicidad es equivalente promediar sobre un conjunto de
imégenes que sobre todos los puntos de una imagen. Esto es muy interesan-
te porque permite interpretar C'(7) como la antocorrelacion del campo de
contrastes ¢(F) = (&) — {I).

.

S(f) Q b

1e+08
1e+07
1e+06
100000
10000
1000
100
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jﬁm ji:

Figura 1.1: S(f) en la imagen de Lena
a: En la dircceion horizontal: b: En la vertical

El espectro de potencias S( f') se define como la transformada de Fourier
de C(7) respecto de 7. Es un hecho experimental bien conocido ( ver [12, 13])
desde los primeros dias de la televisidn que esta funcién presenta una ley de
potencias en f = |f]. o sea. se verifica :

o= 1
S(f)ixfz—_,7

donde 7 es un exponente pegueiio. y no universal puesto que presenta va-
riaciones apreciables entre imagenes y colectivos, y de algin modo mide la
anisotropia relacional del medio ( ver [14] para un estudio detallado de este
aspecto ). También es verdad que en las imégenes del mundo real hay cierta
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anisotropia y por ello las correlaciones son algo mayores en las direcciones
horizontal y vertical. En la figura 1.1 se representa el espectro de potencias
de la imagen de Lena ( ver figura 5.1 ) a lo largo de esas dos direcciones.

El comportamiento en ley de potencias del espectro de potencias indica
que, al menos en lo que a la correlacién se refiere, no hay una escala fija; o
bien: la longitud de correlacién tipica es infinita. Este tipo de fendémenos
revela més bien la estructura macroscépica de la imagen, pues relaciona
elementos a grandes escalas. Ruderman ( ver [15] ) construye un modelo
de imégenes sintéticas ( que serd analizado més tarde en el Capitulo 6 ) en
el cual puede explicar satisfactoriamente esta ley de potencias, simplemente
por relaciones de tamaflos entre objetos colocados al azar.

La parte central de esta, tesis lo constituye el andlisis de otras propiedades,
también autosimilares, pero de un tipo completamente diferente. En ellas
intervendra toda una jerarquia de estadisticos ( que serdn los momentos
de una distribucién ), cuya aportacién conjunta permitird caracterizar mas
bien la estructura relacional microscépica de las imégenes, determinando en
ultima instancia los bordes de los objetos que las constituyen.

1.5 Aspectos no gaussianos

Las correlaciones entre las luminosidades de los puntos gue conforman
una imagen son tan fuertes que hacen que este sistema sea dificilmente
descriptible. En particular, una descripcidn gaussiana de la estadistica de
imégenes naturales es absolutamente imposible.

Es facil darse cuenta de ello : tomando el contraste lnminosos ¢(7) =
I(&)— (I}, ya dijimos que la correlacién luminosa a dos puntos no es méas que
la, autocorrelacion del contraste luminoso; por tanto, el espectro de potencias
no es mas que el médulo al cuadrado de la transformada de Fourier de ¢(f),

Pt

S = le(N?

( donde se ha hecho uso de la ergodicidad para promediar solamente sobre
una imagen )

Con una distribucién gaussiana para [(Z), se obtiene una distribucién
gaussiana de media nula para ¢(Z) ( ya que, por la invariancia de traslacion,
las marginales en cada 7 de ¢(%) estén equidistribuidas ); y esta distibucién
queda caracterizada totalmente por la matriz de correlacién, o sea. por S(fq )
Asi que algo tan simple como decorrelar la sefial produciria una imagen
en la cual cada pixel se iluminaria independientemente. Las imagenes con
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En la figura 1.3 se muestra el resultado de aplicar dos truncamientos de
estadistica diferentes a la imagen de Lena ( quien puede ser contemplada
en su esplendor en lIa figura 5.1 ). La figura superior corresponde a la de-
correlacién de la imagen, conseguida sin més que dividir por su mddulo la
transformada de Fourier de ¢(F). La figura inferior corresponde a eliminar
la estadistica de orden mayor que 2, y se consigue cambiando la fase de la
transformada de Fourier de ¢(F) por una aleatoria.

Es evidente que la imagen tras la decorrelacién conserva suficiente estruc-
tura como para ser reconocible; en ese sentido se puede decir que se elimina
la redundancia debida a los cambios suaves de luz sobre las superficies ilu-
minadas. Las correlaciones de érdenes més altos se revelan como poseedoras
del mayor caudal informativo, pues sin ellas se pierde toda estructura. Més
atn, de esto se concluye que la estadistica de ¢(Z) es no gaussiana, y son
los eventos raros, los que determina la cola de la distribucién y afectan fun-
damentalmente a los momentos de mayor orden, los informativamente maés
relevantes y estructurales.

Ruderman ( ver [16] ) analizé la distribucién de la luminosidad y del
modulo del gradiente de la misma, llegando a la conclusién de que las co-
las de ambas distribuciones decaian a un ritmo mucho menor que en las
distribuciones gaussianas. De este modo, la influencia de estos aspectos no
gaussianos se revelan como factores estructurales profundos y evidentes. Por
medio de la variable que vamos a definir trataremos de acercarnos un poco
més a las estructuras informacionalmente significativas en las imagenes y al
modo de clasificarlas y estudiarlas.
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Capitulo 2

Teoria sobre las leyes de
escala

2.1 Escala en Turbulencia Completamente Desa-
rrollada

2.1.1 Introduccién

Introducimos la teorfa sobre leyes de escala destacando algunos aspectos
conocidos acerca del comportamientos de fluidos en régimen muy turbulen-
to. La observacion de estas propiedades y su prolijo estudio en este campo
sirvieron de inspiracion primera de nuestro trabajo. asi gque por completitud
y por lo provechoso de la analogia citamos aqui los aspectos clave que fueron
atiles en la presente tesis. No ha sido nuestra intencién hacer un estudio
detallado de estos sistemas; el lector interesado puede acudir por ejemplo al
libro de Frisch. [10]. para ampliar su perspectiva de esta materia.

2.1.2 Tuarbulencia Completamente Desarrollada

El comportamiento de los fluidos depende criticamente en el ndmero de
Reynolds que posea el régimen en el que se encuentran.

s Para nimeros de Reynolds bajos. el fluido se comporta de una
forma tremendamente regular: es el denominado régimen laminar. En
este caso, el fluido se organiza en capas que se deslizan las unas sobre
otras. Tales fluidos presentan invariancias exactas de traslacion y de
escala ( siempre que las condiciones de contorno no lo impidan )

21
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¢ En niimeros de Reynolds altos, el fluido experimenta stbitos cam-
bios. La regularidad desaparece, dando hugar a la aparicién esporddica,
de torbellinos, que rompen toda la simetria del mismo. Las l&dminas
de fluido se quiebran y en algunos casos desaparecen.

s Para nimeros de Reynolds muy altos, la estructura se vuelve
absolutamente cadtica e impredictible. El fluido cae en un estado de
caos determinista' . Por ello mismo, un tratamiento determinista,
es inviable y absurdo en este caso. No obstante, tal fluido tiene un
comportamiento absolutamente ergddico, asi que es posible hablar de
magnitudes estadisticas sobre él. En este contexto se puede observar
que las invariancias de escala y de traslacién se reestablecen, en un
sentido estadistico.

Es este ultimo caso el que nos interesa, aquél que viene determinado
por la llamada Turbulencia Completamente Desarrollada. El valor
concreto del ndmero de Reynolds ya no es importante en absoluto en este
régimen; sélo importan las magnitudes termodindmicas.

2.1.3 Variacién de velocidad y disipacién

En el contexto de fluidos en Turbulencia Completamente Desarrollada
( abreviada a veces por sus siglas en inglés, FDT ) dos magnitudes se mues-
tran relevantes para el andlisis, generalizacidn de las magnitudes de Euler
del flufdo laminar. La primera de tales es Ia llamada Variacién Local de
Velocidad: Dado un segmento orientado de longitud determinada, +, defi-
nimos la Variacion Local de Velocidad a distancia » en el punto del fluido 7
COmo :

opv = (T +7) — o(F)

donde ©(Z) se puede tomar como el campo de médulos de las velocidades o
como las proyecciones longitudinales del campo de velocidades.

Esta definicién pretende reflejar la anisotropia y caoticidad del campo de
velocidades. Su dependencia en la escala r, sin embargo, permite comparar
estructuras & diversos tamafios y deducir de ahi aspectos microscépicos.

Otra variable {ntimamente relacionada con la anterior es la disipacién
local de energia, denotada por ¢,. En el punto & esta magnitud viene dada
por :

'Salvo gue los efectos cudnticos sean relevantes a la escala disipativa, lo cual es més
oue probable; en tal caso el fluido poseeria probablemente verdadero caos
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e (7Y = 1 4 eans (A7 9.0 (2]
(&) = | B, () /nrw)dm %gd“'y(@)“}ﬂ-%(x J

donde B, (&) denota la bola de centro & y radio r.
Para flufdos tridimensionales existe una relacién universal, de cardcter
geométrico, que liga §,¢ con €. ( ver, por ejemplo, [10] ). y que es:

3
[51":’] X € (2.1)

Esto permite facilmente comparar la estadistica de una y otra variable.

2.2 SSy ESS

Vamos a formular en esta Seccién las dos propiedades de escala més
relevantes que pueden poseer ( vy que en los casos que consideraremos de
hecho poseen ) variables estadisticas intensivas definidas a una escala interna
r. Denotaremos por €7 una variable genérica de este tipo. Para hacer més
simple posteriormente la transicién hacia el estudio de imégenes naturales,
llamaremos “imagen” ( con comillas )} a una realizacién del campo bésico
considerado ( el campo de velocidades, para fluidos turbulentos: el campo
de luminosidades, para las imagenes naturales ). del cual todas las demds
magnitudes son derivadas.

Denotaremos e,f = (e}, el momento de esta variable de orden p, ob-
tenido de promediar a lo largo de cada “imagen” y sobre todo el colectivo
( ensemble ) de “iméagenes”. Se dice que esta variable presenta {a propiedad
de Autosimilaridad ( cuyas siglas en inglés son SS ) si se verifica que existen
constantes 7,, o, tales que :

el = a1’ (2.2)

Se dice que la variable € presenta la la propiedad de Autosimilaridad Ex-
tendida ( ESS ) si existen dos colecciones de constantes p(p,q) . A(p.q) (g
se toma fijo ) tales que :

of = Alp.q) [ef 177

esto es, se expresan todos los momentos en funcién de uno fijo. el g-ésimo,
que es el que aporta toda la dependencia en r. La expresién anterior también
se suele denotar :
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el = PP [of P (2.3)

donde a(p,q) = In A(p, q). Evidentemente, si se tiene SS se tiene ESS, pero
al revés no necesariamente. En el caso de tener SS, los coeficientes de ESS
se calculan directamente segn las expresiones :
o{my?
™ = p(?ﬁ@') Tq + Op = A(?a@') a,
También esta claro que si (2.3) se verifica para un ¢ dado. se verifica
para cualquier otro momento ¢’ siempre que p(q’,q) # 0. Los coeficientes

centrados en el nuevo momento ¢’ se expresan respecto a los de ¢ segtn las
relaciones :

plod) = 22D 4pq) = Alp,g) Al )P0
plq'.q)
lo que nos permite pasar de uno a otro. En el estudio de la Turbulencia
Completamente Desarrollada, es habitual fijar ¢ = 3 para la variable v
y ¢ = 1 para la disipacién local de energia ¢, pues es conveniente dada la
relacién dindmica, ec. (2.1). Para el caso de imégenes naturales, sin embargo.
tomaremos convencionalmente ¢ = 2 para nuestra variable €z ( que sera
definida en el Capitulo 3 ) y usaremos siempre la relacién particular :

e; — eﬁ(;":z) [e: ]P(P:z) (24)

2.3 Acercadelal| |,

Seguidamente, haremos una revisién de diversos conceptos tedricos de
los que deberemos hacer uso més adelante.

2.3.1 Definicién de || |

»- El limite de las normas-p, p — oo

Empecemos esta seccidn con la definicién usual de norma p de una va-
riable aleatoria ( en el caso general, se puede usar una funcién medible ). Se
define norma-p de una variable aleatoria z como :

x

o0 L

| ng/ dF (z) o 17 (2.5)
-

donde F(a) = @(x < a), la funcién de distribucién de probabilidad y asi

dF(z) es la densidad de probabilidad diferencial de la variable z. Fsta
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definicién tiene sentido para 0 < p < oo, pero s6lo define una norma, para
1 < p < 0. La definicién puede ser extendida para p = oo por :

|z lloo = s aplz| = inf{a : O(lz] > a) =0}

( ess sup significa “supremo esencial” ) De este modo. por definicién, para
cualquier ndmero estrictamente menor gue || = ||x. I probabilidad de obte-
ner valores de |z| mayores que éste es positiva. A continuacién se da una
prueba sencilla de que esta definicién es una extension de la que se tiene
para p finito, en el sentido :

Jim 12l = 1) 1o (2.6)
Demostracion :

e Caso || z [loo <00 :

Calculemos el momento de orden p de |z] :
> (o]
(o) = [ aF@)laP = [~ ar(z) lap
-0

( La segunda expresién es un abuso de notacién, ya que el “dF” para
la variable aleatoria || es una funcién diferente de la de z; el simbolo
debe ser entendido como : “La funcién de distribucién para la variable
argumento” )

Esto es igual a :

x x

X0
”+/ dF(
M

) |

M 0
(o) = | aF (e Py 2 [ (el o

para cualquier M € RT. Pero entonces, Vp > 0 :
[o.e]
2Py > /M dF(j2)) MP = MPo(z| > M)
v asi:

| > M))r (2.7)

2 flp = M [p(
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Ahora. si tomamos € > 0y M = || © ||x — ¢ , autométicamente obtene-
mos que O(|z] > M) es mayor gue cero. por definicién de || & ||. Por
tanto, cuando p —» 20 el segundo factor de la derecha de (2.7) tiende a
1. Por ello,

fim |z, 2 M=zl —¢
p—o0

y esto es cierto para cualguier ¢ > 0. asf que haciendo que ¢ — 0 se
saca que :

i ;: > || x .
pliﬂ!o lzly 2z lle

Pero por definicién |#] € | |l ( en casi todos los puntos ), asi que
l 2 flp < |l @ {|oo y entonces :
Caso || & || = 0 ¢

En este caso, para todo M > 0, ©(x > M) > 0; anadlogamente a lo
hecho en la, demostacién anterior se obtiene que ¥ p > 0,

7y f de(

x

Y MP = MPo(|z| > M)

y esa probabilidad no se anula; asi que cuando p — oo tenemos que :

lim |z {l, > M
PO
para todo M > 0, asi pues :
lim [z, =% = ||zl

P00

C.Q.D.

Como bonus interesante de la demostracién para || z |0 < 0. se ve

que lo que regula cudn répido la norma p estd a distancia ¢ de || z || s

[o(lz] >l =

1 ) ) . S .,
lso —€)]7. Esta parte es dominada por la cola de la distribucion

( 1a cola hasta el maximo valor posible de {z]. que es || 2 ||oo )
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2.3.2 El limite de las normas p, p — 0

Tiene interés también el lfmite de || ||, cuando p — 0, aunque esas
expresiones ya no sean normas cuando p estd por debajo de 1. Asf pues
queremos calcular himy, 5| 2 ||,

Para p pequeiios, tenemos que [J[p,@“'; 1+plnjz

: por ello :

faly’ = 1+phf=f, 2 1+ p(ln|z)
y asi:
i Al = elinlal
}Jl_}ﬁé lzi,=c¢e

Siempre usaremos distribuciones con media, finita, asf que la tnica diver-
gencia posible en (In|xz|) estd en x = 0 y de producirse harfa que ese valor
esperado fuese —oo. Por tanto, si tenemos un valor finito de {In|z|) esto
significa que (z = 0) = 0, o sea, no hay delta centrada en cero. También
implica que limg_,o dF(x) = 0 ( més atn, que dF () tiende & cero més rapido
que 1/ 1n(z) )

2.3.3 El orden de las normas

Las normas p cuando 1 < p < >0 verifican una designaldad esencial,
conocida como desigualdad de Hélder. y que puede expresarse de la forma
siguiente :

“Dada una medida positiva p y dos funciones medibles [ y g y tales que
I fll, <oogllgllg< oo (las normas definidas de acuerdo a esa medida )
y donde ademds ;—, + % =1, entonces :

[ dut@) 15 @g@) < 151 lgll

La demostracién no es dificil. pero es un poco téenica. No la reproduzco
aqui ( es facil de encontrar en cualquier libro de Anélisis Funcional: p.¢j.
[17] ). Sien particular Ia medida del espacio es 1 ( espacio de probabilidad )
se obtiene que :

Wl <0 flly 2 p<p’ . VF

Asi que cualguier variable aleatoria X verifica la siguiente cadena de
desigualdades :

TXMe<UXlp SHXy €1Xlleo - 1Sp<p' <0 (28)
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2.3.4 || ||l en SS y ESS

En los casos particulares del célculo de || €7 {|o de una variable ez que
verifique SS y/o ESS las expresiones son muy sencillas y de gran utilidad
para célculos posteriores.

s SS:

Si se tiene SS para €7 (ec. 2.2 ) se verifica en particular que :

| €7 lloo = Qoo 7™ (2.9)
donde, obviamente,

Coo = iirxl,ﬁx[a’p]%

Too = limp_m%

¢ ESS:

Tomando la ecuacidén 2.4 es immediato que :

2
| €7 floo = ¢+ EF) (210)
donde :
fimy e p®:2) _ o 11
iy oo ;; = Q

Para terminar, hacer notar que la relacién de los coeficientes 85 de || €7 [l
(oo ¥ Too ) com los coeficientes de BESS ¢ y @, y los de SSap y T2 €8

Moo = fel

(2.12)

Too = QT2
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2.3.5 La distribucion asociada a p(p,2) y p(p,2) lineales

Estudiamos en esta SubSeccién qué variable aleatoria es compatible con
unos p(p.2) y p(p,2) de comportamiento exactamente lineal a partir de un
cierto p. Nuestro punto de partida serd una variable aleatoria y positiva x
distribuida de acuerdo a una distribucién desconocida p(z). El momento
de orden p de la variable se Hamars {(z7). Supondremos que desde algin p
finito, digamos py.

(@) =Bt vp>py (2.13)
y B, a y b son algunas constantes fijadas.

Dado esto, construyamos la funcion caracteristica, ¢ , asociada a la dis-
tribucién de probabilidad.

(j)(u) - {63_21"" ‘11,:1-)
( con mi convencién usual ). De este modo,
2 (—2mi)?
4)(“) = Z (—27:-& <‘7’.p>,{“p
p=0 P°

Ahora podemos desarrollar los primeros py factores de ahf , y para el
resto usar la relacién (2.13). Asf,

P (—2mwi)P e ;
~2mwi)P
TOEDD = (@ + 3 ( ,7r P papibyp
p=0 P=pa
pero del segundo factor es facil derivar :
po—1 . -
—2m 14 o 1100 po—1I - AP
¢(1&) = Z (_% {aPyuP 4+ B [6—27.“1 Beqy Z (—2mi) B7yP)
p=0 P’ !

de donde se obtiene :
po—1 .
—~27i)P ,
P(u) = Z (=2 ((aPy — By p 4 pb—2mifiu

Pero la funcién caracteristica es fa transformada de Fourier de la densi-
dad de probabilidad, luego haciendo la antitransformada de Fourier de esta
ultima relacién obtenemos :
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po—1
pla) = (1= BN + X o5 () — B 5(p) + B(o— B?)
paz]

donde §P(f) significa la derivada p-ésima de la funcién § de Dirac. Ahora
bien, la densidad de probabilidad ha de ser una medida positiva, por lo que
todas las derivadas de § deben desaparecer 2 . Observando qué es lo que ha
de cancelarse se ve que es igual que imponer que (2.13) se da para todo p.
De hecho, esto es lo mismo que decir :

plz) = (1 - B*)8(z) + B (x~B%) (2.14)

O sea, s6lo hay una distribucién bajo esas hip6tesis; y ademés, esa distribu-
¢idén da un peso no nulo al punto z = 0.

2.4 Modelos que describen ESS : Apuntes teéricos

La més simple de las teorfas desarrolladas para explicar la dependencia en
escala de las variables termodindmicas de FDT fue enunciada por Kolmogorv
en uno de los famosos articulos de 1941. ( ver [18] ). En la teorfa de
Kolmogorov, uno supone que existe un flujo constante de energia entre las
estructuras existentes a cada escala en cascada descendente ( en el caso de
turbulencia, esas estructuras son las “burbujas” turbulentas de un tamano
dado por el pardmetro de escala » ). Por tanto. la energia promedio contenida
en una burbuja de una escala L seria la misma que la contenida a la escala r
salvo por una constante de pérdida o rozamiento. que seria siempre la misma
entre dos escalas L y r dadas.

Esta teoria resulta insatisfactoria para describir los fluidos turbulentos,
pues predice unos coeficientes 7, y p(p,2) que dependen sélo linealmente en
p. Ademds. ambos coeficientes resultarian no nulos en p = 1, en contra de las
restricciones fisicas®. Es posible enmendar esto concentrando la disipacién
energética en un conjunto més restrictivo que el total con dimensién fractal
en general menor. De este modo. los coeficientes gue se obtienen son :

28i no fuese asi, como siempre se puede construir una funcién positiva f con un ndmero
finito de derivadas arbitrarias en el origen, se podria ajustar convenientemente los valores
de esas derivadas para que [ dr p(x) f(x) fuese negativo, cuando deberia ser positivo si
plx) es una densidad de medida positiva.

3Puede verse de la definicién de la disipacién de energia ¢, que {e+) no depende de r,
por simple conmutacién de la integral de la definicién ¥ el tomar valor medio
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pp,2) = p-1
2.15
= mp-1) (2.15)

En este contexto, el exponente —7, puede interpretarse como la codi-
mensién de la estructura disipativa del fluido. El evidente problema de esta,
nueva construccién es la discontinuidad en el origen de los exponentes 7, y
p(p,2).

Generalizaciones de esa teorfa pueden construirse facilmente suponiendo
que en realidad el flujo no es constante, sino que sigue un proceso estocastico
apropiado, estadisticamente independiente de los valores de las energias loca-
les a esas escalas y que s6lo depende de la relacién entre esas escalas. Puesto
que la, transferencia entre dos escalas ha de ser la misma tanto si se verifica
directamente que si lo hace en cualquier nimero de pasos intermedios, el
proceso estocdstico en cuestién ha de ser infinitamente divisible. Como se
verd més adelante ( Capitulo 4 ) esto supone construir un multifractal sobre
la “imagen”.

El més simple de tales modelos es el que fue propuesto por She & Le-
veque ( S-L ), [19], que establece una jerarquia determinada en las razones
de los momentos sucesivos.

3

el el 1

F F 1-8

x| = [ erllee s
7 F

para cierta constante  que caracteriza la razén media de escalas en proceso.
( Como se sabe, esto corresponde a un proceso Log-Poisson para la razén de
escalas; ver [20] ). Bajo estas hipétesis se predice un coeficiente p(p, 2) dado
por :

1

a = 13
pp.2)=ap~b(1~p57) ; (2.16)
b=

( El pardametro p(p.2) no puede ser predicho en estos modelos, porgue
tiene que ver con la distribucién intrinseca a una escala fija: el pardmetro
p(p. 2), sin embargo, se ve que juega el papel relacional de mensajero entre
las diversas escalas. Esto se verd maés evidente en el desarrollo de la Seccion
2.5 )
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Una, posible generalizacién de este modelo se obtiene cuando se introduce
un pardmetro de ruido ( temperatura } que permite distinguir entre las
diferentes posibles cascadas gque en un She-Leveque conducen de una escala,
superior a otra inferior dadas. Este es el modelo de Castaing ( [21] ) :

o a = (E - %)b

i

. — 1]} e j [P NS S 2.17
8 5 B
2T 2 14T +1

2.5 Representacion integral de SS

Tomamos como una de las posibles referencias bibliograficas en esta Sec-
cién el trabajo de Castaing, [21], en el que implicitamente se supone una
normalizacién adecuada de la variable considerada; por tanto, la dependen-
cia final en p del p(p, 2) asociado a la nueva variable ( el orden del momento )
en ese célculo no tiene la contribucién de mayor orden cuando p > 1, y que
es la parte lineal en p. Para poder aplicar esa representacién aqui necesita-
mos proceder del mismo modo. De lo que se deduce de la SubSeccion 2.3.4 .
la parte lineal de los exponentes p(p.2) y p(p. 2) viene dada por 1a || €7 || -
y por tanto se ha de normalizar con esta cantidad para eliminar esa depen-
dencia.

Supongamos gue nuestra variable verifica tener || €7 || finito ( como
es el caso, tanto en Turbulencia como en la variable que definiremos para
imégenes ); definamos entonces fr como :

fr=er/l er llo

De este modo es trivial que 0 < f- < 1. Ademés, si €p verificaba tener ESS.
ec. 2.4, como || e {lo < o0, los coeficientes o y @ de la ec. 2.11 asociados a
la norma infinito han de ser finitos.

No s6lo eso, sino que ademés fr también verifica ESS; seq f; el momento

de orden p de fr ; entonces :

£ — o2+ m(f; ) o (p, 2) (2.18)

y donde se tiene que :
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a(®.2) = pp.2) — ap + 22 [p(p,2) ~ ap)

(2.19)

o(p.2) = p(p%;fp

Observaciones :

1.

Es importante hacer notar que, en contra de lo que pudiera parecer,
es posible reconstruir la variable €z a partir de la variable f- salvo por
una constante, que evidentemente tiene poco significado a nivel fisico
v siempre hubiers podido fijarse a 1. Ello es asi por la independencia
de er_’f ( ver SubSeccién 3.3.1 ) con respecto de r, con lo gue usando
fFL = e,,i/ | €7 lloos se puede despejar || €7 llo salvo por la constante
e,i , de donde podriamos entonces conocer K| €7 || v de ahi Kep =
K| €7 || f7- En particular, es evidente que esa constante K no cambia,
el comportamiento de p(p,2) y asi se puede calcular sin mas p(p, 2) a
partir de o(p, 2),

p(p,2) = MJW[U(E:?)P“U(D:Q)]

( obsérvese que o(1.2) es el exponente gque relaciona el inverso de
|| €7 |loo con f; ). Por tanto. no se esta perdiendo ninguna informa-
cién relevante por trabajar con esta variable, y en particular lo que se
diga para o(p,2) es inmediatamente traducible para p(p,2) .

Es también cierto que si €7 verificaba SS, entonces fr también verifica
SS; usando la férmula de || €7 || en SS, ec. (2.9) y la definicién de
f#, se abtiene :

2
£ = ay ri2

( basta con describir este momento. pues en particular tenemos ESS ),
y donde :

ay = o = o)
(2.20)
ty = To—27 = T72(1—2a)

usando la ec. (2.12) para determinar la relacion de los coeficientes oo
Vi Cona, a ey Ty
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De forma natural surge un esquema para relacionar la distribucién es-
tadistica de las variables que poseen ESS: lo maés siple, recuperando la idea
de Kolmogorov. es suponer que existe una determinada constante ar; que
refaciona la transferencia entre dos escalas r y L de modo que :

er = orL€f

(1a igualdad no ha de ser entendida punto a punto. sino & través del proceso
de transferencia ), pero esto hace gque inmediatamente :

fr=Jr
de donde :

Pes(x) = Pei(oi,‘)

T4

prx) = pp (@)

Se supone, adicionalmente, que o7, no depende de las escalas r y L concretas
escogidas, sino més bien de su cociente. Como se puede ver, en términos de
las variables normalizadas la relacién adquiere un aspecto muy sencillo. El
chlculo de o (p, 2) pars estas dltimas indica que o(p, 2) = 0, puesto que de la
igualdad de funciones de densidad se ve que no hay dependencia de los mo-
mentos en la escala; esto implica que p(p, 2) « p, lo cual puede comprobarse
inmediatamente, pues si €7 = o,y €L, €NLONCES :

L » »
e = @ 8p
e »
v por tanto oy = g’}r; en particular para p = 2; despejando en la relacién
L
anterior se obtiene :
el"
3 7 2 7¢
erf = 211 Py [e" ]MZ
[ex ]P! 2

As

Fijada la escala L esto nos dice p(p,2) = p/2, como asegurdbamos. El
esquema es demasiado banal y poco satisfactorio. Una generalizacion natural
es suponer que la @y ya 1O es una constante, sino una variable aleatoria.
( Ver [22] )
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Este es el punto de partida en los trabajos de Castaing ( también usado
en otros posteriores, como el de Dubrulle, [23] ). Sea pr.(x) la funcién de
densidad de probabilidad de la variable fr; sean dos escalas colineales 7, L
v tales que r < L. Se propone entonces :

prelx) = /din o Gy (na) épfi(ﬁ) (2.21)

( por ser ahora ¢« una variable aleatoria, no se simplifica trivialinente en las
variables normalizadas? ) y que ademds para tres escalas colineales 7. L y
M.,r<L<M:

Grp @Gy =Gem

donde ) representa el producto de convolucién. Por razonamientos acerca
de la cascada de escalas analogos a los que usé Kolmogorov. se establece
que (7 depende no de r y L independientemente, sino sélo a través de
s o< InT. Esto es una particularizacion que obligard a que fr tenga que
seguir SS, como se verd mds adelante. Nos referiremos a la férmula ec. (2.21)
como representacion integral de la SS.( Una representacién mas general es
discutida en la Seccién 2.6 )

Tomando la ec. (2.21), podemos ver qué relacion guardan £ y £, Asf
pues :

1 ,
frf z= /da': xP /dlna G (ine) . pr (%)
= /dln a Gup(lne) o fljp
m@/@Gwmwy (2.22)
Por tanto, el cociente de los momentos a esas escalas da :

fFﬁ Py
i /dy Gy e
L

Pero como ya hemos dicho previamente 7,y es una funcién de s occInf
z : .z P +
asi pues tenemos que el cociente de una funcién de r (o sea, £2° ) con una

“La razén fundamental al final para usar las variables normalizadas, aparte de ser una
necesidad para la estimacién numérica de los densidades de probabilidad, es porgue de
ese modo la dependencia en r se concentra en G v de otro modo, también habria que

considerar los Hmites de integracién
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2 P .z ;o cp v .
funcién de L ( f 7 ) es una funcién de 7. La tnica posibilidad compatible
con esto es que :

- ay ptp (2.23)

T

o sea, que los momentos de esta variable normalizada sean leyes de potencias
en r; en definitiva, la variable normalizada verificarfa SS (ec. 2.2 )

Falta atn explicitar gue condiciones son necesarias para gue exista un
nicleo Grp que sirva para representar S9; éstas serén explicitadas en la
Seccidn 2.6, gue aborda el problema de la forma més general. Para los
modelos de She-Leveque y de Castaing, sin embargo, es sencillo construir
los nicleos, lo cual es muy interesante de cara a explicar la construccién de
imagenes por medio del proceso estocdstico multiplicativo que éstos definen.
Sin embargo, hay en apariencia una contradiccion tedrica entre este esquema,
v el comportamiento previsto para la variable €z en el infinito...

Efectivamente, tomando la férmula (3.4) se concluye evidentemente gue
para la variable f7, cuando r —

Prs (@) = 8z —1)
lo cual significa que ;

lim f.°

r—oo T

i i L, . v . . p4
Pero, por otra parte por la ec. (2.23) est4 claro que si r tiende a infinito, £
s6lo puede tender a 0 ( si £y es negativo ) o a infinito ( si ¢2 es positivo ).
Para resolver esta aparente contradiccién se presentan tres opciones sen-
cillas :

1. Unicamente es aplicable SS en un cierto rango de distancias. Nada
tiene que ver con un problema de falta de estadistica como el apuntado
en la Seccién 3.4; con un muestreo suficientemente grande llegariamos
a ver que a ciertas escalas los momentos se desvian del comportamiento
predicho por la férmula ec. 2.21 o sea, que sélo hay un cierto intervalo
de r donde esta descripcién es adecuada. Como consecuencia. no seria
valida SS en general, sino tan sélo es una buena aproximacion en ese
intervalo apropiado. ESS, por otro lado, es més fiable y presumimos
que seria mas estable y més propicia a calibrar correctamente a lo largo
de todas las escalas: no poseemos evidencia en este sentido. empero.
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2. La variable » tiene un margen de variacién limitado naturalmente,
y por ello el momento f; jamas llega a alcanzar el valor 1 o sélo
como caso extremo. Quizé de algin modo se pudiera explicar con la
curvatura de las imagenes, de modo que, al ser en realidad angular
nuestra variable r, tiene un verdadero méximo valor.

3. En realidad la variable €7 no es acotada. Esta posibilidad no descarta
la aplicabilidad del modelo de She y Leveque y de otros modelos en
los que los coeficientes 7,, p(p, 2) divergen linealmente con p, pues la
no acotacién podria deberse al factor «,. La representacién integral
seguirfa siendo valida igualmente, aungue se deberia de ser cuidadoso
con los lmites de integracién. Este debe ser el caso, seguramente, en
el estudio de fluidos turbulentos. En todo caso, como se ve, no tiene
mucha importancia para el analisis de las leyes de escala, que no tienen
que ver con oy,

2.6 Representacion integral para ESS

Es posible generalizar la férmula la relacion ec. (2.21) para gue pueda
describir una relacién de ESS para la variable fr con cualquier exponente
o(p,2), ec. (2.18). Tan sélo hay que encontrar el G¢(y) , si ello es posible,
gue verifique gque :

/G dy Gs(y) e = Skow,2) (2.24)

para todo valor posible de s; y donde k es una constante, gue se podria haber
omitido ( se contendria en s ), pero ha sido explicitamente separada porque
es la forma que toma el caso ya considerado. ec. (2.21). En el supuesto
de que una tal Gg(y) pudiera ser construida. ella constituye el kernel de la
representacién de ESS generalizada,

1 :
pp(a) = /dlna Gy(lua) g, (%) (2.25)
sin mas que tomar :

1 2 2
s=7 [lnfy —Inf-] (2.26)

Es inmediato comprobar que esto reestablece g relacién de ESS: De modo
andlogo a como gue se hizo en la Seccidn 2.5, se obtiene :
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P

= /dy Gs(y) e
7

y usando (2.24) y el valor de s inmediatamente se llega a :

f P
£ = — qu( 2) [g;]o(pj)
a\p;
(7]
f—n
y como nuestra variable verificaba ESS, ec. (2.18), la expresién m =
17\

7(1:2) pq depende de la escala L elegida como referencia. De este modo,
conocida la distribucién de f; auna escala de referencia L, usando la férmula
ec. (2.25) podemos reconstruir la distribucién a cualquier otra escala, ya que
los momentos p la determinan dnicamente,

Esté claro entonces que esta férmula permite una representacion integral
compacta de toda la estructura ESS. Los datos minimos que son necesarios
para construirla son la funcién de distribucién a una escala L ( determinada
pero arbitraria en eleccion ), py. (x) : los exponentes o(p,2) y la funcién de
r que define f; . Ademés ha de ser cierto que nuestro o(p,2) permita la
construccién de un nicleo Gg(y) segin las condiciones de la ec. (2.24). lo
cual impone ciertas restricciones sobre las posibles formas de o(p,2) ( por
ejemplo, ha de tener curvatura constante en signo, hacia abajo ), que por
otra parte ya debian verificarse en el anterior esquema, ec. (2.21), aungue
no se explicité entonces.

" " P4 = .

Es interesante destacar gue si fo  verifica S5, entonces trivialmente se
tendra SS para todos los momentos ( ya que se tiene ESS ) y ademés la
férmula ec.(2.26) para s pasa a ser :

to 7
§ = — In— 2.27
2 . .
( donde #; es el exponente de r para e~ , como en la ec. 2.23 ) que es la misma
que se usa en la Seccién 2.5, s o< In 7. En realidad la generalizacién que aqui
se propone no es mas que establecer que s es un cociente de funciones de
v de L que no tienen por qué ser leyes de potencias.



Capitulo 3

SS y ESS en Imagenes
Naturales

3.1 Introduccion

Nuestro objetivo es. por tanto. tratar de proponer una variable intensiva
con rango local r que posea las propiedades de SS o de ESS. para aprove-
charnos de todo el conocimiento tedrico gque fue desarroliado en el contexto
de la Turbulencia Completamente Desarrollada en particular y de las leyes
de escala en general.

Tras varios intentos, hemos propuesto una variable ( que denominaremos
Varianza Local de Bordes, VLB ) que trata de capturar el promedio de la
densidad lineal de bordes ( salto brusco de luminosidad ) en un punto dado y
a un tamaio ( escala ) determinada. La definicién. por mor de tener propie-
dades razonables a nuestros requerimientos. viene profundamente inspirada
por analogia con la disipacién local de energia definida en FDT. Y por ello
mismo pone en relieve el caracter fractal del colectivo de imégenes. pues esta
variable posee, como se vera, las propiedades de Autosimilaridad ( SS ) y
de Autosimilaridad Extendida ( ESS ) ( esta Gltima con mayor rango de
validez ). Parte de estos resultados fueron expuestos en [24].

3.2 Definicion de VLB

La variable Varianza Local de Bordes serd denotada €7 y se define
del modo siguiente: Dado un punto ¥ de la imagen. su valor es :

39
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2
ez 4 sﬁr)] (3.1)

" 1 /7 ;
er(F) = = /0 ds o

P

donde i, es el vector unitario en la direccién definida por # ( horizontal,
vertical u otra ), v la derivada parcial se toma a lo largo de esa direccién.
Aqui, ¢ representa el contraste de luminosidades ( intensidades lnminosas )
de la imagen. Se ensayd también con el logaritmo de la intensidad luminosa,
aungue en conjunto fue mucho menos satisfactoria que esta definicién.

Una primera interpretacién de la variable es que mide la densidad de
saltos de contraste luminoso més o menos bruscos ( de los cuales da cuenta
|%(a‘:’) ), pesandolos tanto més cuanto més grande sea esta variacién. De
este modo, nuestra variable es un cierto promedio lineal de bordes luminosos.
Es muy importante resefiar gue los bordes evaluados son perpendiculares
( transversos ) a la direccién que define €p.

A diferencia de otras magnitudes usuales, no trata de separar los bordes
bruscos ( que delimitan los objetos ) de los suaves ( caracteristicos de las
texturas o pequenos saltos de luminosidad que se dan en la superficie de los
objetos ); por el contrario los integra a todos convenientemente escaleados.
De este modo trata de conservar una cierta estructura fractal que se cree
poseen las imégenes.

Por ultimo hay que hacer notar que esta variable es una variable orien-
tada ( hay que fijar la direccién de los segmentos ). Cuando sepamos un
poco més acerca de ella veremos que una definicién no dependiente de Ia
orientacién resultarfa més interesante; sin embargo, tal definicién tiene el
inconveniente de ser mucho mdés exigente con la estadistica ( se necesita un
volumen de datos mayor para determinar sus propiedades ). Todo esto se
discute en la Seccién 3.10 .

3.3 Propiedades a priori de la VLB

La misma definicién de €7 nos permite predecir algunas propiedades
de su distribucién de probabilidad. no importa cudl sea la distribucién de
luminosidades del colectivo de imagenes sobre el que se defina.

Recurrentemente haremos uso de la siguiente propiedad de €7, que es
inmediata a partir de Ia definicién. ec. (3.1): Sea una direccién unitaria @, ;
seanr, § > 0y sean ¥ = riy . § = sty. Para cualquier punto ¥y de una
imagen se verifica que :
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e5(o + 7) (3.2)

er(Zo) +

- r
er3(To) = o

<

lo cual es inmediato por la linealidad de la integral gque aparece en la defini-
cidn.

3.3.1 Valor constante de e,

. i
Primeramente. hay que destacar que el valor de e; no depende de 7.
Usando la definicién de €5 . ec. (3.1),

e, = 1/1(12" fds (.7, siiy))?; = —/ v /{({Z" ac(i"‘b%)]

2
wn
N

/ 1/1'1% 5 1/1(12-[0((3']

que es independiente de ». ( V representa el volumen de integracién )
Esto tiene consecuencias directas en los coeficientes de la ESS, concreta-
mente

p(1.2) =0
la cual se aflade a otras relaciones? triviales :

p(0,2)=0 3 p(2,2)=1 Y.
p0.2) =0 ; p(2,2) =0 (3.3)

—_—~—

YEl lector experimentado en el estudio de campos con dimensiones andmalas se habrd,
dado cuenta de gue en la demostracién se ha supuesto gue el soporte de la derivada de
¢(Z) tiene dimensién méxima. Efectivamente, asi ha de ser, pero es mejor postponer ese
tipo de consideraciones a los desarrollos del Capitulo 4

*No se estd diciendo en ningin momento que p(p,2) o 4(p,2) sean funciones continnas
de p; tan sélo cudles son sus valores en unos puntos concretos para cualguier colectivo
posible de imdgenes, naturales o no. De hecho, en los modelos de las Secciones (6.2.1) v
(6.2.2) las funciones no son continuas. Pero si uno obtiene una densidad de probabilidad
abgolutamente continua, entonces p{p, 2) ¥ plp, 2) son por supuesto continnag, v esos puntos
de paso obligado implican importantes ligaduras.
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3.3.2 Comportamiento asintético de ¢ cuando r — o

De la suposicién de ergodicidad que se cree gque poseen las imdgenes
naturales, esta claro que cuando el camino tomado en la definicidn de €z,
ec. (3.1), tiende a ser infinitamente largo, el promedio que define € es cada
vez menos dependiente de el punto base 7 tomado para calcularlo, asf que
en el limite toma un valor constante a lo largo y ancho de la imagen; por
tanto, cuando r = oo, €7 toma el valor constante :

- 1 o e -
exclin) = [, T 5@ Vo

. . . . . 1
que, de hecho ( y obviamente no por coincidencia ) es el valor medio e; ,
que es independiente de r, como se destachd antes. Por tanto, si denotamos
la densidad de probabilidad de €5, como pe, () , entonces :

pes () = 8z —ez) (3.4)

3.3.3 Comportamiento asintético de er cuando r — 0

Este es més simple, puesto que de la ec. (3.1) es claro que :

) o . de .. o
lim ex(#) = €o(@) = [5- (@) (3.5)

En las imédgenes reales eventualmente habra saltos de luminosidad tan
bruscos que no sean diferenciables siquiera ( por ejemplo. cuando se produce
una transicién desde un objeto a su exterior ), asf que es natural pensar
que, salvo por los problemas de discretizacion, Ia distribucion de €g sea no
acotada, siendo el valor infinito uno posible.

Parece, por tanto, gue la distribucién de €7 pasa de no ser acotada en
absoluto. cuando » = 0. & ser acotada y constante, cuando r = 0. Nos
interesaria saber que se puede decir sobre ella cuando r es un valor finito.

3.3.4 Propiedades de acotacién de || €7 ||«

Usando la descomposicion sefialada en la ec. (3.2). es inmediato que :

r P
rn( €z ) + min( €:) < minl e ez) <
r+s (e7) ts (€3) < min(€pyg) <

$
. ;e-» = < e—) o - .
mar( €prg) < r+srm( 7)) + 1~+smm(e'9) (3.6)
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luego podemos particularizar para el caso r = 5, de donde obtenemos que :
min( €p) < min( €27 ) < max(€gr) < max( e7)
andlogamente se deduce que para todo n € N que :
min(€p) < min( €pr) < mm(€pp) < ma(ep)
v es facil extrapolar en general que si » < s. entonces :

min( €7) < min(€z) < mu(ez) < ma(ef) (3.7)

asi que se pueden extraer dos conclusiones :

1) Es plausible que la varianza de la distribucién de probabilidad dismi-
nuya cuando la escala se hace mayor.

2) Como quiera que || €7 llo = max( €7), se concluye que || €7 [l es
una funcién monétona decreciente de » ( pero esto no significa que €7 ten ga,
I €7 || finito a cada r para cualquier distribucién de luminosidades que se
propusiera : quizé esa norma sea 400 a cada escala )

Retomemos ahora la ecuacién ec. (3.2): Hamemos L=7+ & asi pues,
L = r+s > r. ( Observacién: Recuérdese gque por construccién todos
estos vectores estdn alineados y tiene el mismo sentido ) Por tanto podemos
escribir :

. T L—r -
ey (&) = Z@F’(ZCO) + Tefj_.p(-??f)'l"'r)

De donde uno puede establecer inmediatamente la, siguiente cadens de
desigualdades :
,,‘

~ - oo L—r
Ze«“-’(»”f/‘o) < ep(@o) = perldo) + ——l€f rllw

Definiendo la funcién H(r) = » || € i loo ( con i, el vector unitario
T
en la direccién de todos estos vectores ), de las desigualdades anteriores

obtenemos que :
H(ry < H(L) < H(r) + H(L-7r)
de donde se pueden extraer algunas conclusiones més :

3) La funcién H(r) es creciente en r. ( Primera desigualdad. ya que
r<L)
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4) Esta funcién tiene un crecimiento acotado ( por una de crecimiento
lineal si H(0) = 0. ) ( Segunda desigualdad )

5) ( Suponiendo que algin H(r) < o0 ) La posible divergencia de || €7 ||«
en r = 0 es como mucho tan mal comportada como la de % Esto se debe a
que al ser H(r) estrictamente creciente. entonces esté acotada por arriba en
un entorno del origen; y como H(r) > 0, esté acotada por abajo, luego H(0)
est4 bien definido, no hay divergencia para H(r). Se concluye recordando
que H(r) =r{ €7 [l

3.5

25

Noma infinito

15

25 50 75 100125
Distancia en pixels

Figura 3.1: Divergencia enr =0 de || €7 [l
Rombos: Horizontal ; Cruces: Vertical. El grdfico ¢s Log-Log

La figura (3.1) nos muestra la gréafica de || €7 || ( estimado de los er—’-’
usando la relacién de ESS, ecuacién (2.10). que ya se explicard ) frente a r en
escala logaritimica; se han representado los de las variables VLB horizontal
y vertical. Se ve que un ajuste lineal de la zona de r pequefio es razonable,
lo cual significa que en tal zona || €7 |l €s aceptablemente similar a una
ley de potencias. El ajuste por regresién lineal dio un exponente en la ley
de potencias de -0.63 para la VLB horizontal y de -0.52 para la vertical, lo
cual estd de acuerdo con los argumentos tedricos anteriores.

Aunque el anterior gréfico procede de una estimacién grosera, sitve para,



3.3. PROPIEDADES A PRIORI DE LA VLB 45

ilustrar un punto que es clave en toda la derivacién, y es que para toda
escala r > 0, || €7 |leo < 0. Esto nos permitira, en su momento, acercarnos
al modelo de She & Leveque.
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Resultados experimentales

Todos los resultados experimentales se basan en el colectivo de
imdgenes que se detalla en la Seccién 3.11

3.4 Limitaciones naturales del rango de distancias

Nuestras iméagenes distienden aproximadamente 15° x 15°, que en ellas
equivale a 266 x 256 pixels. El colectivo lo forman 45 de tales imégenes; ver
Seccidn 3.11 para los detalles.

En la computacién experimental de nuestras variable € hemos necesi-
tado imponer un cut-off inferior y otro superior por las razones técnicas que
ahora se exponen.

3.4.1  Cut-off inferior :

La determinacién del cut-off inferior en si misma ha sido objeto de cierta
especulacién. Por un lado, el gran crecimiento de la variable a medida gue
r disminuye hace que los momentos considerados ( hasta p = 40 ) sean
realmente gigantescos comparados con los que se obtiene en un amplio rango
de r’s mayores. Esto hace que uno debiera considerar érdenes de magnitud
muy diferentes y por comodidad es mejor imponer un minimo ( que nosotros
hemos tomado de 8 pixels ).

También es cierto que la imagen tiene una resolucién limitada y se podria
esperar que hubiese problemas si uno fuese a escalas tan bajas como para que
el “granulado” fuese perceptible. Por dltimo, estimamos el valor numérico de
las derivadas por incrementos de la luminosidad entre puntos muy préximos,
o sea, entre pixels adyacentes, y por ello mismo si la distancia entre pixels
es considerada “infinitesimal”, se debe trabajar a escalas minimas suficien-
temente mayores que ésta.
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De cara a determinar si el efecto de los dos regimenes observado al tratar
de ajustar SS ( ver Seccidén 3.5.1 ) era debido a la presencia de un cut-off
inferior producido por la falta de resolucidn, se sometiéd a las imégenes a
un proceso de reduccién de resolucidén como se describe en la Seccién 3.17.
En tal caso, el comportamiento de €7 sobre las imégenes reducidas seria
comparable en distancias pequefias, identificando r’s en cada imagen por el
nimero de pixels que en ella representa. independientemente de cual fuese
la, verdadera distancia, fisica recorrida. Asi, por ejemplo, se identifican en la,
gréfica de la figura 3.2 los puntos con 1 pixel de cada imagen, a pesar de que
sobre la imagen real 1 pixel de la imagen comprimida en un factor 16 equivale
la distancia de 2 pixels de la comprimida por 8. a 4 de la comprimida por 4.
& 8 de la comprimida por 2 y a 16 de la imagen original.
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Figura 3.2: Comparacidn de e; a través de colectivos a diferente resolucion.

a: Horizontel; b: Vertical. Rombos: Imagenes originales ( bloques de 1 pizel );
Cruces: Compresion en blogues de 2 pizels. Cuadrados: Blogques de 4 pizels. Aspas:
Blogues de 8 pizels. Tridngulos: Bloques de 16 pizels.

Las figuras muestran que, dejando a un lado las fluctuaciones en el nivel
medio ( que se ven como un pequefio desplazamiento por una constante de
las gréficas arriba o abajo ) el momento de orden 2 es el mismo en esas escalas
efectivas, lo cual nos indica que por el comportamiento a » pequeiio viene
determinado por la resolucién y no por ninguna caracteristica intrinseca de
la imagen ( que usando estas escalas efectivas se verfa modificada ).

Por ello, se hace necesario fijar un cut-off inferior, que serd de al
menos 16 pixels para eliminar los efectos de granulado de la imagen; no
obstante, en ESS se ha visto que ya 8 pixels es bastante. En todo caso,
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nunca se consideraran » de valor inferior a 8 pixels. Como tltimo comentario.
este cut-off, al contrario que el superior no puede ser mejorado con una
ampliacién de la estadistica, o mejora muy lentamente. ( Esta afirmacion es
una observacién experimental. )

3.4.2 Cui-off superior :

El cui-off superior se debe al empobrecimiento de la estadistica cuando
uno llega a escalas comparables con el tamaio total de la imagen. Se debe
tener en cuenta qgue nuestra variable €7 es un promedio a lo largo de un
camino de tamafio r prefijado. Cuando r sea comparable a la méaxima longi-
tud de la imagen, el ndmero de caminos posibles sera cada vez menor y por
tanto las anomalias estadisticas seran cada ves mayores.
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Figura 3.3: Determinacion del cut-off superior de la correlacidn luminosa
Rombos: Correlacion luminose a dos puntos horizontel sobre una dnice imagen.
Cruces: Sobre un cuarto de esa imagen. Cuadrados: Sobre un dieciseisavo. Ambos
gjes son representados logaritmicamente

De cara a dar una estimacion fiable de la escala en la cual se producen
estos efectos ( y a partir de la cual no se deberia aceptar los valores estima-
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dos de los momentos de €7 ) se propuso una sencilla prueba consistente en
calcular la correlacién luminosa a dos puntos.

La correlacién lnminosa a dos puntos calculada sobre una sola imagen
presentaba una cola de decaimiento exponencial, que se desvia del compor-
tamiento calculado experimentalmente sobre grandes conjuntos de datos, y
que deberia de ser lineal en el logaritmo de la distancia. Esto es una conse-
cuencia, de este empobrecimiento de la estadistica. Para comprobar que ésta,
era, efectivamente la causa, se tomaron cuartos y dieciseisavos de la imagen
original, observando gue entonces la saturacidn tenfa lugar en escalas que
eran la mitad y la cuarta parte de la original, respectivamente.
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Figura 3.4: Correluciones luminosas a dos puntos promediadas sobre todo el colec-
tivo.

Rombos: Horizontal: Cruces: Vertical. Se han tomado ambos ejes logaritmicamente

Por definicién de la correlaciéon luminosa ha de ser una funcién positiva.
Ademds, si el espetro de potencias S (f-') es proporcional a f~(~, entonces
la correlacién ha de ser de la forma »~" ( donde r es la distancia ). Podemos,
por tanto, determinar en gqué momento los efectos saturativos han arruinado
este comportamiento. Comno se ve en la figura 3.3 , este fenémeno se produce
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a escalas tipicamente en torno a un 10% de la longitud méxima de la imagen
que se tome, lo cual supone unos 30 pixels para una imagen entera de las
gue usamos.

Al promediar sobre las 45 imédgenes el efecto de saturacién se presenta
considerablemente mas tarde, alrededor de los 80 - 90 pixels en horizontal y
quiza un poco menos en vertical( ver figura 3.4 ). Por ello consideraremos que
podemos tomar una estadistica fiable si no pasamos de este cut-off. Siendo un
poco mas conservadores, tomaremos como fiables distancias de hasta unos 70
pixels. aungue en ocasiones hemos usado magnitudes calculadas més alla de
este valor para observar en ellas el efecto de saturacién directamente.

3.5 Comprobacion experimental de SS y ESS
3.5.1 1)SS:

En primer lugar, se traté de verificar si se producia SS. La figura 3.5 resu-
me la situacién para la VLB horizontal y vertical ( Nota : Sélo trabajaremos
con éstas, aunque eventualmente otras orientaciones serian posibles )
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Figura 3.5: Ine; como funcidn de Inr
a: Horizontal; b: Vertical. Se observan dos regiones con comportamientos lineales
muy diferenciados

La gréfica de la figura 3.5 representa el logaritmo neperiano del mo-
mento de orden 2 frente al logaritmo neperiano de r ( distancia medida en
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Figura 3.6: Coeficientes 7, en el ajuste sistemdtico de SS.

a: Horizontal, b: Vertical

pixels } entre el cui-off inferior, 8 pixels ( In8 =~ 2.08 } y el superior, 64
pixels. (In64 =~ 4.16 } ( Para detalles sobre la eleccién de los cui-offs ver
Seccidon 3.4 ) Se verifica SS (ec. (2.2) ) si la gréfica es una lnea recta.

Se observa gue la zona inicial y final de la grafica parecen poder ser

ajustadas independientemente con diferentes lineas rectas. Las pendientes
para el momento horizontal son de -0.32 y de -0.20 para los tramos inicial y
final respectivamente; y para el vertical son de-0.35 y -0.26 . En ambos casos,
Ia zona de transicidén parece situarse en los 16 pixels, aproximadamente.
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Figura 3.7: Comprobando SS para el momento de orden 3.
a: Horizontal; b: Verticdl
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Figura 3.8: Comgprobando SS para los momentos de orden 4, 5y 10.

a: Horizontal; b: Vertical
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Las figuras 3.7 y 3.8 muestran el ajuste de diversos momentos, en los
cuales las dos regiones contindan estando presentes, y con una delimitacidén
en escalas similar a lo apuntado con el momento de orden 2. Es por tanto
probable que alguno de los dos comportamientos sea espurio y por ello aisla-
ble. De hecho, por los razonamientos gue se han expuesto en la Seccién 3.4,
la. primera parte del grafico es espuria ( no universal }. Por tanto, se ha
hecho un ajuste sistematico de la férmula ec. (2.2) tomando como rango de
validez desde r = 32 hasta » = 64 pixels. De este modo se ha obtenido
la, funcién 7, que es representada en la figura 3.6. Sin embargo, a mayores
drdenes de momento el cui-off superior empeora, como también puede verse
por el aumento de las barras de error con p en esa figura.

La situacidn, pues, respecto a 33 es gque se observa S8, toda vez que
se afslen los efectos enmascaradores debidos a los cut-offs. Habra que estu-
diar a continuacién ESS, y si se revela més robusta, todos los cdlculos que
puedan ser derivados con esta tltima serdn llevados con ella, usando SS sélo
cuando sea absolutamente imprescindible ( como p.€j., en el caso del andlisis
multifractal del Capiulo 5 )

3.5.2 2) ESS:

7

La figura 3.9 es una grafica representativa de las usadas para comprobar
la. posibilidad de ESS: por la ec. (2.4) el logaritmo del momento de orden p
debe ser representable como una funcién lineal del logaritmo del de orden
2, con pendiente p(p.2) y término indendiente g(p,2). A continuacién se
grafica el logaritmo neperiano del momento de orden 3 frente al del de orden
2.

Se observa en la grafica de regresion, figura 3.9, que el ajuste lineal de los
logaritmos es bueno, sin que se observe ninguna zona de pendiente diferente
en el rango de » tomado. Aqui no es aparente ningin efecto de cambio
de comportamiento, al contrario gue en SS. Para reafirmar esto, se pueden
observar las graficas de diversos momentos escogidos. ( figura 3.10 )
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Figura 3.10: Comprobando ESS para los momentos de orden 4, 5y 10.
a: Horizontal; b: Vertical
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En este caso parece viable un verdadero ajuste por una Gnica recta de lag
diversas regresiones representadas, aungue es de sefialar que en el extremo de
la gréfica correspondiente a los » mayores, una pequefia desviacién saturativa
se observa, creemos gue influida por la proximidad del cui-off superior.

La mejora en el ajuste siguiendo ESS respecto a SS, y en particular
la. desaparicién de los dos regimenes en r no tiene por qué extraflar: S8
implica, ESS, por tanto ESS es més facil de cumplir y de ahi que el ajuste
tenga que ser mejor o igual que el otro: por lo que se ve, de alguna manera
el efecto de tamafio finito se distribuye igualmente a todas las escalas, vy
asi los coeficientes ajustados de ESS parecen més fiables

En todo caso, la evidencia experimental encuentra més aceptable ESS
que S5, y por tanto trabajaremos con la primera. Es posible que anmentan-
do la resolucién de las imégenes tuviera mayor rango de aplicabilidad SS: por
otro lado, determinados supuestos tedricos ( los que emanan de las conclu-
siones del Capitulo 4 ) encuentran justificable SS y podria ser la verdadera
naturaleza de los estadisticos; pero como nuestro enfoque es méas amplio,
nada nos impedir{a, en las conclusiones, particularizar para el caso de tener
SS.

Por tanto, aceptamos que nuestra variable posee ESS.

Es interesante conocer los coeficientes p(p, 2) y 5(p.2) como funciones de
p. Sus graficas experimentales se reflejan en las figuras 3.11 y 3.12 .
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Figura 3.11: Funcidn p(p,2) experimental.
a: Horizontal; b: Vertical
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Figura 3.12: Funcidn j(p,2) experimental.
a: Horizontal; b: Vertical
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A partir de p = 5, el comportamiento es muy préximo al lineal ( como se
ve en la parte final de las graficas ) y por tanto no aporta gran cosa graficar
esa parte ( Los modelos sencillos que construiremos después, en el Capitulo
6, poseerdn también este comportamiento asintético lineal ).

Dos propiedades emergen como importantes acerca, de estos graficos: son
lineales en el infinito y tienden a cero cuando p tiende a cero. Ambas sirven
para determinar interesantes propiedades de nuestra variable.

3.5.3 Acotacién de la VLB

Ahora, podemos aplicar algunos de los resultados teéricos del Capitulo
anterior a nuestro caso.

1. 1) De la Subseccién 2.3.1, se concluye que la variable aleatoria VLB
es una variable acotada: usando la ecuacién (2.4) concluimos que :

_ 2
| e ||, = elP(Ps2) + ez ] p(p, 2))/p
La observacién experimental ( ver SubSeccidén 3.5.2 ) muestra que

p(p,2) v p(p.2) exhiben un comportamiento asintético lineal . ast que
existen log limites :

a = Hﬂlp_>oo ﬂ(}; 2)

Por tanto. segin la ec. 2.10, || €7 ||oo €s un valor finito; y por la
definicién de la norma >0, €7 < || €7 |- Por tanto, €7 es acotada.

2. De la Subseccién 2.3.2 podemos concluir que la distribucién de €7 a
partir de los datos experimentales verifica que {In €7} es finita, pues :

_ , 2 )
Lim || €5 |, = Smp—o(2(p, 2) + miez] p(p, 2)1/p
p—0

Observacionalmente, ( SubSeccién 3.5.2 ) p(p.2) y p(p,2) tienen deri-
vada empirica definida desde la derecha en p = 0; o sea,

limy, 4 (p.2) = ap

o) i (3.8)

limy, 4 » = ay

=

3

s
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donde tanto @y como ap son finitos, y ademas negativos con nuestros
datos ( pendiente negativa cerca del origen ). Por lo tanto.

{lnep) = ap + hl[e;](ln (3.9)

v asi {In€7) es finita ( y ademds negativo ). Por tanto. sabemos que
pler=0) =0

3.6 Contraste experimental de los modelos de ESS

Las ecs. (2.16) y (2.17) nos permiten hacer una comprobacién direc-
ta sobre la funcién p(p.2) gue obtenemos experimentalmente. buscando los
parametros ( 3 en el caso de S-L: 3 y T en el caso de Castaing ) gque hacen
un mejor ajuste a minimos cuadrados de estos datos.

Identificando el ¢(z) gque aparece en la definicién de €7, ec. (3.1). con
el contraste luminoso, se observa experimentalinente que puede hacerse un
ajuste muy bueno de la curva p(p.2) usando el esquema de S-L. ec. (2.16).

p(p,2)

Figura 3.13: Ajustes de lus curvas experimentales de p(p,2) segin She-Leveque.
a: Horizontal; b: Vertical

En la figura 3.13 puede verse el resultado del ajuste. ( Todos los detalles
acerca de los ajustes que se comentan a conntinuacion se pueden ver en la,
Seccién 3.14 )

Los valores obtenidos de 3 para €z fueron de :
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Horizontal : 3 = 0.50 £ 0.03
S = 0.46 4+ 0.05
Vertical : Bap = 0.50 £ 0.04
Bro = 0.48 4 0.05

donde B4o designa el valor estimado tomando todos los datos hasta p = 40,
v Sio el que sale usando hasta p = 10; como se ven, son compatibles, y Sip
tiene una menor incertidumbre, al usar més datos.

La grafica de p(p. 2) construido segtin S-L con ese 3 constituye un ajuste
aceptable de los datos, que es lo que se muestra en la figura 3.13.

Puesto que el ajuste a S-L es tan bueno en esta caso, el ajuste a Castaing
no puede ser mucho mejor, ya que en la formula de p(p,2) del modelo de
Castaing, ec. (2.17), uno recupera la ec. (2.16) fijando T = 0; as{ que S-L
esté incluido en este esquema. De hecho el ajuste experimental arroja unas
temperaturas T ~ 1072,

Muy diferente, sin embargo, es la situacién cuando se define la variable
er usando el logaritmo de la intensidad luminosa: en tal caso el ajuste a la S-
L es peor, dando un error absoluto unas 1000 veces superior ( en las mismas
unidades que el equivalente anterior ) para un mejor 8 = 0.66 pesando y
sin pesar con las barras de error. Para este sistema es mejor un ajuste a un
p(p, 2) como el de Castaing, ec. (2.17), dando errores absolutos similares al
S-L del caso anterior y unos valores de los pardmetros de 5 ~ 0.8 y T' = (.13,
aunque aqui varia bastante de la variable en direccién vertical a la horizontal.

3.7 Contraste de la representacién integral

3.7.1 A lo Costaing

Retomando la ec. (2.21), se puede escribir en términos de las variables
In f7 de una forma muy simple.

pnge(x) = [dy Gop(y) pmg, (@~ y) (3.10)
s = GT‘L ®p]'nfﬂ (3) '

0 sea, la convolucién de Gy con la densidad de la variable In f7. De aqui es
tedricamente muy simple obtener la funcién Gy a partir de los datos: Sin
més que hacer la transformada de Fourier de la férmula anterior, se puede
despejar :

A

Gri(u) = pm g, (w}/ P Ir () (3.11)
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y ahora haciendo la antitransformada acabarfamos. Los datos pmg.(z) y
Py, () son faciles de obtener, asf que toda la operacién parece muy directa.
Tiene la ventaja adicional de no necesitar suponer nada especial sobre Gy,
que asf puede ser cualquiera, incluso el de la representacién integral general;
serian los propios datos quienes nos dirfan cémo es el nicleo.

20 T T T

Densidad de probabilidad

-5 1 L 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2

e

Figura 3.14: Verificacidn de la representacidon integral de SS
Las cruces definen la densidad a la escala L = 64; los rombos, a la escalar = 16 y
los cuadrados la funcidn definida al transformar la de escala 64 siguicndo un Go.p
de pardmetro 3 =0.5, y s(r,L} = Aln ;. A fue estimado a 0jo, Am —1.5

Desafortunadamente, el importante grado de error en los histogramas
( ver Seccién 3.15 ) introduce suficiente incertidumbre como para gue este
método tan directo sea mal comportado y no sea posible en la préctica
usarlo para despejar (.7 ; posiblemente la situacién cambiaria aumentando
la estadistica de imégenes y mejorando asi en consecuencia la resolucion
de los histogramas con los que construimos las funciones de distribucién
empiricas.

En este estado de cosas, a lo tnico gue hemos podido recurrir es a una
aplicacién directa de la férmula ec. (2.21) y comprobar si la funcién de
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densidad empirica de la variable f7 se transforma apropiadamente en la de
[, para una eleccién de la funcién G,y . Para reproducir los resultados
de Castaing, uno ha de suponer gque el proceso multiplicativo infinitamente
divisible es Poisson Compuesto ( esto es, un proceso de Poisson determina,
cudl es el nimero de veces que otro suceso elemental se verifica, supuesto
que cada ocurrencia es independiente de las anteriores ). Por tanto,

+00 .

Gpplz) = Z .

donde s = Aln 7, F(x) es el suceso elemental y FO™(z) significa la convolu-
cién de F(x) n veces consigo misma; F(z) = §(z) por convenio. She y Leve-
que gqueda incluido en este contexto del modo més simple : F(z) = §(z—1n 3)
para S-L.

Hemos fijado la constante A de forma que A &~ —1.5. En realidad se vio
probando que A era conveniente que estuviera entre 1 y 2 en nuestro caso. y
esta eleccidn de pardmetros es la que ha resultado més satisfactoria a la hora
de transformar las funciones de densidad de una escala a otra para diversos
pares de escalas (r,L) propuestas: ciertamente. es caprichosa la fijacion de
A asi. El valor de /3 se fijé aproximado a los obtenidos en la interpolacion
de p(p,2), B =~ 0.5: ver Seccién 3.6 . No se ha intentado una minimizacién
sistematica para determinar estos valores, sino simplemente comprobar por
otro método lo ya obtenido en aguella Seccién. Los datos de los histogramas
son muy ruidosos ( las barras de error tienen un radio de mas del 10% del
valor méximo en el entorno de éste ). y la estimacién permite un cierto grado
de relajo en la fijacion de esos valores dando resultados cualitativamente
iguales. A pesar de todo lo dicho. el resultado es muy satisfactorio.( ver
figura 3.14 )

F&m(z) (3.12)

3.7.2 Representacién integral general

Se ha trabajado también con la representacién integral mas general de
ESS, que es la que se explica en la Seccién 2.6. La forma para Gg es la
misma que se da en la ec. (3.12). sélo que aqui s se define como en ec. (2.26).
Concretamente. como los momentos €PY con este nicleo son

0
[ dyGsem = @
—0

se obtiene que k = 3% — 1 y por tanto :
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s = —_In|-L
5 1-;’32nf_2

( se ha invertido el orden en la fraccién para presentar todas las cantidades
como positivas ). Los primeros intentos de aplicar directamente esta férmula
en los calculos resultaron muy insatisfactorios, como consecuencia de la gran
imprecisién en la evaluacién de f; . Como se detalla en la Seccién 3.8, hay
un grado de incertidumbre muy grande en la determinacién experimental
de los histogramas, debido a la dificultad de establecer con precisidén cudl
es el valor de || €7 {loc , que resulta sistemdticamente subestimado, y tanto
més cuanto menor es la escala » que se trata. De este modo, el valor que
etiquetamos como fr = 1 en el histograma es en realidad un valor menor.
Despreciando la contribucién de la cola ( que sabemos que es despreciable
hasta los momentos que consideramos, pues eso es lo que introduce el error en
Il €7 llao ), podemos considerar que en realidad estamos calculando momento
de una variable :

I = we fr

con K, 2 1y decreciente con ». De este modo, si el orden p de un momento
gue consideremos no es muy alto,

<[fF') >~ W2fS

Por otra parte es inmediato extender la formula que define 5 para cualquier

orden p en la hipétesis de S-L; dado que en tal caso o(p,2) = 32 . entonces :
1 f,p K
§ = —i_—ﬁp In [f- } (3.1&)

Si ahora definimos 2, = In < <p 1> ( que es lo que podemos calcular
=
directamente de los histogramas experimentales ), se obtiene que :

Q, = 1-7")s + pA

y donde A = In %L, una constante que mide el grado de distorsién experi-
mental rda,twa de los histogramas a las escalas L y r. Resulta entonces que
es posible despejar de los datos experimentales ( €2, ) los valores de 3, s y
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A una vez fijadas las escalas L y ». Tomando los tres primeros miltiplos
enteros de un momento pp dado. se obtiene :

G, = (1=4")s + poA
Qopy = (1=5"")s + 2pop A
Qgp, = (1=4")s + 3po A

de donde inmediatamente :

. 280250 = pa—apg 11 /
3 = [Eee " ea—am 1 /po
! [ Koo —02ng ]

205, —822p, y
s = g (3.14)

Q,,—(l=3r0)s
A = ng{ ; )s

s o

Lo cual nos permite hacer una mejor estimacién de s(r, L); por ende,
2

aproximamos mejor el verdadero valor de In{-Zy|. Este método nos da

una primera intuicidén de los errores cometidos por el trungue de la cola
del histograma, lo cual viene medido por el pardmetro A = In7L. Sila
escala L es suficientemente grande, debido a que la distribucién desplaza su
maximo a la derecha, es de esperar que el error en la estimacion del maximo
sea pequefio y asi k7, & 1; por otro lado, ¢, = % ( lnego t, < 1 ) es el
punto donde se truncd el histograma tedrico, es el maximo experimental de
la verdadera variable fr; y asf :

t o e

Como se indicd, no se pueden tomar valores de py muy grandes, por la
significacién de la cola, ni muy pequefios, por problemas de precision finita
en los histogramas.

Datos egperimentales : Se tomaron las escalas r = 16 y L = 64. Se
observéd que la zona en la que los pardmetros estimados de este modo eran
mas estables correspondia al entorno de py = 0.5, y que este valor era donde
s alcanzaba el méximo valor posible. Para ese py los valores obtenidos fueron
los siguientes :
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/7 horizontal :
s = 2018
A = .0.273
Beap=0.614

/7 vertical :
s = 2718
A = -0.438
Beap= 0.644

Lo cual, incluso en la hipGtesis més favorable de ¢, =~ 1, nos da que :

Horizontal : ¢ = 0.761
Vertical : t, = 0.645

que supone un error importante en la estimacién de esa cola® ( del 23.9%
en el primer caso y del 35.5% en el segundo ). Mientras que s y A son
précticamente constantes en un entorno de py = 0.5. la variacién en 3 es
apreciable, y los valores estimados con otros py cercanos son muy similares
a 3= 0.5. Por ello no usaremos la estimacion de /3 que nos da este método.
sino que tomaremos un S = 0.5 de nuestra estimacion anterior por medio de
p(p,2).

En la figura fig. 3.15 se refleja el resultado para 4 = 0.5 usando la es-
timacion de s calculada previamente para fr horizontal y para las escalas
citadas, r =16y L =64
En esa figura se ve que finalmente se puede conseguir dar una buena es-
timacién de los histogramas sin introducir elementos extraios. como es la
A de la SubSeccién anterior. cuyo valor habria que justificar. Precisamen-
te. como S5 es un caso particular de esta representacion mas general. y asi
necesariamente s verifica la ec. (2.27). con k = 3% — 1, luego :

ty | L
s = —— In—
1—-52
El A gue propusimos a ojo en el caso horizontal fue de 4 = —1.5: para

B =05 esto implica (t, = —A(1-73%)):

*\4s detalles sobre las consecuencias de esto se dan en la Seccién 3.8.
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18 . . .

Densidad de probabilidad

Figurs 3.15: Verificacion de la representacion integral de ESS
Las cruces definen la densidad a la escala L=64; los rombos, a la escala =16y los
cuadrados la funcion definida al transformar la de escala 64 siguiendo un Gy de

- " . 2 2
purdmetro 8 = 0.5, y con s estimado por § = ﬁ; In[f; /£.]

para esta VLB. Denotando como de costumbre 7, el exponente SS de la
variable €p, es trivial demostrar que :

£ — 1+ 5
o = _1T]3 T

por lo que para 5 = 0.5, t, = —3. 7w, o sea, ™, = —0.375, que no es
muy diferente del medido experimentalmente para la regién de r pequefio
( ver figura 3.5 ), pero si del de » grande. Quizd una mejor estadistica, que
permitiera reforzar Ia hipotesis de SS, permitiria mejorar esta estimacion:
pero en cualguier caso. si SS es correcta tendriamos ( dentro de un razonable
margen ) que poder predecir el valor de A.
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3.8 Problemas numéricos de la variable normali-
zada

La determinacién experimental de la variable f- tiene un gran obstéculo
a tener en cuenta, y es la dificultad en dar una estimacién suficientemente
precisa de || €7 || , lo cual es absolutamente indispensable de cara a cons-
truir esta variable, que ademés se muestra muy sensible a errores en este
particular. La razén por la que es tan dificil estimar correctamente el valor
de || €7 {loc €8 bastante simple; obsérvese la figura 3.8.

10 T

9 r

Densidad de probabilidad
8]
ol

0 0.2 04 06 08 1

Figura 3.16: La larga cole de la distribucidn de probabilidad.
Escala v = 64 pizels; variable f7 horizontal

Esta figura representa el histograma que se ha estimado empiricamente
para la variable normalizada a la escala r = 64 para la direccién horizontal;
como ésta estd relacionada con la variable € a través de una constante
multiplicativa, esta funcién de densidad y la correspondiente a la variable
e tienen la misma forma. La figura presenta una larga cola hasta su maximo
( 1 para la variable fr, || €7 llc para €p ); de la figura estd claro que
los valores comprendidos entre el 40% del valor maximo y éste tienen un
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probabilidad de aparicién muy pequena. Por ello, la probabilidad de que en
un conjunto aleatorio de medidas uno llegue a tomar una suficientemente
préxima al verdadero valor maximo puede ser excesivamente pegqueia como
para que la estimacién directa sea fiable.

Por otro lado, sabemos gue al anmentar Ia escala de la variable la es-
tadistica se reduce rapidamente. por lo que es de esperar en cuanto a este
argumento que la estimacién del maximo ( || €7 || ) sea tanto peor cuando
mayor sea la escala r que consideremos. Sin embargo. también es cierto
que a medida gque r aumenta el mayor peso de la distribucién se desplaza
hacia la derecha. como cabria de esperar de los argumentos tedricos de la
SubSecciones 3.3.2 y 3.3.4, y que ademas es observado experimentalmente.
De todos modos. en la competicién de ambos mecanisinos parece ganar el
primero. por la aparicién de cortes y oscilaciones de la estimacion directa
( ver figura 3.17 )

| €7 llo ' . '(l . . ' b '

o+
© 4y R
+ oy, .
o 00p, FHits,
0, ++ +++’
o
| e, 600, M"'tu
So0ntts iy ey, P
W’BOOM+1‘++N+N+?¢¢+M*H+# ) -
Mooeeﬁma»nemo“; -
1 ‘ I ‘ ) . A . . . . . .

a 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60

7 T

Figura 3.17: Valores estimados de || €7 [l
Rombos: Estimacion ESS; Cruces: Estimacidon directa. a: Horizontal; b: Vertical

Otro modo de evaluar || €7 |l s aplicar la férmula ec. (2.10); esta es-
timacién tiene la ventaja de que si se evalia con poco error las constantes
a y @, como el momento de orden 2 de €7 se puede obtener con bastante
precisién ( es un momento de un orden relativamente bajo ) se podria esti-
mar de modo preciso el verdadero valor del || €7 || ¥ con una observacion
indirecta, de forma muy elegante. Lo malo de este método es que por razon
de la exponencial que define la relacidn, los errores se propagan expounen-
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cialmente y por tanto la calibracién de las pendientes asintéticas ha de ser
muy precisa. De hecho. observando la grafica de la figura 3.17 se ve que esta
estimacién es peor que la directa ( gqueda por debajo )

Hay que destacar cuan importante es la buena calibracion de || €7 || .
Piénsese que un error del 20% en su estimacion a una escala desplazaria rela-
tivamente el histograma una cantidad similar a la izquierda. con importantes
consecuencias a la hora de tratar de aplicar la férmula ec. (2.21), y quiz4 pue-
da esto explicar el fracaso del método directo basado en la ec. (3.11).

2
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Figura 3.18: Valores estimados de f;
Rombos: Estimacion ESS; Cruces: Estimacion directa. a: Horizontal: b: Vertical,
L grifica estd representade con ejes logaritmicos

Incluso la grafica del momento de orden 2 de f7, f; , calculado direc-
tamente de los histogramas ( ver figura 3.18 ) presenta un fuerte nivel de
oscilaciones, sin duda de carécter estadistico por culpa de lo malo de la
estimacién, haciéndose inviable la comprobacién de SS para esta variable.
En la misma gréfica, calculando f; con el segundo momento de €7 dividi-
do por la estimacién ESS de || €7 || al cuadrado no se producen guiebros.
La situacion, sin embargo, empeora pues el checkeo directo de la existencia
de ESS sobre los momentos de fr asf obtenidos da como resultado que no
hay tal propiedad a partir de p >~ 10, cuando tedricamente esta garantizada
por ec. (2.19)( figura 3.19 ). Tenemos comprobado gue este efecto es me-
nos importante cuando se amplia la estadistica ( se aumenta el tamaio del
ensemble }, lo cual es légico, puesto que eliminamos el primer orden de la
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dependencia en p y vamos al orden siguiente. lo cual requiere medidas més
y mas finas.

c.c.l a b

09

08

07}

06 r

05

04 r

03

Figura 3.19: Coeficientes de regresion lincal del ajuste de la ESS para fr.
a: Horizontal; b: Vertical. Se observa que en un entorno de p = 15 la regresion
lineal empicza a perder semtido; de hecho, el ajuste momento a momento revela
que en torno a p = 10 el momento estd ya demasiado perturbedo y lu regresion es
imposible

No obstante, se puede aplicar directamente la férmula ec. (2.19) para
determinar el valor de o(p. 2) sin més que conocer el valor de la pendiente
asfntotica de p(p,2). En la figura 3.20 se ha representado esta funcién.

El grafico no es demasiado satisfactorio. pero hay que tener en cuenta
gue al intentar apreciar el segundo orden en un desarrollo de p(p,2) en p,
las barras de error se disparan para esta estimacién. Ademds, estd claro
que los exponentes de ESS obtenidos no son muy fiables, presentando un
cierto sesgo sistematico del que no pueden dar cuenta las barras de error. El
coeficiente, para el caso de tener un p(p.2) de acuerdo al modelo de She &
Levegue ( ec. 2.16 ), serfa :

1 - 737
a(p.2) = T

que es también representado en la misma grafica. Las barras de error son
tan inmensas que, al menos en el caso vertical. engloban esa posibilidad; y
en el caso horizontal no queda muy alejado.
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a(p.2)

Figura 3.20: Valor estimado del coeficiente o(p. 2)
Se representa con las barras de error estimadas y comparado con la prediccion de
She & Leveque, 3 = 0.5. a: Horizontal; b: Vertical.

3.9 Whitening y VLB

Se ha dicho que quizd con la estadistica de una variable que caracterice
& los bordes convenientemente elegida y la funcién de correlacién luminosa
a dos puntos se pudiera llegar a reconstruir la estadistica de las imégenes
naturales. Si la estadistica de las VLBs presenta una propiedad tan intere-
sante como es la ESS podriamos llegar a dar una descripcién relativamente
simple de la de imdgenes. La cuestién que surge es si son completamente in-
dependientes estas dos caracteristicas, o bien a través de la estadistica de las
VLBs ( y gquizé con peguefias suposiciones } uno podria llegar a desarrollar
toda la estadistica del ensemble de imégenes naturales.

Para intentar comprender esto, y para avanzar en lo que pudiera ser
una futura expansién tedrica de la densidad de probabilidad de este ensem-
ble, tomamos como punto de partida un ensemble gaussiano al que se le
incorporé como funcién de correlacién la conocida. En este ensemble se cal-
culd analiticamente la funcién marginal de probabilidad de tener una VLB
de escala r a lo largo de una direccién dada en un punto concreto. Para
una funcién de correlacién cualquiera la expresién general es complicada y
desagradable, aunqgue reproduce facilmente los limites conocidos ( r — 0y
r —+ o0 ). La expresion de la funcién caracteristica ( transformada de Fourier
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Figura 3.21: Histogramas de f7 a diferentes escalas tras whitening.
A mayor escala, mds pequerio es el mdzimo. En la figura se representan los histo-
gramas de la variable horizontal a las escalas v = 8, 16, 32 y 64 pizels.

de la densidad de probabilidad ) es :

pes(1) = e~z X

oon :
% ari
x(w) = -rf dy In[1 + —ﬂ-z!l,.(y)] (3.15)
—o r
donde :
T :
Qu(y) = dw Cy(w) ¥V
-r

¥ Co(r) no es mas que la segunda derivada respecto de su argumento de la
funcién de correlacién a dos puntos C(r). que es funcién sélo del médulo
del desplazamiento. . Por supuesto se supone existe tal derivada. y en caso
de no tomar una correlacion ni siquiera continua hay que rehacer el célculo
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desde el principio. pues para llegar a esta férmula ( ec. (3.15) ) se hacen
Hmites gque precisan de esa continuidad.

Resulta interesante ver que si se decorrela el ensemble de iméagenes pre-
viamente ( esto es. se hace whitening ), entonces la distribucién de €7 es
independiente de » ¢ igual a la de la ec. (3.4), o sea, una ¢ de Dirac.

I €7 ll
11 T T T T T T

1+ 1
09 | .
08 | .
07 . i
06 |
05 |
04 |
03 F

02

0 , 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140

Figura 3.22: || €7 ||« empirico tras ¢l proceso de decorrelucion

Por ello, aungue no mas sea a efectos de rechazar la hipdtesis de ensem-
ble gaussiano de imigenes resulta conveniente aplicar el whitening. Por otra
parte, se ha visto experimentalmente que tras esta decorrelacion la variable
€7 obtenida de ese ensemble sigue poseyendo ESS . lo cual parece una pro-
piedad més esencial. Mas ain, la curva de p(p.2) podria ser ajustada de
acuerdo con las ley propuesta por She-Levegue con un parametro /3 ligera-
mente diferente de 0.5, aungue las barras de error son muy considerables:
esto podria ser muy importante, si se confirtase que 3 =~ 0.5 tras la decorre-
lacién: indicarfa que las propiedades de 1a VLB dependen exclusivamente de
Ia estadistica de orden superior y no de Ia estructura redundante de la ima-
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gen. Nuestra variable seria una buena descripcién de la estructura intrinseca,
de las imégenes.

Empero, el proceso numérico para la elaboracidn de las imégenes blan-
queadas ha revelado ser una fuente importante de imprecision, por lo que
se requiere un anglisis muy detallado y laborioso antes de dar una opinién
firme, posiblemente con imagenes de mayor tamaifio para evitar aliasing. Lo
que en cualquier caso queda claro es que si que depende la variable de », con
lo que se rechaza la, hipGtesis gaussiana. ( ver figuras 3.21 y 3.22 )

3.10 Extensiones de la definicion de la VLB

3.10.1 La variable bidimensional

La generalizacién més obvia de nuestra definicién consiste en tomar la
integral que define €7 en dos dimensiones, eliminando al mismo tiempo la
dependencia en la orientacién. Asi, definiriamos nuestra variable como :

er(@) = % [ 2z |VeH(@) (3.16)
IBT/Z(‘T")[ B, ;5(Z)
donde B, ;9(F) es. como siempre. la bola de centro ¥ y radio r/2, con una
norma dada; y {B,(¥)] su drea. En las computaciones experimentales.
por comodidad, es usual tomar estas bolas como cuadrados centrados en el
punto.

Las ventajas de tal definicion son obvias: detectarfa la presencia de
bordes en un 4rea, sin privilegiar ninguna direccion. De cara al andlisis
multifractal ( a ser desarrollado sobre iméagenes en el Capitulo 5 ), tiene la
ventaja de permitir considerar la imagen como un todo. en vez de restringirse
a los subespacios de las lineas, como se tendria gue hacer con la definicion
unidimensional.

Los inconvenientes son de naturaleza eminentemente experimental, pe-
ro no por ello ignorables: el nimero de bolas independientes que pueden
tomarse sobre un muestreo de imégenes dado decrece cuadraticamente con
el radio r de tales bolas ( frente al decaimiento lineal en » que supone tomar
intervalos ). Esto quiere decir que de cara a una determinacién indirecta de
las propiedades de la imé4genes a través de los momentos de esta variable,
resultard imposible llegar a considerar momentos y distancias relativamente
grandes con esta definicién. De hecho, el cut-off superior disminuye tremen-
damente ( ver figuras )
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Figura 3.23: Comprobando SS (D) para los momentos de orden 2, 3, 4 y 5.

La: ine;; Lb: ineg

2.a: ine;; 2.b: ine;
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Figura 3.24: Comprobando ESS (2D) para los momentos de orden 3, 4, 5 y 10.

La: ine;; Lb: ine;
2.a: ine;; 2.b: ine;o
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Figura 3.25: Funcion 1, 2D experimental y comparacion con S-L
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Figura 3.26: Funcidn p(p.2) 2D experimental y comparacion con S-L
3=053%£05
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En la figura 3.23 se han representado el logaritino de diversos momentos
frente al logaritmo de r para esta nueva definicién de la VLB. El rango de
r tomado se ha ampliado por abajo. comenzando en » = 4 pixels, puesto
que con esta definicién parece que se mejora el cui-off inferior. No es de
extrafiar: 4 pixels corresponde, en esta variable. a promediar el valor de
[Ve]? sobre 16 puntos ( frente al promedio a 4 puntos gue supondria la
variable unidimensional ). Lamentablemente, el empeoramiento del cui-off
superior es dramatico: hace falta una gran fuerza de voluntad para acertar
con la regién pretendidamente universal del ajuste. Sabemos. no obstante,
que se corresponde con esa zona pues se ha podido comprobar la evolucién
de la gréfica al aumentar la estadistica. Asi las cosas. la regién universal de
validez observada para SS distiende aquif un segmento tan pequeiio como el
que va desde los 8 hasta los 20 pixels.

Es razonable creer gque estos problemas son debidos a la falta de es-
tadistica, y que con un ntmero mayor de iméagenes y/o de mayor tamano se
podria soslayar. Esta es una direccién préxima de trabajo. Es Hamativo. no
obstante, que ESS parece verificarse con una tremenda robustez ( ver figura
3.24 ).

Se ve que, sin problemas, ESS resulta aceptable en todo el rango desde
los 4 hasta los 40 pixels, incluso para momentos tan grandes como p = 10.
Nuevamente, parece que ESS se transmite a todas las escalas de la forma
apropiada, més alld de los efectos de tamaino finito.

En la figura 3.26 se representan los coeficientes calculados para p(p.2)
entre p=0 y p=10. Sin ningin género de dudas puede ajustarse segin el
modelo de She & Leveque, con un pardmetro S muy préoximo a 0.5, como
en log casos unidimensionales. Més ain, los coeficientes 7, computados en
la escasa regién de validez contrastada para SS ( figura 3.25 ) corresponden
también al modelo de She & Leveque, con barras de error razonablemente
pequetias ( revelando estabilidad y universalidad de esta propiedad a lo largo
del promedio en imAagenes ) y con un pardmetro libre 7 realmente proximo
a —0.25.

Todo ello conduce a pensar que la variable bidimensional participa de
la misma estructura ue la unidimensional, como se vera mas claro en el
Capitulo 5 : sin embargo. la exigencia de muestreo estadistico hace que la
evidencia indirecta sea muy restringida sobre el colectivo estudidado.

3.10.2 La variable modulada

Otra posible mejora de la definicién de €7 consiste en introducir una
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funcién ¢ interpoladora o suavizadora en la integral, para disminuir los pro-
blemas creados a la escala baja por la resolucién. La redefinicién, en su
version unidimensional, seria como sigue :

Y 1 OCropm oy /8 .
er () = ;/_Oods [8?‘]2(m+su¢)w(?—‘) (3.17)

Es evidente que si ¢(s) = xjo,1)(¢) ( la funcién indicatriz del intervalo
[0,1] ) se recupera la anterior definicién de €7. Esta definicién tiene la ven-
taja de que se aproxima a lo que llamaremos andlisis de singularidades
y permite eliminar el molesto cui-off inferior. No obstante, tiene la desven-
taja de que de nuevo se empeora el cui-off superior por culpa de las colas
de ¥. En principio podrian ser admisibles ¢ con media nula ( las cuales,
en particular. tendrén regiones positivas y negativas ). con tal de incluir
la integral de la ec. (3.17) dentro de un valor absoluto para garantizar la
positividad de e’r:" y poder tomar cualgquier momento de esta variable. No
obstante, comportamientos oscilantes ( ondiculares ) empeoran més aan la
situacion respecto al cui-off superior. En las figuras 3.27 y 3.28 se muestran
los resultados referentes a SS en esta variable. donde ¥ es una gaussiana de
dispersion 1 pixel.

Ty ...a . .b

Figura 3.27: Coeficientes 7, pura g;:
a: Horizontal, b: Vertical
Br=055+06, 12 =-025£0.2; 3, =05+£05, 72 = ~0.28+ 0.3
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Figura 3.28: Comprobando SS para los momentos de orden 2, 8y 5.
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En las figuras se ha representado esas curvas para un rango de r = 4 has-
ta 64 pixels, de nuevo mayor que en las figuras con la anterior definicién. De
este modo se hace claro la sensible mejora del cui-off inferior, que ain esté
presente, atenuado. Lamentablemente, este proceder lleva aparejado un em-
peoramiento del cui-off superior, que ha dado en manifestarse acusadamente
en la variable horizontal.

Nuevamente, la situacién es tremendamente mejor en el caso de ESS
( figuras 3.30 y 3.29 ). Los pardmetros 5 y 7o hallados estdn en consonancia
con los resultados anteriores.

En conclusién, éste parece un buen método para tratar de regularizar
el régimen de escalas bajas, que nunca es mejorado por un aumento de la
estadistica, al ser un efecto del cardcter discreto de los saltos de luminosidad
entre pixels vecinos en una imagen real. He aqui que tenemos ya un método
para concentrarse en la regién universal de la curva: modular la funcién,
para evitar dependencia en la discretizacion, y aumentar la estadistica, para
evitar ( hasta el tamafio maximo de las imégenes ) los efectos de tamafio
finito. Posiblemente este mecanismo de modulacién consigue eliminar el
componente de ruido de alta frecuencia, al modo de un filtro de paso bajo
( low pass filter )

T, a b
r 25 T T T T T T T T

Figura 3.29: Coeficientes p(p.2} para (;.’rf
a: Horizontal, b: Vertical. 8, =0.55%£0.6, 3, =05+ 05
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3.10.3 Funciones multiafines

Hasta, ahora, el tipo de variables estudiadas puede ser comprendido den-
tro del estudio de las llamadas medidas multifractales. y que sera abor-
dado en el préximo Capitulo. Tales variables vienen definidas a través de
una densidad de medida positiva que ha de ser integrada en un segmento o
area de un tamafio para ver los comportamientos de escala. Este es el tipo
de variable que describe nuestra €7 o la disipacién local de energia ¢, en
fluidos turbulentos.

Sin embargo, cabria preguntarse si no se podria definir sobre las imégenes
variables més simples que fuesen andlogas a la variacién local de velocidades
( 67v ) que se definia para fluidos turbulentos. En concreto, nos interesaria
hallar un campo f(#) que fuese un campo multiafin ( como por ejemplo
se explicita en [25] ). Esto significa que si definimos la variacién local de f
en el punto Z como :

5f (&) = |f(&) — f(&+ )

( nuevamente esta definicién est4 orientada. segin el segmento 7 ), el campo
presenta leyes de escala en cada punto &, o sea.
orf @) 3, o)™

ko a(Z)r

También se dice, en este caso, que el campo f tiene exponente de Holder
h(Z) en el punto 7.

A la postre, existe una equivalencia entre poseer exponentes de Holder
para todos los puntos y que la variable é7f posea AutoSimilaridad ( en el
sentido de la ecuacién 2.2 ); una vez mas se remite al lector al Capitulo 4
donde se explora este aspecto para las variables de tipo medida multifractal.

Es conocido gue en situaciones simples existe una conexién inmediata
entre campos multiafines y medidas multifractales ( puede consultarse el
excelente libro de Arneodo et al., [26], para éste y otros aspectos que se
comentan a continuacién ). En fluidos turbulentos esto permite construir
la relacién dindmica, ec. 2.1, entre el campo multiafin de velocidades y Ia
medida multifractal relacionada con la disipacién de energia local.

En nuestro caso, si el campo de contrastes luminosos ¢(#) fuese un campo
escalar multiafin, sin mas los campos de sus derivadas direccionales serian
multiafines, pero por razén de la derivacién los exponentes de estos tltimos
son una unidad menores en cada punto, asi gque en lo que a escala se refiere,
drc ~ 1oz (¢ siendo el campo de derivadas de ¢(7) ).
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También es cierto que si f (&) es un campo multiafin y F(y) es una funcién
del tipo llamado bi-Lipschitz® , entonces el campo F(f(F)) es también
multiafin con los mismos exponentes que f(#). En particular, como “elevar
al cuadrado” es una funcién bi-Lipschitz en todos los puntos salvo en el
origen, da lo mismo hablar de ¢ que de su cuadrado, que es lo que aparece
en la definicién de ep.

Usando los razonamientos de Arneodo se ve que promediar sobre una
bola de radio » una funcién multiafin tiene las mismas propiedades de escala
que la funcién. Juntando todo lo dicho anteriormente, concluiriamos que, si
se supone gque ¢(7) es un campo multiafin, se estableceria el equivalente de
la relacién dindmica para imdgenes:

drc ~ 1€ (3.18)

( se establece que tienen la misma dependencia en la escala r, aunque es
necesaria una variable aleatoria no dependiente de la escala para escribir una
ipualdad ). Esto nos hace pensar que ¢(F) podria ser un campo multiafin,
puesto que definitivamente €7 exhibe propiedades de escala.

Desafortunadamente esto no es cierto. En realidad desde el principio
consideramos esta posibilidad, pero los resultados experimentales fueron
paupérrimos y era imposible hablar de SS y ESS. Tan sélo con mucha pos-
teridad se planted la posibilidad de que la parte irregular o responsable del
comportamiento de escala se viera enmascarada por una parte regular, una
compounente espuria.

Siguiendo la derivacién de Arneodo, nuestra sefial podria verificar, en un
punto Fp dado, que :

dre(To) r%l Py(r) + (l’()'l‘h'“

donde P,(r) es una expansién polinémica que depende del punto. Asi,
aguellos puntos con exponentes més singulares vendrdn dominados por el
segundo sumando, irregular y revelador de estructurs microscdpica; pero
aguellos en que la parte irregular tengs exponente mas alto podrian verse
enmascarados por la componente de largo alcance que describe el polinomio.

Como vehiculo para desembarazarse de la parte regular, Areneodo pro-
pone modular el campo multiafin con una ondicula, de modo similar a como
definfamos la variable € modulada, pero eligiendo esta ondicula de modo
que anule los momentos enteros de érdenes inferiores al méximo exponente

*Ver el Apéndice Teérico para los detalles
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irregular de nuestro campo escalar. Asf, define los coeficientes de proyeccién
Tye(Zy, @) como :

&

-y g 1 o0 —y .
Tye(Ty, @) = " / ds ¢(Ty + stiy) \If(g)
-0

donde @i, = @/a como es habitual. Puede demostrarse ( ver, por ejemplo, el
libro de Daubechies, [27] ) que la parte irregular de ¢ en 7 tiene exponente
ho si y solo si al tomar una funcién ¥ tal que [ dz 2V ¥ (z) = 0 para todo
N < hyg se verifica que Tye(Fy, @) ~ aho

Por tanto, parece que podria bastar con trabajar en torno a Tye(Zo. @)
en vez de a dy¢. Hemos probado a hacer esto usando ¥(z) = dli:‘:,e_“”"z/' 2
y los resultados han sido satisfactorios, aunque por limitaciones numéricas
y de tamafio de las imégenes no podemos tomar momentos muy grandes.
Por ultimo, hemos comprobado que la relacién dindmica, ec. 3.18, se verifica
substituyendo dr¢ por Tye(&y, ).

3.10.4 Otras definiciones

En la SubSeccién anterior se ha apuntado la propiedad de las funciones
bi-Lipschitz de no alterar los exponentes de singularidad de los campos esca-
lares multiafines. Por un proceso de paso al mite se podria hacer el mismo
tipo de transformaciones sobre densidades multifractales. En definitiva, si
tenemos una variable ¢, definida por

1

| Br(Z)] /B,(3) v9(9)

()

donde g(%) serfa la densidad ( positiva ) de medida. entonces cabe esperar
que la variable €l . definida igualmente pero substityendo g(#) por F(g(i)).
y donde F fuera una funcién bi-Lipschitz ( y que respetara la positividad.
aungue esto tampoco seria estrictamente necesario ) tuviera las mismas pro-
piedades de escala.

Experimentalmente se ha comprobado para unos pocos casos que, efecti-
vamente, esto es cierto. En particular se han ensayado versiones de €7 donde
en vez de poner el cuadrado de la derivada ( o de su médulo, en la versién
2D ) se ha puesto tan sélo el médulo. Todas estas definiciones exhibian
SS y ESS, y podian ser descritas dentro del esquema de She & Leveque,
con 38 = 0.5. No obstante lo cual cada variable tiene sus virtudes y sus
defectos desde el punto de vista del andlisis numérico: asi. tomar el médulo
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de la derivada mejora ostensiblemente el cui-off inferior, hasta hacerlo casi
desaparecer, pero al precio de empeorar en mayor grado el superior.

Poco caso tiene probar académicamente una u otra definicién. Segtn
el tipo de aplicacidén en que se quiera usar, habré definiciones més conve-
nientes por razén del procesado numérico, pero el principio tedrico es el
mismeo. Un principio tedrico que habla de estructuras microscopicas orga-
nizadas jerarquicamente, las cuales es cada vez méas necesario ocuparse de
analizar.



88

CAPITULO 3. SS Y ESS EN IMAGENES NATURALES

Metodologia

3.11 Descripcién del ensemble de imagenes

Nuestro colectivo estd integrado por 45 imédgenes de 256 x 256 pixels,
subtendiendo 15¢ x 15¢ en todas ellas. Este conjunto se debe a la generosa
cesién por parte de Daniel Ruderman® para la elaboracion de este trabajo.
Las iméagenes estan tomadas en el interior de un bosque caducifolio de Nueva
Jersey (EE. UU.), y en las escenas se ven arboles, troncos. hojarasca en el
suelo, arroyos a diferentes distancias con rocas inscritas en ellos. etc.

Las caracteristicas técnicas més relevantes de las fotos son las siguientes :

o Las imégenes fueron tomadas con una cdmara CCD con 8 bits de pro-

fundidad de color por color. Se ha sometido a las imagenes a una
reduccidn cromética adecnada para obtener unos perfiles de luminosi-
dad objetivos. Se han tenido en cuenta los efectos de saturacién de la
respuesta de la cdmara para producir una estimacion fiable de las lu-
minancias relativas en cada escena. Por dltimo, para eliminar diversas
fuentes de ruido, se han tomado 32 fotos de la misma escena y se ha
promediado las luminancias calibradas, obteniendo de ese modo una,
profundidad de color efectiva para la luminancia de hasta 13 bits por
pixel.

Las imégenes posefan una resolucion de 640 x 480 pixels para uns
cdlula de 35 mm. La distancia focal del sistema lente-objetivo fue de
35 mm. Se recortd el cunadrado central de 256 x 256 pixels para evitar
efectos de borde, que por tanto distiende una porcién de angulo sélido
de aproximadamente 15° x 15°, como ya se ha indicado.

*Daniel Ruderman es investigador en el Salk Institute, en La Jolla, San Diego (EE.

U
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decimal a 4 bytes de la luminancia de cada pixel. Para més detalles, consultar
el articulo original de Ruderman ( “The statistics of natural images”, [16] )

3.12 Determinacién de SS y ESS

3.12.1 Calculo de e/

erf se computé directamente sobre las imagenes, promediando sobre el
total de valores. Para cada escala r el punto base I que aparece en la
definicion de €7 ( ec. (3.1) ) variaba en la direccién en que se tomaba la
derivada desde el borde izquierdo para VLBs horizontales, superior para
VLBs verticales; hasta una distancia » del borde contario. Esto se hacia
légicamente para poder evaluar con sentido la integral que define €7, pero
inevitablemente conduce a una disminucién del ndmero de puntos a medida
que r crece. En la otra direccién se tomaron coordenadas libremente. Se
variaba de 1 pixel en 1 pixel, computando asi todas los posibles valores
que podrian extraerse del ensemble, y asi incluyendo el efecto de solapes de
bordes cuyos puntos base estuviesen contenidos dento del mismo intervalo
de anchura » en la direccidn tomada para derivar.

Se tomaron todas las escalas de €7 posibles entre 8 y 64 pixels. de 1 pixel
en 1 pixel. Para p se tomaron todos los valores posibles entre p = 0.2 y
p = 40, con una diferencia de 0.2 entre un valor y el siguiente; asf se obtuvo
una tabla de 56 (en escalas ) x 200 ( en momentos ) valores de e .

3.12.2 Valoracién de SS

Para contrastar SS, se tomé para cada p fijo los 56 valores de In e;-’
conocidos y se hizo regresion lineal de éstos frente a Inr, tomando r desde
r = 32 hasta » = 64. y de forma que los valores seleccionados estuviesen
equiespaciados logaritimicamente. De ese modo, para cada p se obtuvo un
coeficiente 75,. que es lo que se representa en la figura 3.6. La eleccién r = 32
como punto de partida fue para excluir la regién de r pequefio, que acusa
el efecto de la resolucién finita. Para confirmar visualmente Ia bondad del
ajuste, se representaron las graficas 3.5 , 3.7 y 3.8 ( SubSeccién 3.5.1 ).
confirmando que en ese rango SS es satisfactorio.

3.12.3 Valoraciéon de ESS

Andlogamente a lo descrito para SS, se tomé cada p fijo y se hizo la
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regresién lineal de In e; frente a ln e; , con todo los 56 valores posibles ( todos
los r desde » = 8 hasta » = 64 ). También aquf se hizo ajuste visual. como
se detalla en la SubSeccién 3.5.2. Por otro lado, los coeficientes p(p.2) y
2(p.2) ( las figuras 3.11 y 3.12 ) no son més que la pendiente y el término
independiente del ajuste por regresién a cada p.

3.13 Cadlculo de las barras de error de p(p,2) y
p(p.2)

Para determinar las barras de error de los datos experimentales se se-
paron las imégenes en 9 grupos de § , computéndose para cada grupo los
valores de e, independientemente, igual que en la SubSeccién 3.12.1 . Sobre
cada grupo se computd el valor de p(p.2) y el de 5(p.2) al igual que antes
( SubSeccién 3.12.3 ): esto nos da 9 funciones p(p,2) diferentes, y otras tan-
tas de p(p,2) . Con estos 9 valores para cada punto p se calculé la dispersién
sobre el valor central: este valor era el correspondiente al ajuste de Ia ESS de
los momentos obtenidos al promediar las 45 imégenes conjuntamente, gque
es lo gue se calculd en la SubSeccidn 3.12.3 . y las dispersiones nos dan el
valor de la barra de error en cada punto p para cada funcién.

3.14 Ajuste de p(p,2) segiin She-Leveque: Deter-
minacion de 3

Para ajustar la curva experimental de p(p,2), se probé con dos tipos
de ajuste que presentan pequefias variaciones aungue esencialmente dan el
mismo valor de 5. Ambos ajustes se realizaron tomando una funcién de coste
correspondiente al error cuadratico medio segiin la siguiente definicién :

P Ps 1 N 200 1
Eg = 3 b [(pi:2) = pa(ps 2)1° 1 > b
gl g fml E

donde :

» 5 es el error gue estamos computando.

* pm es el valor del méximo p en el ajuste, segln sea en cada caso; hemos
tomado pp, =10 y py, = 40.
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e ps es el nimero de puntos en que se muestrea cada intervalo (p.p+1

pf S Vg )
asi que 1/py es el paso elemental que tomamos en p . En nuestro caso,
ps =5, luego el paso elemental fue de 0.2 .

¢ p; es cada uno de los p que estamos muestreando ( p; = ¢/py )
o p(p;i,2) es el dato experimental para cada p;
o pa(pi, 2) es el valor de p(p, 2) en ese p; siguiendo la ec. (2.16)

e b; es el peso que se le asigna a cada punto experimental, y que es
diferente de un ajuste a otro : en uno de ellos se toma b; = 1 para todo
¢ y en el otro es igual a la barra de error en ese punto. Con este ultimo
método se trata de permitir menores desviaciones en aquellos puntos
que presentan un menor error experimental y en los que, por tanto,
tenemos una mayor certidumbre de su valor. Puesto que los valores de
5 resultaron casi idénticos, nos referiremos en exclusiva a este Gltimo

Se efectud uns minimizacién numéricamente de Eg variando el 3 en ca-
da uno de los casos, arrojando los valores para (8 que son referidos en la
SubSeccion 3.6.

Se computd una estimacién del error cometido en la determinacién de 3,
de forma simple: si denominamos Aagp(p,2) = |pgras(p.2) — ps(p.2)]. se
busca AS tal que :

1 pmpf

3 [Base(pi2))F =

1 PmPf
Pm Py 4 Pm - Pf

> bi? = B*
i=1

Aproximando

s

c) re
Aasp(p,2) = | ps(p, 2)|AB
op
lo cual es cierto para valores de A pequefios, se obtiene inmediatamente
que |AB| =~ B, donde A% = = ey [g5ps(pi, 2)]7. Con esto calculamos
la incertidumbre de 8 ya referida.

3.15 Calculo de histogramas y de || ¢; || empirica

Para calcular los histogramas, se tomaron las mismas 56 escalas que
anteriormente ( desde 8 hasta 64 pixels ). Para cada escala primero se deter-
mind el valor empirico de || €7 [|oo . sin més que muestrear sisteméticamente
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todos los puntos #y posibles de las 45 iméagenes, como antes, calculando en
cada punto €7(7) y anotando el méximo valor encontrado. Una vez cono-
cido ese valor para cada escala r, fijada ésta se construyeron los histogramas
por el procedimiento de computar sistematicamente de nuevo todo €2(&y),
dividir lo obtenido por el || €7 || computado, y al valor asi obtenido, que
de seguro estd entre 0 y 1, asignarle a una caja de 4097 en que se frac-
ciond el intervalo [0,1]. Esto dltimo quiere decir que se construyé un vector
de 4097 componentes, cada una de las cuales representaba el ntimeros de su-
cesos registrados con un valor de fr comprendido en el intervalo apropiado;
asi, una vez conocida la “caja” correspondiente a un valor, se aumentaba la
componente correspondiente de este vector de frecuencias en 1. Finalmen-
te, se normalizd el vector de frecuencias absolutas para convertirlo en el de
relativas, esto es, las componentes sumaran 1.

Para computar las barras de error, se procedié andlogamente a lo efectua-
do en la Seccidn 3.13 , separando las imégenes en 9 grupos de 5, computando
del mismo modo que antes los histogramas de cada uno de esos grupos y es-
timando gracias a ellos la dispersién en torno al valor central ( el histograma
del parrafo anterior .

3.16 Propagacion de las barras de error

3.16.1 Verificacién de la representacién integral

Para verificar las relaciones ecs. (2.21) y (2.25) se tomaron los histogra-
mas a las escalas r y L; en el caso més extremo fueron r = 16, L = 64; mas
bajo de 16 pixels el histograma tenia un problema de insuficiente muestreo.
por ser el pico de la distribucién muy préoximo a cero y la pendiente del lado
izquierdo muy abrupta; esto ademas perjudicaba a la rutina de aplicacion de
ambas férmulas ( 2.21 y 2.25 ) si no se aumentaba el muestreo. Finalmente
se dej6 asi, sin ir a escalas menores. por un compromiso con el tiempo de
computacién y del tamafio méaximo de muestreo en los histogramas. que no
sabemos cudl es, pero que evidentemente depende de la cantidad de muestras
que tengamaos.

Se transformé el histograma de la escala L usando la relacion gque de-
fine la representacién integral de ESS de cada caso. computando de forma
numérica las integrales con los puntos que se tenian. Para ello. se extra-
polé linealmente para obtener los {p), () }v, & partir de nuestros histogra-
mas y poder asf usar la expresion de la ec. (3.10). gue es directa y aplicable
en ambos casos. Los histogramas de In f7 V r. por necesidad de excluir el
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caso fr = 0, tienen 4096 puntos, lo cual justifica lo aparentemente capricho-
so de la cifra anterior, puesto que ésta es potencia de 2 y ser asf inmediato
efectunar FFT ( Fast Fourier Transform ), que es lo gque uno necesita en la
aplicacién directa de la expresién de la ec. (3.11). Como se dijo antes, esto
ultimo resultd un fiasco por el nivel de ruido de los histogramas.

Una vez obtenidos los {pnys, () }vr, el cdlculo de pr,s. () tomando como
dato de partida tanto py, () como el 8 que genera G's ( s segin la re-
presentacién integral de SS o segun la de ESS ) es inmediato; tomando esa
funcién sélo queda finalmente hacer la extrapolacién en sentido contrario
para obtener pr.(x). En todo caso, esto sélo nos permitiria ver cuénto se
parecen los valores medios, pero sin aportar informacién acerca del error.

3.16.2 Barras de error en la representacién integral

Para este calculo se utilizé de nuevo la separacién de 9 grupos de imégenes
usada anteriormente, y para cada grupo se tomaron los histogramas a las
escalas r =16 y L = 64.

Lo que en la figura 3.14 se representa en las barras de error no es el error
propagado en la aplicacién de la férmula, sino cuén fiable es la hipétesis
de que esa férmula sea vélida. Ello se entiende por el procedimiento de
elaboracién de las barras de error, que se explica seguidamente.

En cada grupo se computé la funcién de diferencias entre el py,s.(z) real y
el estimado por el procedimiento detallado antes ( SubSeccién 3.16.1 ). Con
las 9 funciones de diferencias se calculd una funcién de media cuadrética. gue
es lo que se representa como barras de error. De este modo, lo que uno trata
de verificar es la bondad de la hipdtesis de existencia de un nicleo integral
como Gy, eliminando parcialmente con este método los sesgos sistemdticos
que en la elaboracién de los histogramas afectasen tanto a pr.(x) como &
pr.(z). Aunque los histogramas sean realmente muy ruidosos, se puede
determinar con barras de error muy estrechas si la transformacién es buena
o no, por este motivo. Elresultado es que las barras son pequefias y engloban
perfectamente la funcién experimental py, () tanto con un kernel como con
el otro.

3.17 Reduccidén de la resolucién de las imagenes

Para analizar la posible presencia de un cut-off inferior en las imégenes,
se las sometié a un proceso de reduccién de la resolucién o agrupacion por
blogues. Dicho proceso consistié en que, una vez fijado el tamafio b de los
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bloques de resolucién ( y donde b debia dividir Ia escala sobre la gque se agru-
paba. }, se produjeron a partir de nuestro ensemble de 45 imégenes otros dos
ensembles con idéntico numero de imégenes cada uno. uno correspondiendo
a una reduccién en horizontal v el otro a reducir en vertical.

La reduccidn, por tanto. se hizo sdlo en una direccién, dejando la otra
intacta para perder la menor cantidad posible de estadistica. El valor de
luminosidad asignado a un blogue de la imagen contraida fue el promedio
de las luminosidades que quedaban comprendidas en él. Este proceso garan-
tiza que la luminosidad media permanece constante, y si las imégenes son
invariantes de escala. si nos referimos a estadisticos que sélo operan en la
direccién contraida. la estadistica ha de ser la misma ( por supuesto gue la
refacién con la otra direccion varia).

Se produjeron reducciones con b = 2,4, 8 y 16, y se aprovecharon esas
imagenes para computar los €7 en las direcciones contraidas, precisamente,
con los resultados reflejados en fa SubSeccién 3.4.1.
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Capitulo 4

Multifractalidad: Teoria y
Geometria

4.1 Medidas multifractales

4.1.1 Perspectiva histérica. Ideas intuitivas

El concepto de multifractal es de reciente aparicién tanto en la Fisica como
la, Matematica moderna: los primeros desarrollos en torno a esta idea datan
de mediados de los anos 80. Unido a la complejidad de la materia y lo
especializado de su campo de aplicacion. es facil de entender la falta de un
texto unificador y aclaratorio sobre el tema: en muchos sentidos, esta teoria
esté en proceso de definicidn.

La necesidad de esta nueva idea surge como medio para estudiar el com-
portamientos de variables muy estocasticas y cadticas. y donde se obser-
van ciertos efectos de periodicidad e invariancia de escala ( en sentido es-
tadistico ) que, sin embargo, no pueden ser tratados considerando el espacio
de valores de estas variables como un fractal convencional ( por ejemplo.
por presentar leyes de escala anémalas ). Uno piensa, entonces, que tales
variables definen un multifractal: una reunién de varios fractales, donde
cada uno de ellos se transforma de forma distinta bajo cambios de escala y
cuya combinacién justifica un comportamiento invariante de escala pero més
complejo de lo habitual.

Rigurosamente, para poder definir un multifractal es preciso contar con
una funcion gque permita diferenciar puntos segin el comportamiento que ella
tenga en unos y otros. Nuestro tratamiento parte de las llamadas medidas

97
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multifractales, que son la base de cualquier funcién que eventualmente
pudiera ser considerada como generadora de un multifractal.

4.1.2 Definicién

Caracterizacién microscépica

Unae medida multifractal i es una medida positiva' soportada sobre
un conjunto F C R de dimension fractal D y tal que cada punto ¥ € F
presenta una ley de escala local respecto o la medida de Lebesgue A natural
de R? de esponente h(F).

Con esto se quiere decir lo siguiente: para cada punto ¥ donde p no se
anuls se verifica que existen dos funciones acotadas «(F) , k() tales que :

w(B, (@), o) (+1)

0, més estrictamente, que :

}1_135 %}i’(m—)] = h(Z) (4.2)
y :
lim 7~ MP (B, (7)) = () (4.3)

donde B, (F) representa la bola de centro ¥ y radio r. con alguna de las
distancias habituales en R? que se podrian inducir con la medida de Lebesgue
lineal.
Observaciones:

e El rango de exponentes h permitidos es acotado: por lo general. nos
interesaran medidas tales que hpyp < R(T) < Rpoy V7 € F.

e En particular, si la medida p es positiva se tiene que 0 < h(F) V &.
Ello viene implicado por la monoticidad de la medida. a saber: si dos
conjuntos A , B verifican A C B, entonces u(A) < u(B). Aplicado
esto a bolas de radios r, v/ conduce. en virtud de la ec. 4.1, a que
M8 < M3 por o que se concluye.

IPrecisando mds, esta medida estd definida sobre la g-dlgebra Boreliana especializada
al soporte de u v ademds se considera que py es o-finita
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e Por tanto, nos interesan medidas tales que hp > 0. Siademas
F = R% en tal caso p es absolutamente continua respecto a la me-
dida de Lebesgue de R: por tanto. es aplicable el teorema de Radon-
Nykodin? y asf tiene sentido hablar de la densidad de medida. Z—ﬁ(j’).
Esta funcién ha de ser por construccion ¢.p.t. (A} continua. Esto no
implica bajo ningan concepto que « ni k sean funciones continuas: in-
cluso se puede probar. tras la Caracterizacién Macroscopica. que h(F)
es c.p.t. discontinua, como veremos. La evidencia experimental abun-
da en este sentido ( ver figura 4.1 )

05 -

0 100 200 300 400 500

Figura 4.1: Funcidn (&) o lo largo de una linea en lu imagen de Lena Sjédblom

s La funcién %ﬁ vendré generada por un proceso estocéstico. Esto nos

permitird introducir el concepto de ergodicidad para referirnos a la
medida.

“Que es poco més que una, generalizacién rigurosa de la férmula de cambio de variables;
ver [17]
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¢ Conviene resaltar, por tltimo, que valores de la funcién exponente h(Z)
menores que la dimensién del espacio, d, implican que la funcién de
densidad %f{, considerada como funcién multiafin, tiene una singulari-
dad en el punto Z.

Ello es asi porque la integral de una funcién multiafin con exponente
hy en un punto #p sobre la bola B, (%) escala como r"+7 ( ver [26] ),
y eso es por definicién p(B,(%p)): asf que si Hamamos hy, a la funcién
de exponentes de 1 y hq, & los de su densidad, se tiene que hq, (%) =
hu(#)—d VZ. Por tanto, donde hy, < d se tendré gue la densidad tiene
exponente negativo.

Caracterizacién macroscépica

La caracterizacién microscdpica no basta para producir un multifractal
en el sentido que tiene interés desde el punto de vista experimental. Se
necesitan ciertas propiedades de isotropia y homogeneidad, en un sentido
estadistico, que no pueden ser definidas fijandose exclusivamente en el com-
portamiento local.

Consideraremos que la funcién g—ﬁ(;f:') ha sido generada a través de un
proceso estocdstico. Las propiedades macroscopicas que pediremos a este
proceso son dos:

¢ Ergodicidad: O sea: es equivalente calcular promedios de la varia-
ble %(5) fijando el punto ¥ para distintas realizaciones del proceso
( para diferentes imagenes ) que promediar en una Gnica realizacién
cambiando el punto base Z ( o sea, a lo largo de toda la imagen ) siem-
pre que ésta sea suficientemente grande. Esto es equivalente a decir
que hay invariancia (eracta) de traslacion en senitido estadistico para
este proceso.

s Invariancia de escala: El proceso ha de ser tal que una transforma-
cién de homotecia de razén k sobre el espacio R¢ ha de transformar
%(a?} en una variable homotética de sf misma ( en distribucién ) y
razén k% Esto es equivalente a decir que el proceso tiene una inva-
riancia (conforme) de escala en seniido estadistico

Una medida g verificando tanto la caracterizacién microscépica como la
macroscopica se denomina Medida MultifractalP .

#Se podria utilizar una caracterizacién macroscépica diferente, tratando de eludir el
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4.2

Aspectos Geométricos y Topolégicos

(A) Un maliifractal puede ser descompuesto como reunion de variedades

(C)

fractales Fy,

Efectivamente, se puede definir:

Fp={F€F: hZ=h} (4.4)

En definitiva, clasificamos los puntos por el tipo de singularidad que
presentan. Debido al carécter terriblemente cadtico e impredictible de
fa seiial h(F) los conjuntos tienen una estructura fraccionada. fractat!

Por definicion, las variedades tienen interseccién nula.

Liamaremos espectro de dimensiones del multifractal a la funcién
D(h) definida por ser D(h) la dimensién fractal ( Hausdorff ) de Fj,.

Cada una de las variedades Fy, es densa en F'°

Esto es inmediato por la caracterizacién macroscopica: por la ergodi-
cidad, un abierto suficientemente grande de U estd estadisticamente
distribuido de forma idéntica que la variable estocéstica: por tanto.
debe contener todas y cada una de las variedades, pues éstas carac-
terizan la distribucién. Por la invariancia de escala, un abierto por
pequenio que sea posee la misma estadistica que éste tan grande. Por
tanto, contiene puntos de cada una de las Fj,; es decir, hay puntos de
cada Fj, arbitrariamente préximos a uno dado.

( Como corolario del punto anterior ) p no tiene puntos aislados salvo
que sea un monofractal ( ie., sélo haya un exponente h )

Por la propiedad de densidad enunciada en el punto anterior, todo
punto de F es limite de sucesiones de puntos en Fy, para todo f; pero
si un punto ¥ es aislado, las unicas sucesiones que pueden converger

cardcter estocdstico de esta definicién ( ver Falconer, [28] ); sin embargo, la que se presenta,
en esta tesis tiene la ventaja de permitir entender mejor el sentido fisico de las hipdtesis,
que se verifican sin necesidad de mayor explicacién tanto en Turbulencia Completamente
Desarrollada como en Imdgenes Naturales

“No es éste el lugar para discutir qué es v cémo se caracteriza un fractal. El lector
interesado es referido al libro de Falconer, [28]. Los aspectos mds importantes de la teoria
fractal son enunciados en el Apéndice Tedrico, en la Seccidn A2

®“denso” en el sentido de la topologia inducida por la de R en F. Esta es una topologia
métrica por construccién.
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a él son las que son constantemente iguales a I a partir de un cierto
momento. Esto implica que 7 € Fy, para todo h, o sea, que las varie-
dades tendrian interseccién no nula, lo cual es contradictorio a menos
que solo haya un h posible.

La funcién h(E) es discontinua en todo F o bien p define un mono-
fractal

Sea un punto 7 no aislado y supongamos gue h{F) es continua en un
entorno de él. Sea B una bola cerrada que contiene a & y tal que b
es continua sobre toda ella. Por tanto, B N Fj, es un cerrado. pues F
es la antiimagen por una funcién continua ( en este dominio ) de un
cerrado. Por la densidad de F, Fj, M B es no vaclo y ademas Fp, = B. y
esto es verdad para todo exponente h, lo cual es imposible al ser todas
las variedades disjuntas, a menos que sélo haya un h posible. Luego
o s6lo hay un A o la funcién no puede ser continua, gue es lo que se
gueria probar.

Definamos pp(h) como la probabilidad, tomando un punto al azar den-
tro de una imagen, de que tal punto estuviera en Fy. Establecemos
aqui la siguiente conjetura:

log pr,(h) = aD(h) + b (4.5)

para clertas constantes o y b,

En realidad, esto es practicamente equivalente & suponer que py, vie-
ne determinado ecclusivamente por las caracteristicas geomélricas del
multifractal, esto es, por el especiro de dimensiones D(h).

La forma de verlo es simple: supongamos que

pr(h) = Np G(D(h)) (4.6)

donde Np = [fdh G(D(h))]7! es la constante de normalizacién, que
por la definicién es un funcional de D(h). Entonces supongamos que
construimos un nuevo multifractal consistente en intersectar el origi-
nal con una variedad M de dimensién d — Ad. Las dimensiones de
las nuevas variedades, Fj = F, N M, serdn casi por todo de dimen-
sion D'(h) = D(h) — Ad, siempre que este nimero sea positivo; si
fuese negativo adn podria interpretarse como que las variedades tienen
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dimensién cero ( son puntos ) y tienen una cierta probabilidad dada
por ese factor de aparecer en esa interseccién., Pero la distribucién
pn deberia ser la misma para este multifractal, pues la eleccion de la
variedad interceptante M es independiente. Asi pues se espera que :

ND/G(D[(I’L}) = IVI)G(D(}l))

o, lo que es lo mismo, definiendo K(Ad) = Np/Np ( que es una
constante ), que

G(D(h) — Ad) = K(Ad)G(D(R))

y que tal cosa se verificase para todo Ad posible. La tnica funcién
G que verifica eso es la exponencial, asf que G(z) = Ae™. Aplicando
esto a (4.6) se llega de inmediato a (4.5), donde b = In[ANp)]

Esta propiedad es muy interesante, y serd verificada numéricamente
en el Capitulo 5.

4.3 Funcion de particiéon y funciones relacionadas

4.3.1 La funcién de particién

Es habitual en la literatura matematica concerniente a multifractales
definir la Hamada funcién de particién Z,(r) a cada escala »: dicha funcién
esta diseniada para capturar aspectos geométricos esenciales del multifractal
y su interpretacién en ese contexto es inmediata. Sin embargo. en el contexto
de los sistemas fisicos resulta normalmente mas conveniente o accesible otro
tipo de funcidén, como nuestra ¢,.

Afortunadamente, la relacién entre ambas es simple y exhiben leyes de
escala del mismo tipo: de hecho, hay una relacion directa entre los expo-
nentes de SS de una y otra. Por completitud y facilitar la lectura de los
dispersos textos en la materia escribiré los desarrollos de ambas, para que el
lector pueda pasar facilmente de una representacién a la otra.

La funcién de particién se define del modo siguiente: Se toma un
nidmero finito N(r) de bolas disjuntas de radio r contenidas en un conjunto
acotado y de modo gue cada uno intersecte de forma no vacia a F y que la
recubran al méaximo posible: & un tal recubrimiento se le denomina recu-
brimiento 6ptimo. Sea {U;};—| () esa coleccién de bolas. Llamemos
U a la unién de todas ellas y sea ¢; = p(U;)/p(U). Se define Z,(r) como :
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N(r)
T () — P
Zp(’) = z q; (4.7)
i=1
Esta funcién de particién presenta. en los caso de interés, una ley de
escala bien definida:

Z, (7');231 ™ (4.8)

Como veremos, 7, es calculable directamente a partir del espectro de
dimensiones del multifractal.

Hay que destacar que, por definicién, 7| = (0 de forma trivial. Un poco
més sutil es que 7y = —D; ello se debe a que Zy(r) = N(r), el ndmero de
bolas del recubrimiento optimal. Cuando » es muy pequefio, N(r) x »~”
( ver Apéndice Tedrico. Seccién A.2 ), pero no tiene nada de particular
porgue es precisamente una de las formas de evaluar la dimension fractal de
un conjunto.

4.3.2 Relacién entre 7, y D(h)

Este es un hecho bien conocido ( ver [26, 10] ). ¥ es un sencillo ejercicio de
calculo: supongamos que r es suficientemente pequeno: entonces cada u(U;)
conenzard, o Ccomportarse como :f para ciertos h;. Podemos por tanto,
sustituir la expresién de Z,(r) por la siguiente:

Z,(r) x, / dh p, (R)(ag) r= PPy (4.9)

donde p, (h) es la distribucién de probabilidad de los exponentes h,
denota la funcién «(F) restringida a la variedad Fj, y los paréntesis triangu-
lares denotan promedio a lo largo de esa variedad. El factor »~ ™ nos da la
dependencia en r del mimero de puntos del fractal concreto Fp, implicados,
N(r), del mismo modo gue se dijo antes, y aparece porgue el promedio de
o, estd normalizado.

A partir de agui, la conclusién es simple: Cuando r tiende a cero, por
el teorema del punto de silla la integral viene dominada por el {nfimo del
exponente de r:

Z(r) ,nfph — DM} (4.10)

pero al tiempo ese exponente debia ser 7,. Por tanto, 7, es la transformada
de Legendre de D(h).
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Es interesante observar, para concluir, que —D = 1y = z'g:f{—D(h)}; por
tanto %p{D(h)} =D.

4.3.3 Construccién de la variable ¢, y su relacién con Z,(r)

La variable ¢, que surge de forma natural en el estudio de la Turbulencia
Completamente Desarrollada ( ver Capitulo 2 ) y en nuestro andlisis de la
estadistica de Imagenes Naturales ( donde la denotamos €7, ver Capitulo 3 ),
estd definida de modo muy simple en términos de una medida multifractal
4 asociada a cada problema. En todo caso se ve gue :

& (%) = du ~ (B, (%)) (4.11)

1
|B,(&)] /B.(3)
donde | B, (Z)| representa el volumen de esa bola. gue evidentemente escala
como r%; asi gue prescindiendo de una constante geométrica dependiente de
la distancia ¢ue usemos para definir la bola escribiremos eguivalentemente
r4 para ese volumen d-dimensional.

Como ya hemos visto, los momentos de esta variable exhiben leyes de
escala bien definidas (SS):

(0} = apr™ (4.12)

La relacién que gunardan estos momentos respecto a Z,(r) es bastante

sencilla desde aquf: cuando r sea suficientemente pequeiio. Z,,(r) se aproxima

a N (r) veces el valor del promedio sobre la imagen de la potencia p-ésima de

la medida de la bola de radio r, o sea, & {[u(B,(7))]7}z; por tanto despejando:
— ,.—pd = D—pd . 41

() =r 7 (uB@Ns 5 P2 (0) (4.13)

asi que:

Tp = z;::f{p(h —d) + D — D(h)} (4.14)
( A la expresion D — D(h), que aparecerd sucesivas veces, la llamaremos
codimensién de F}. ) Habida cuenta de que si & € F), entonces
Ph(E)—d .
(@) o, o (4.15)

se suele hablar de las singularidades de ¢;, que son tan sélo un desplazamiento
por el factor constante —d de las de u
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W (F) = h(Z) ~ d (4.16)

Obviamente. las variedades fractales son las mismas para p y €. con el
mismo espectro de dimensiones, D'(A") = D(h' + d). En funcién de estas
singularidades escribiriamos que:

= ?ﬁf {pt' + D — D'(h')} (4.17)

Como norma general, suprimiremos las primas para no recargar la nota-
cién, sobreentendiéndose que usamos las singularidades de Ia funcién ¢,. Es
de destacar que en el caso de que d = D las singularidades de ¢, son las de
g—ﬁ, puesto gque :

. A
A= 5@

Por dltimo, notar que los valores de v y 7| son conocidos a priori de
forma trivial, siendo o =0y nn =D —d.

4.4 Multifractalidad en el modelo de She-Leveque

Retomando las conclusiones de la Seccién precedente, podemos afirmar que:

= z’;:af{ph + D — D(h)} (4.18)

donde 7, es el exponente de 5SS de (c]/). Esta expresién puede usarse por
tanto para determinar 7, cuando se conoce D(h) , pero més atn: obser-
vando gue esa expresién no es mas que una transformada de Legendre de
la, funcién D(h) , se puede invertir la relacidn, de modo gue por medio de
otra transformada de Legendre obtendremos la envolvente convexa de D(h)
; Suponiendo que D(h) es ya por si convexa, se obtiene :

D(h) = z;wf{ph + D -1y} (4.19)

Asi pues se puede extraer el espectro de dimensiones D(h) de 7, y vice-
versa ( ver [29] ). En los casos en gue se tenga una funcién analitica para
describir 7, esto puede resultar muy til.

Vamos a estudiar el espectro emergente del modelo de She y Levegue
pars los exponentes de ESS ( explicado en el Capitulo 2 ). Usando que



4.4. MULTIFRACTALIDAD EN EL MODELQ DE SHE-LEVEQUE 107

T, = T2 p(p,2) y con la expresién conocida para ps(p,2) ((ec. 2.16 ) al ser
sustituida en la ec. (4.19), se obtiene el siguiente espectro :

D(h) = Do + (D — Do) w(h)[1 — Inw(h)] (4.20)
( ver figura 4.2 ) donde :
D-Dy = -l
A~ -
wh) = h+A

T @D B

( estas relaciones pueden verse también en [30] )

19

18

17

16

15

14 -

13

11+

-0.6 -04 -0.2

Figura 4.2: Espectro de dimensiones en un She-Leveque bidimensional
de pardmetros 8 = 0.5 y 7 = —0.25. Esto implica Dy, = 1., como se puede ver

Varias observaciones son pertinentes sobre estas férmulas :
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» En el esquema de She y Leveque p(1.2) = 0y por tanto 0 = 7 = D—d.
Por tanto, D = d para este modelo. o sea, el soporte de p es todo RY.
En las férmulas subsiguientes escribiremos d en vez de D.

o Como 7» < 0 en todos los caso experimentales conocidos, tanto d— Dy
como A son positivos, lo cual es fundamental para la interpretacién
geométrica que luego se va a dar de esos parametros.

o En la derivacién de la férmula se ha extremalizado respecto a p la
expresién de la ec. (4.19). Esto ha impuesto ciertas restricciones al
rango de h validos. que son: no considerar logaritmos de argumentos
negativos y que 0 < D(h) < d. Estas restricciones pueden expresarse
sencillamente en funcién de w(h) sin mas que decir :

0 < w(h)

% < wl-ho®)] < 1
O 8€4
0 < U)(h') < Wnaa

donde se verifica que wpar[l — Mwpe,] = —Dao/(d — Dx): esto se
verifica en un Gnico punto ¥ wpe, > 1. Sin embargo. el rango de w's
permitidos podria ser més estrecho. La funcién w[l — Inw) presenta un
Anico maximo en w = 1, donde alcanza precisamente la cota superior .
1. Esto hace gque para cada dimension D(h) haya asociados dos posibles
h. o sea, hay dos tipos de singularidad soportados por variedades de la
misma dimension ( ver figura 4.2 ). Esta suele ser la situacion en los
espectros de dimensiones.

e Tomando la expresién anterior en w(h), es inmediato comprobar gue
el rango de h delimitado es :

~A<hL~A4+ wma-a;("‘“ In3)(d — D)

Hay que tener en cuenta que 0 < 3 < 1, asf que In 8 < 0, y por tanto el
limite superior del rango efectivamente es mayor que el inferior. Queda
claro también de esta expresién que el minimo valor posible de A, by, -
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es precisamente —A. Por otro lado, puede expresarse el méximo valor
permitido para h, fpgg. como :

Pmes = (d - Doo)[“wma:c In ﬁ - (1 - ﬁ)]

Como d— Dy, 2 0 por construccion, el signo de fip,qq viene determinado
por el de —wp Inf — (1 — 5), que es una funcién decreciente en 3

para 0 < 8 < 1, y con minimo en 5 = 1 donde vale exactamente 0 :
por tanto fimes > 0 en todos los modelos de S-L.

o Justamente cuando b = hpp = —A, wh) =0y asi:
D(hmm) = Doo

Asi pues, la dimensién de la variedad més singular del multifractal es
precisamente el pardmetro Do,

¢ Otro punto relevante del espectro es el valor de la singularidad donde
se alcanza la maxima dimensién. Esta se consigue para h = hpeq , =
=A 4 (= Inf)(d - Dx) (0sea, w=1). que corresponde a Dy, =
D=d

» A modo de observacion suplementaria, retomando la definicién de D4,
a través de o y 3

72

e &

y como el lado de la izquierda es la codimensién de esa variedad mas
singular. se tiene que 0 < d — Dy, < d; la primera desigualdad se
verifica trivialmente con que 7 < 0; pero la segunda impone una
condicién novedosa sobre 7 ¢

-7y < d(1 — B)? (4.21)
En el caso discutido en el Capitulo 3 sobre imégenes naturales. tenemos

que D =d=2yparaun 5= % se obtiene que — 1 < % En general,
pues :

~d(1-p)? <1 <0

para poder construir el multifractal.
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* Retomando la conjetura sobre la distribucién g, de las variedades, cabe
preguntarse si no se podria interpretar el concepto de dimensién de una
forma més amplia. En la curva del espectro de dimensiones, figura
4.2. hay un corte abrupto por la izquierda, debido a la divergencia del
logaritmo que aparece en la expresién de D(h), ec. 4.20. En particular,
eso hace que se consigan todas las posibles pendientes positivas de las
rectas tangentes a la curva, que son los que determinan la variable p
como variable conjugada de h a través de la transformada de Legendre.
Esto es, con la parte a la izquierda del méximo de la curva de D(h) es
posible reconstruir todos los momentos positivos de la variable ¢,

Sin embargo, esto no es cierto con la parte derecha de la curva. que no
presenta una divergencia abrupta. Esta parte deberia de servir para
reconstruir los momentos negativos, que en un Log-Poisson como el
que describen She & Leveque son finitos ( y cuyos exponentes vienen
dados por la misma expresién (2.16) que los positivos ). Si truncamos
la curva, como propondriamos si no permitimos dimensiones D(h) ne-
gativas, estos momentos serfan tedricamente irreconstruibles. como si
fuesen divergentes. Esto parece contradictorio, y en nuestra opinién
s6lo podria salvarse interpretando D(h) a través de py como el loga-
ritmo de una probabilidad.

Para concluir, confimaria nuestro punto de vista hallar un sistema fisico
en el cual la ec. 4.21 se violase, que como dijimos es consecuencia de
imponer que D(h) > 0.



Capitulo 5

El multifractal en Imagenes
Naturales

En este capitulo aplicaremos la base tedrica del desarrollo muitifractal a las
Imégenes Naturales ( y no tanto ), tratando de identificar las variedades Fj,.
El gran contenido geométrico de las mismas esbozaréd una nueva perspectiva
de la estructura de cada imagen, lo cual resulta clave tanto para la construc-
cién de modelos realistas de generacion de imégenes como para analizar el
contenido de informacion de cada parte y desarrollar algoritmos de recons-
truccidn a partir de un minimo subconjunto. Los resultados que se detallan
estan contenidos en un trabajo de préxima aparicion, [40]

5.1 Caracteristicas a priori del multifractal

Tomamos como punto de partida la variable €7 disefiada en el Capitulo 3,
en la Seccién 3.10, SubSeccién 3.10.1: y que tal variable presenta un coefi-
ciente de ESS p(p, 2) que es bien descrito segiin el modelo de She-Leveque
de pardmetro 5 = 0.5; asi mismo aceptaremos la evidencia experimental de
que o &~ —0.25.

Por mor de la definicién de €7 definiremos la densidad de medida multi-
fractal du(F) como

du(z) = |V*(#)dz (5.1)

usando que en nuestro caso todo punto pertenecers al multifractal. F = R?
( como es necesario en caso de tener un p(p,2) a la She-Leveque ) y asf
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tiene sentido la derivada de Radon-Nykodin. Este u tiene como funcién ¢,
asociada precisamente €7, la que deseamos; ver Capitulo 4, Seccién 4.3

Tomando la aplicacién al modelo de She y Leveque en la Seccién 4.4 del
Capitulo antedicho, para los valores experimentales de 5= 0.5 y 1o = —0.25
se obtiene de modo inmediato que:

Dy = 1.

A = 05 (5-2)

(d =2 ) Esto es muy importante, pues estd diciendo que la variedad més
singular, que es la de exponente h = —A, tiene dimensién fractal 1, o sea,
que es esencialmente una curva o unién de curvas, lo cual nos hace pensar
que posiblemente esta variedad es la identificacién de los bordes o contornos
de los posibles objetos presentes en las iméagenes.

5.2 Separacion de los exponentes: ondiculas

En las realizaciones experimentales, que son siempre discretizaciones. resul-
ta complicada la determinacién de las leyes de escala microscdpicas que en
suma, sirven para caracterizar el multifractal. Al proceso por el cual a cada
punto ¥ se le asigna su exponente A(Z) se le conoce como andlisis de singula-
ridades. El mejor método para ello es el uso de proyecciones sobre ondiculas
( “wavelets” ) de la imagen.

Una base de ondiculas u ondicula madre es una funcién ¥ € (L'NL%)
y cuyas dilataciones y traslaciones pueden ser usadas como una base super-
completa en LZ(RY). Esto supone imponer realmente muy pocas condiciones
sobre la funcién ¥: tipicamente es suficiente pedir que [ ¥ =0 ( ver [27] ).
De una funcién que verifica eso se suele decir que es una ondicula admisi~
ble.

Esto supone que ¥ no tiene un signo constante, pero es muy frecuente
que esta funcién no tenga muchos pasos por cero; en definitiva, oscila pero
poco ( y de ahi el nombre de ondicula u onda elemental ).

Se les suele requerir a las ondiculas otro tipo de propiedades, dependiendo
de a qué problema se necesite aplicarlas. Sin embargo, de cara a hacer el
analisis de singularidades, no es preciso ni tan siquiera la condicién de media,
nula, que es lo que nos permite hablar de ondicula admisible.

El andlisis de singularidades se basa en que el operador de convolucién
con la ondicula es continuo y bi-Lipschitz. De ese modo, la convolucién no
modifica el exponente de singularidad de las medidas.
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Se define el coeficiente de proyeccién de la medida p sobre la ondicula
COMo

Ty, o) = [ au(@) w(C-7) (5.3)

lo cual no es mas que convolucionar la medida p con la dilatacién de factor @
de ¥, invertido ( cambiado de signo ) su argumento. En el Apéndice Tedrico.
Seccibn A.3, se muestra que si la wavelet ¥ es positiva y bien comportada.

Ton(@,0) g, o (5.4)

donde h(Z) es el exponente de la medida pu en ese punto; la constante de
proporcionalidad, empero, se ve modificada respecto a la no proyeccion.
( ver [27, 26] ). También pueden usarse, bajo otras condiciones, funciones ¥
analizadoras que si serian ondiculas admisibles ( de nuevo. ver [27] )

Hay dos razones fundamentales para aplicar ondiculas al analisis de sin-
gularidades.

o Egta transformacion permite dar un tratamiento uniforme tanto a las
medidas multifractales como a las lamadas funciones multiafines ( ver
Benzi et al, [36] )

Efectivamente, uno puede aplicar esta proyeccién a ondfculas a una
funcién cualquiera ( simplemente, convolucionar ambas funciones ).
De este modo, se analizan igualmente las singularidades de las fun-
ciones multiafines. Esto permite pensar gue se puede construir una
medida multifractal soporte a partir de una funcién mmultiafin de for-
ma candnica; ver [26] para los detalles.

o Con esta transformacion uno puede tratar un muesireo discretizado
egperimental.

Esto es cierto en los casos en los que se pueda considerar que el apa-
rato de muestreo experimental hace una convolucién con una funcién
apropiada de la sefial fisica que se pretende medir: éste es el caso en
imégenes, donde la intensidad de cada pixel es en realidad el promedio
de intensidades sobre el drea que subtiende. Asi, uno tiene que los da-
tos del muestreo son una proyeccidn previa sobre una wavelet a escala
fija. Formalmente, si & es uno de los puntos del muestreo,

1
G

ot
ot
N’

Ty (&, ap) (5.
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donde ¢(¥) es el verdadero contraste de luminosidades y C(#,) es el
muestreo experimental. La funcién y es la indicatriz de la bola de
radio 1, que vale 1 sobre ella y 0 fuera.o sea,

x(@) =0(|7| - 1)
¥ ap es el tamafio fisico de un pixel. El prefactor oy 4 o5 una norma-
lizacién para que C sea un promedio. Usaremos alternativamente el

simbolo x, (%) = ay dy(F/a).

El célculo directo de los exponentes multifractales a través de la férmula
ec. 4.1 es poco satisfactoria en muchos casos por culpa del cardcter
discreto del muestreo, gque no permite tomar de forma continua el ra-
dio de las bolas centradas en el punto a estudiar. Se puede hacer una,
interpolacién lineal para emular esto, lo cual mejora el célculo nota-
blemente. Esta misma idea se puede extender con ventaja a otro tipo
de interpolacién.

Aprovechando la asociatividad de la convolucién, la proyeccién sobre
la, wavelet de la sefial discretizada verifica que :

TyC(Zp,0) = Trc(Fn0) , W=y, 80 (5.6)

&

( @ representa el producto de convolucién ).

La ec. 0.6 nos explica por qué funciona esta interpolacién y en qué
se basa. Mientras e sea mucho més grande que ap, X., (%) seré mas

&

parecido a una funcién delta de Dirac y por tanto ¥ se aproximara
mas a ¥ . con lo gque uno puede recobrar el comportamiento local de
la funcién en ese punto siempre que no se mueva a escalas inferiores
a la de ap ( el tamafno del pixel ). Por tanto, podremos estimar los
exponentes de singularidad de estructuras de tamafio, como mucho.
comparables al pixel

5.3 Anilisis experimental de singularidades

5.3.1 Metodologia

¢ Se desarrollé un programa para analizar las singularidades por medio
de la proyeccién en ondiculas. Tras diversas pruebas, se escogid como
base de ondiculas funciones de la forma :
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U@ = o || (1= xa@)
) = ‘ = X (T
Zn 721y R
dl| @™ L[1 -+ |22
donde se consideraron los drdenes de derivacién n = . 1. 2 y los 6rdenes
de exponenciacion v = 1.2.3. Las funciones tiene simetria radial y
estan truncadas a una distancia R.

e Se escogieron estas funciones ya que para este problema parecia clave
tomar una interpolacion suficientemente suave. pero sin que el decai-
miento del interpolador fuese demasiado rapido. Los resultados con
ellas no variaban significativamente al variar la funcion de proyeccion.
Ademas. los exponentes obtenidos gquedaban ( salvo un pequefio por-
centaje - en torno al 2% - de anomalias ) comprendidos dentro del
rango esperado tedrico.

e Para cada una de las 9 funciones ondicula madre antedichas se deter-
minaron los valores ap y a; de escala menor y mayor. respectivamente,
de forma experimental. Dichas escalas oscilaron entre los .75 pixels pa-
ra la escala minima (ep) del caso méas extremo ( aungue 1 fue el valor
mas usual ) y los 16 para el mayor a1 ( aungue los valores usuales no
pasaron de 8 pixels ). Los criterios de eleccién nuevamente fueron las
compatibilidades descritas arriba.

o Fijadas las escalas ap ¥y @ en cada ¥, se tomo un muestreo de a com-
prendidos entre ambos y para cada punto 7 se hizo una regresién lineal
del logaritmo de Tyu(Z, a) frente al logaritmo de a. En virtud de la
ec. 5.4 esto nos permite determinar h(Z). Los escalas a del muestreo
fueron tomadas de forma uniforme exponencialmente, para que sus lo-
garitmos estuvieran equidistantes. El nimero de tales escalas fue de
6; un muestreo mayor tiene la ventaja de producir mejores regresiones
( que se traduce en un mejor ajuste a las condiciones de compatibilidad
antes referidas } pero aumenta terriblemente el tiempo de computacién.

e La propia regresién lineal permite comprobar la fiabilidad de la ec.
5.4 & través del coeficiente de regresién del ajuste. En particular, esto
establecié un criterio adicional de compatibilidad, gue no es otro que
el tener el maximo posible de puntos con buen coeficiente de regresion.
Con 6 puntos de muestreo se establecié la convencidn de considerar
bueno un coeficiente de regresién si su valor absoluto era mayor o
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igual que 0.9. Sobre las imagenes esto condujo a porcentajes de buenos
puntos, para los pardmetros escogidos, que oscilaban entre el 75% y
el 86%, siendo siempre mejores los ajustes hechos con funciones con
menor orden de derivacién.

o Las funciones de mayor orden de derivacién, sin embargo, mostraron
que tan sélo podian usarse para captar rasgos en las imégenes del
tamafio de varios pixels, asi que fueron desechadas para los anilisis
finos.

¢ Por dltimo, para depurar se promediaron los exponentes h(Z) obtenidos
en cada punto 7 con cada una de las 9 funciones a fin de tratar de
reducir cualesquiera factores de ruido o distorsion. consiguiéndose asi
que el porcentaje de puntos fuera de los Hmites experimentales fuese
de tan sélo el 1%. Para los andlisis finos de las estructuras tan sélo se
tomaron las tres no derivadas, que ademas son funciones positivas.

Es este ultimo tipo de andlisis el que mostraremos a continuacion. pues
queremos precisar hasta el pixel y al tiempo analizar variedades menos y
menos singulares.

5.3.2 Resultados

Para experimentar esta herramienta, se trabajé intensamente sobre la ima-
gen de Lena Sjoéblom’ ( figura 5.1 ), que es la referencia habitual en trabajos
relacionados con tratamiento de imagen.

En las figuras siguientes pueden verse los diferentes conjuntos de puntos
que experimentalmente correspondieron a las variedades F),. Puede obser-
varse la progresién de los puntos desde la variedad més singular ( figura 5.1 )
a medida que h aumenta; como se alcanza la maxima dimensionalidad. que
corresponde también a la maxima densidad de puntos en la imagen. en torno
a h =~ 0.2 y después se vuelven a rareficar, aunque mas lentamente.

'Lena, 8j66blom fue play-girl en el afio 1972. Su foto fue escaneada por algiin amante
de Playboy que se dedicaba a trabajar en tratamiento de imagen posiblemente ese mismo
afto. La foto se hizo rdpidamente muy popular entre esa comunidad de cientificos, en una
época en la gque no habia mucho material similar. Hoy en dia esta foto es un cldsico.
Recientemente, Lena fue invitada de honor en una conferencia de Computer Vision.

Actualmente, Lena Sjéablom vive en su Suecia natal v es una funcionaria de un gabinete
de Proteccién de Medio Ambiente.

La foto no estd muy bien escaneada y presenta efectos de difraccidn notables; sin embar-
go, tiene la ventaja de poseer un vdnico objeto { Lena ) muy bien definido v contrastado.
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Figara 5.2; Diferentes voricdodes froctoles on lo imegen de Leas
Corrdativemente. Do izguierde ¢ devecha:
Lfnen superior: h=-(.4,-0.3,-0.2
Lines sntermedio: h=-0.1,0.0,0.1
Linea infevior: 1=0.2,0.3,0.4
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Figara 5.3 Difarentes voriedodes froctoales en lo dmogen de Lene { y 2
Corredgtivomente. De ivgwierds o derecho:
Lineo superior: h=0.5,0.6,0.7
Lineg intermediv: h=0.8,0.9,1.0
Lineg inferior: h=1.1,1.2,1.3
Eu todos los cosos estdn representodos o confunto de puntos gue Henen o B dode
45






5.3. ANALISIS EXPERIMENTAL DE SINGULARIDADES 121

Para contrastar la conjetura acerca de la distribucién de las variedades,
ec. 4.5, calculamos una, estimacién experimental de py,(h). En la figura 5.5 se
muestra el resultado. Para facilitar la comparacidn con el espectro tebrico,
se hia eliminado el término independiente & de esa ecuacidn trasladando el
valor de pp(—A) hasta hacerlo coincidir con Do, El espectro experimental
de dimensiones, D®P(h), se calcula por tanto como :

D¥P(h) = Dy, + %m [%J (5.7)

Figura 5.5: Espectro experimental de dimensiones de la imagen 7115
Se ha representado segin ec. 5.7, con a =5 2.5e compara con el de un She-Leveque
bidimensional ( linea de trazos ) de pardmetros 3 =05y = ~0.25

El comportamiento de D*P(h) es muy similar al de D(h) para valores de
h inferiores al maximo, pero la densidad decae mas rapidamente gque en la
proyeccidn tedrica para valores de h menos singulares. En principio creemos
que ello es debido al método de separacidon de singularidades. que hace dificil
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discriminar puntos poco singulares que estén proximos a puntos de fuerte
singularidad.

Por otro lado. se ha observado que cuando se toma una mala eleccién de
parametros en el analisis el espectro acusa asi mismo ese efecto, reveldndose
como un dltimo criterio para fijar la bondad del andlisis. Unicamente habria
que tratar de explicar el valor numérico del factor a de la ec. 4.5, a =~ 2. y
tratar de mejorar la resolucion para los h mayores.

5.3.3 Conclusiones

Hemos separado la variedad més singular. F_,. por ser la que més claro
contenido geométrico tiene. Segin la expresion del espectro de dimensiones
en She y Leveque, ec. 4.20, ya vimos que D(—A) = D,,. que en nuestro ¢aso
es Dy, = 1. No por casualidad, este conjunto parece identificar los contornos
de los objetos en la imagen. Esto es muy razonable, ya que la frontera de un
objeto ha de verse como una transicién muy abrupta, no continua. Ademas.
un objeto regular es caracteristicamente delimitado por una frontera de di-
mensién 1. Parece que, de una forma absolutamente inintencionada hemos
encontrado un método candnico para separar objetos.

Se sabe que los bordes o contornos de los objetos que constituyen las
imégenes naturales son una caracteristica muy importante de las mismas, y
se piensa que las caracterizan ( ver el libro de Marr, [31] ). Por otro lado, esto
se complementa con un estudio reciente que sugiere que las imégenes podrian
estar compuestas como bordes o algo similar estadisticamente independientes
([32] ).

También es conocida la presencia de columnas de dominancia en la cor-
teza visual primaria, especializadas en la deteccidén de segmentos orientados
segin un angulo dado ( ver [33, 34] ). Es por ello muy importante que en este
acercamiento desde las propiedades estadisticas de las imégenes naturales,
sin necesitar suponer nada acerca del mundo real que las genera. podamos
Hegar al concepto de borde, antesala del de objeto, de forma intrinseca. Nos
da pie esto a pensar que una teoria ecoldgica de la informacioén seria perfec-
tamente capaz de explicar la presencia de esas columnas de dominancia en
las primeras etapas del procesado visual.

Con respecto al significado del proceso multiplicativo en el contexto de
las imégenes, es una cuestion abierta entender cdmo se podria implementar
el mecanismo de “inyeccién energética” ( el proceso multiplicativo ) entre
variedades y no entre diferentes escalas, si es que esto es posible. De ese
modo se podria entender qué papel juega cada variedad en la imagen, més
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alld de F_a. Ademds, es interesante analizar qué parte del contenido total
de informacién de la imagen posee cada parte: en ese sentido, parece que la
variedad mas singular es la informativamente mas relevante.

Por dltimo, destacar la gran similitud entre este andlisis y el llamado
andlisis multiresolucion, desarrollado por Stephane Mallat y Sifen Zhong
( ver [35] ). En ese articulo tratan de hacer reconstruccién de una imagen
a través de los méximos de mddulo de la transformada en derivadas de
ondiculas de la propia imagen. Salvando los términos ( nosotros aplicamos
transformada de los médulos de gradiente al cuadrado ) su trabajo apunta a
que estos maximos contienen informacién suficiente acerca de toda la imagen,
y sobre la misma imagen de Lena él obtiene como conjunto de médulos
méximos uno muy similar a nuestra variedad més singular.

Lo que claramente permitiria acercar més enfoques seria un tratamiento
de ¢(F) como campo multiafin. Este aspecto estd todavia en un estado de
estudio incipiente.
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Capitulo 6

Modelos de generacién de
Imagenes

6.1 Motivacion

Toda vez que hemos conseguido construir variables que recogen aspectos
estadisticos esenciales de las imégenes naturales. vamos a intentar ir un poco
més alld. Trataremos de construir modelos para la generacién de imégenes
que recojan las propiedades que nosotros creemos que son fundamentales. De
este modo. podremos ver cudnta estructura gqueda todavia no definida ( con
respecto & las imagenes reales ) y cuanta de la que describen nuestras varia-
bles puede ser explicada en términos simples. tales como objetos. presencia
de focos de luz, aspectos geométricos, ete. De ese modo avanzaremos en la
interpretacion de los resultados desde un punto de vista intuitivo y asimi-
laremos las caracteristicas observadas con posibles detectores de estructura
gque bien podrian estar presentes al nivel de la corteza V1 de los mamiferos.
Algunos aspectos son tratados en un trabajo de préxima aparicion, [41]

6.2 Modelos monofractales

Un primer intento de generacién lo constituyen los Hamados modelos ob-
Jjetivos monofractales.. En ellos se ha intentado generar imégenes siguiendo
modelos simples del mundo que podrian dar distribuciones de imagenes simi-
lares a la real. La construccién se basa en el posicionamiento de objetos. ya
en un espacio tridimensional virtual y luego proyectando sobre la pantalla.
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Figura 6.3: Funcidn experimental p(p,2) en los modelos monofractales
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Figura 6.4: Funcidn experimental p(p.2) en los modelos monofractales
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6.2.3 Comparacién de los datos. Critica de los modelos

Por construccibn, los modelos presentan relaciones entre objetos carentes
de una escala caracteristica. No es por ello de extranar gue los espectros de
potencias que poseen sigan leyes de potencias bien claras: de hecho, el mode-
lo de Ruderman fue disefiado para verificar esta propiedad. Resulta simple
ajustar los pardmetros de los modelos para conseguir cualquier exponente
negativo que se desee para el espectro.

Ademds, ambos modelos presentan las leyes de escala 8S y ESS dentro
del rango adecuado. Observando el coeficiente p(p, 2), en ambos casos los re-
sultados experimentales muestran un comportamiento lineal asintGticamente
( p grande ), que como ya sabemos esté relacionado con tener || € || fini-
ta. La pendiente de esta recta asintética es diferente en cada modelo de la
experimental, y no se puede ajustar cambiando los pardmetros internos en
los modelos ( debido a la monofractalidad, como se verd, )

Por otra parte, ambos modelos se diferencian de los datos experimentales
en que ni p(p, 2) ni g(p, 2) tienden a cero cuando p tiende a cero. Ello implica,
que los modelos tienen una discontinuidad en el orden de los momentos
cuando éste tiende a cero, puesto que el momento de orden cero es igual a 1
pars cualquier distribucién. Esto significa gque hay una hipdtesis errénea en
el planteamiento de los modelos.

Ademas. es inmediato usando los resultados de la SubSeccién 3.5.3 que
< Inep >= —oo. Esto significa que pe.(x) tienen algin tipo de problema
alrededor de z = 0.

Observando las graficas obtenidas de los modelos de las Secciones 6.2.1
y 6.2.2. se ve que tenemos un comportamiento muy préximo al completa-
mente lineal. Por la SubSeccién 2.3.5 esto implicaria una distribucién muy
concentrada entorno al cero y al méximo valor. De hecho, por la forma de
construir los modelos, la probabilidad (€7 = 0) es distinta de cero, porque
la iluminacién dentro de un objeto es constante; por tanto, al calcular el
valor de €7 en un punto que quede dentro de un objeto, si todo el camino de
fa integral que lo define estéd contenido dentro de ese objeto el valor de €7
seré cero. La probabilidad de tomar al azar un punto dentro de un objeto
suficientemente grande es diferente de cero y asi ambos modelos tienen una
contribucion tipo § en torno a €7 = 0, lo que explica su fracaso.

Esto nos esté diciendo al mismo tiempo algo acerca de la textura de los
objetos: en las imagenes naturales la zona de texturas débiles ( la parte
interior de los objetos ) contribuye significativamente a los momentos de
6rdenes menores de nuestra variable €7. Estos momentos reflejan el com-
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portamiento de la distribucién cerca del cero. donde se producen pequetios
e insignificantes saltos de la luminosidad. Esto es la textura de los objetos.

Las graficas de los histogramas experimentales de estos modelos confir-
man las predicciones que acabamos de formular :

Ruderman model. Histogram of the normalized vanable at scale r=64
01 T T T T

Probability density
o
f=3
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003 :
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L oo
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Figura 6.5: Histograma experimental de [7 (r = 64) en el modelo generativo de
Ruderman.

Se we una contribucion muy importante, tipo delte, en x = 0; y por ello mismo los
niveles inferiores aparecen como ruidosos y poco estimados

Como puede verse en ambas graficas ( figuras 6.5 y 6.6 ), la probabilidad
se halla muy concentrada entorno a €7 = 0, dando a ese punto un peso
diferente de cero y considerable. Como se dijo, efectivamente €7 valdra cero
si todo el camino gue lo define queda dentro de un objeto, lo cual tiene una
cierta probabilidad no nula y calculable. Esto da lugar a la discontinuidad
en el origen observada en los coeficientes p(p.2) v p(p, 2).

Dejando al margen la delta centrada en el origen, el resto de la distri-
bucién es no trivial, y tiene que ver con la distribucién de posibles saltos
de luminosidad entre objetos y de objeto al vacio, que son caracteristicos
de cada modelo y de los pardmetros elegidos en cada caso. Esto explica el
curvamiento de las curvas de p(p,2) ( ver figuras 6.3 y 6.4 ), que es més o
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Occluding objects model. Histogram of the normalized variable at scale r=64
T

006 B

005 B

004 B

Probability density
©

4 0.6
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Figura 6.6: Histograma experimental de fr (r = 64) en ¢l modelo de objetos
acluyentes
Simnilar al de Ruderman, figure 6.5; aqui la delte en & = O es menos pronunciada

menos controlable. Lo interesante del caso es que los pardmetros elegidos y
aun el tipo de modelo no afectan al coeficiente p(p, 2).

Desde el punto de vista del andlisis de singularidades, estos modelos
constituyen el tipo particular de multifractal que hemos denominado mono-
fractal. Efectivamente, aqui el soporte de nuestra medida du lo constituyen
exclusivamente los bordes de los objetos. ya que en el interior de éstos se
anula. En ambos modelos de generacion puede verse, por ser los contornos
lineas rectas, que la dimensién fractal de este conjunto es 1. Por otra parte,
debido a la ausencia de correlaciones entre las singularidades estas tienen el
exponente asociado a la funcién J, o sea, h = —1.

Esto hace que la ley de escala que gobierna estos modelos no sea més que
la simple relacién de Kolmogorov, o sea, el proceso multiplicativo constante.
Eso lleva inmediatamente a que 7, o< p. Dado que p(1,2) =0 p(0,2) =1 se
concluye que p(p,2) = p — 1, lo cual se verifica trivialmente en la curva.
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Figura 6.7 Vaviedad mds singular en las imdgenes monofractales

=1+ 0.1, y constituyen lo variedad mds

singular en estas imdgenes. El andlisis se efectud sobre lns imdgenes de lns figuras

6.1y 6.2, respectivamendte.

Los puntos rvepresentados tienen un b
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6.3 Modelos multifractales

6.3.1 El modelo de Benzi

Una de las implementaciones mas simples que pueden hacerse de un
campo escalar multifractal fue propuesta por Benzi et al. ( ver [36, 37,
38] ). La base teérica es relativamente simple: se trata de construir una
jerarquia diddica de vértices, de modo gue la sefial se componga en una
base de ondiculas como una combinacién lineal de elementos de esa base
con coeficientes los de la jerarquia: De ese modo, las relaciones entre las
distintas escalas serdn las del multifractal. No haremos agui el desarrollo
tedrico completo del modelo, aungue escribiremos las relaciones minimas
para entenderlo.

En principio, tomaremos uns funcién ¥(7) de media nula como ondicula
madre; de ese modo genera una base supercompleta de funciones ( ver [27] ).
De esta base extraeremos un conjunto completo, que constara de las funcio-
11e8 {@j,z(f)}, /; = (k], kz) ,j, kj],k;z € Z, dadas por :

U (7)) = U(VF - k)
ik

A continuacién construimos un conjunto diddico de coeficientes. Toma-
mos un valor a5 inicial. De éste pasamos a cuatro nuevos coeficientes « .
con ki, ke = 0,1, donde se verifica que «v ; = 7 5. v los coeficientes 7 ¢ se
escogen como variables aleatorias independientes e idénticamente distribui-
das de una distribucién de probabilidad prefijada.

Recursivamente, a cada paso de escala repetimos la operacion. hacien-
do que cada coeficiente «v - genere otros cuatro por multiplicacion con los
respectivos 7 independientes. por medio de la relacion general

O = nae
Yk T TGRS

Ny

J

donde con [%] queremos sitmbolizar el vector cuyas componentes son la parte
entera, redondeando hacia abajo. de las de k divididas por 2. Por ello. a la
escala 7 los vectores k considerados tienen sus componentes k1, ke compren-
didas en el rango de ndmeros enteros entre el 0 y 2771

Obtenida la familia de coeficientes o construiremos la sefial multiafin
e(Z) como :

Noogi-t
o =Y Y ap¥l @) (6.1)

31=0k; ko=0
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Tal funcidn es, efectivamente, multiafin, o sea, verifica que :

{([rc?y = apr™ (6.2)

donde, andlogamente a como se definfa en el caso de fluidos turbulentos,
87¢(Z) = |e(F + 7) — ¢(F)]. Los coeficientes 7, se relacionan sencillamente con
los momentos p-ésimos de la variable 7, 77 ( ver el articulo de Benzi et al.,

[37])

mp = —logynP (6.3)

Basta escoger correctamente la distribucién de la variable n para poder
tener un campo multiafin con SS de exponente deseado. Esta construccién
puede generalizarse simplemente para tener cualquier tipo de ESS ( no ne-
cesariamente proviniente de una SS ).

Supongamos ahora gue generamos un campo de contrastes luminosos
¢(%) de acuerdo al modelo de Benzi. En tal caso, el campo de gradientes de
esta luminosidad define una densidad multifractal que estd de acuerdo con
el multifractal de d7c. ; Por qué 7

La respuesta nos lleva de nuevo a la relacién dindmica planteada en
la ec. 3.18: si ya sabemos que nuestro campo de contrastes es multiafin,
entonces €7 tendrd las leyes de escala apetecidas y se verificard esa relacién
entre las variables.

Se ha simulado numéricamente este modelo, escogiendo 5 con la distribu-
cién oportuna para obtener los valores correctos. En concreto, n = 227,
donde T tiene una distribucién Log-Poisson dada por :

xR Sn
N _ 8 _an
pelx) = e nié gé(ﬂ; £")

y donde s = (d — D) In2. De este modo, siguiendo el cdlculo de Benzi se
obtiene que :

¢ _ — _ S—1
T, = logen? = p+ L

donde por 7y entendemos el exponente SS de ¢(%) y por TI‘?_L €s un exponente
7p acorde con el modelo de She & Leveque. Por tanto, el 7, asociado a €7
es directamente 7.~ ". que es lo que se pretendia.

Hay una observacion importante que hacer sobre esta férmula: en la

R ¢ i 7 .

SubSeccién 3.3.1 se establecia que e, no podia depender de r; sin embargo,
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Tt serd o nula v, de hecho,ry = D — d { ver SubSeccion 4.3.3 ). Esta per-
mitiria explicar qué sucedera en lop cases en que por constr necién for cemes
que 1) < 0. Parg pader explicar los cases 74 > O nuevamente tendr isanos que
farzar la interpretacién de la dimensién a travds de la densidad de probabi-
lidad py (A}, alegande que, superpuesto al maltifractal, hay una compenente
fractal desligada. La resclucion tedrica posiblemente e abstrasa, pera &
ep ana cuestiin ey académica v notablemente compleja, por 1o que ne la
abardaremas aquai.

En la figura 6.8 se mestra ana imagen generada de acuerdo a este made-
la. By bastante interesante calcnlar sobre ella o espectro de pingularidades,
en particular la variedad mds singalar. Coma pe ve en la fgura $.9, este
conjunta de puntos tiene un derta “recuerda” del procesa de subdivisidn en
cuadradas que le dic arigen, pudiéndose reconacer trazas de los mismoes.

— -y, imem—— A oAl
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4 |-J_'_ * e At
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Figura 6.9: Voriedod mds singwdor en ol modely de Benzd
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Las curvas de SS y ESS no tienen mucho interés en este modelo, pues
salen lo esperado, dentro de los méargenes de precisién numérica. Més intere-
sante es analizar la conjetura dimensional ( ec. 4.5 ) para este modelo hecho
a la medida.

2.5 T T T T T T T T

2+

15

Figura 6.10: Espectro caperimental de dimensiones en el modelo de Benzi
Se ha representado segin ee. 5.7, eon a x5 2.5e compare con el de un She-Levegue
bidimensional de parametros 3 = 0.5 y m» = —0.25 { linea a trazos )

Aqui el acuerdo conseguido por la conjetura dimensional es parecido al
de las imégenes naturales. siendo de hecho ambas curvas experimentales muy
similares; lo cual no permite corroborar la conjetura ( sigue el enrarecimiento
a exponentes poco singulares ). pero hace plausible que verdaderamente py,
venga determinado por los aspectos geométricos ( por el espectro dimensional
D(h) )

No obstante, el modelo de Benzi no cumple todos los requerimientos que
esperariamos de un modelo plausible de imégenes naturales. Ciertamente la
estructura bajo cambios de escala es la correcta en lo que a la variable €5 se
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refiere, pero la correlacién a dos puntos ( con la que se obtiene el espectro
de potencias ) sigue una ley diferente a la que debiera. Para un espectro
S(F) que decae como == lg correlacién luminosa deberia escalear como
r~".( Sin =0, entonces 6(1") ~lar. )

Sin embargo, no es asf{. Por construccién dy¢ es un campo multiafin;
por tanto, la correlacién C(F) puede expresarse simplemente en funcién de

{[6r¢]%)
C(F) = (@)@ + Mg = (P - %({5,@]2}
por lo que se sigue que :
CF) = Ky — Kor™

con Ky, Ky > 0. Pero éste no es el tipo de comportamiento que guisiéramos
observar: si, por ejemplo, querfamos 7'; b = ~0.25 tendremos que TS =
1.75, por lo gue la correlacién decaeria de forma casi cuadratica, e incluso
haciéndose cada vez més negativa segln r crece. Es preciso una modificacién
de este modelo que rompa hasta cierto punto la multiafinidad de ¢, porgue
es0 es lo que pasa en las imédgenes naturales y ademés parece que es la Gnica

manera de conseguir un espectro de potencias correcto.

6.3.2 El modelo de Benzi diluido

En este modelo se propone diluir los coeficientes del desarrollo en ondiculas
del de Benzi para romper la coherencia a gran escala ( y acabar con la mul-
tiafinidad de ¢ }, pero de un modo que preserve la coherencia a la microescala
( para que €p siga siendo multifractal )

El procedimiento es simple : Inspirdndonos en el procedimiento de di-
lucién que propone Field en [39]. que se sabe que produce un espectro de
potencias correcto fruto precisamente de romper la coherencia entre los expo-
nentes, tomamos el desarrollo de Benzi, ec. 6.1, construyendo los coeficientes
@p con el mismo proceso multiplicativo; pero al final eliminamos. a cada es-
Ld,id, 4. una, fraccion Sy de los mismos, de forma completamente aleatoria e
independiente. Una imagen tipo puede verse en la figura 6.11.

El primer resultado obvio de este procedimiento es un espectro de po-
tencias puramente f~2 para diluciones Sz de 0.5 y mayores. Por otro lado.
S8 y ESS resulta relativamente arruinado para d7¢

Lo més interesante y sorprendente de todo es que SS y ESS se preservan
para €7 de una forma plena. La curva de p(p,2) puede. nuevamente. ser
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Figura 6.12: Varicdod mds singelar e ol modelo de Beuzi dilvidos

como vimos, tad factar puede relacionarse con una distribucién intrinseca,
independiente de Ja escala. Debe ser éste o) nmda de imtraducir 1a presencia
de abjetos en 1as invigenes. Por otro Jado, en e madela de Benzi se parte «de
un inice vértice generador, con una estadistica independiente, Si se tomaa
una pablacién miciad de vértices distribuides, poar ejemplo, constitayenda los
bardes de ks abjetos presentes, v Juego se prapagara del modo anterior, se
padria seguramente obtener una soluciém mixta

6.3.3 Sobre futuros modclos

Lo modelos nuitifractales, 51 biem comsiguen { en el caso del madela
de Benzi con diucidn } Jas caracteristicas de escala deseada no se bagan en

abietos u estrncturas reconacibles, s pesible que com g exposicidn de una
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25 1 1 1 T T T T

Figura 6.13: Espectro experimental en el modelo de Benzi diluido
Se ha representado segin ec. 5.7, con a = 2.5¢ compara con el de un She-Levegque
bidimensional de pardmetros 3 =05 yn = —0.25 ( linea a trazos )

red visual a las vaporosas imégenes de estos modelos uno pudiese predecir
fa formacion de campos receptivos en las células ganglionales. No obstante.
mas alla del formalismo matematico siempre seria interesante proponer un
tipo de imagen segmentable ( descomponible en objetos ).

Se ha probado a introducir variaciones de naturaleza aleatoria ( ruido )
sobre el nivel medio de la luminosidad en los modelos objetivos monofracta-
les. obteniendo graficas de p(p,2) més aceptables ( ya tiende a cero cuando
p tiende a cero ). También se ha probado con un esquema de sub-objetos
dispersos dentro de los objetos, cuya iluminacion se desvia aleatoriamente un
porcentaje del nivel medio del objeto en que se inscribe; y estos sub-objetos
a su vex subdividos en otros mas pequetios v asi ad nauseam ; con éste las
graficas también resultaron més satisfactorias. Queda en ambos esquemas
de textura la duda de si variando convenientemente todos los parametros se
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podria conseguir un ajuste razonablemente exacto de p(p, 2).

Lo que en ninguno de estos modelos se tiene en cuenta es la distribucién
intrinseca de las imdgenes, el comportamiento de €7 a una escala dada fija.
De algtin modo, es g(p,2) el que viene dando cuenta de ese grado de libertad
subyacente: es g(p,2) el que viene determinado por las relaciones inter-
objetos a escala fija, etc. Por ello, serfa siempre més concluyente el estudio
de los histogramas y su forma, que contiene no sélo la informacién de escala
( como se pasa de una a otra ), sino toda la distribucién a una dada.

Sin hacer de menos a estos intentos, posiblemente se deberia, volviendo
sobre la experiencia, tratar de determinar la estructura libre remanente en
las imégenes, la cual, posiblemente, tenga un mayor contenido de informa-
cién. Del estudio de las cantidades de informacién en esas estructuras y las
relaciones geométricas no consideradas se podria explorar un concepto més
amplio y realista de modelo generativo. ( Parte de esta idea es comentada en
el siguiente Capitulo de conclusiones ). Esto, sin embargo, es ya un objetivo
més ambicioso y queda fuera de los limites de estudio de la presente tesis.



Capitulo 7

Conclusiones y direcciones
futuras

7.1 Conclusiones y aplicaciones

Después de todo este estudio, podemos resumir los principales avances
del trabajo en los siguientes puntos:

¢ Se ha mostrado que las imégenes naturales, como sistema estadistico,
presentan propiedades de invariancia de escala.

e Se ha construido una variable ( €7 ) que observa la estructura local de
la imagen, y que manifiesta toda una jerarquia de leyes de escala, que
es la denominada SS.

e Ademsds, en el anglisis de dicha estructura se ha encontrado que las
iméagenes pueden ser explicadas por medio de estructuras microscépicas
(las F} ), que se realizan de forma geométrica en cada imagen.

e La variable €7 puede ser descrita como una composicién entre escalas
a través de un proceso multiplicativo, que las genera en cascada.

o Esto permite describir toda la compleja transformacién de escala por
medio de tan sélo dos parametros libres ( por ejemplo, = y el 38 de
She-Leveque )

e Por ultimo, se han construido modelos de generacién de imdgenes
que permiten entender esta simetria de las imdgenes y tratar de deli-
mitar otras propiedades no consideradas hasta ahora ( objetos ).

143
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Las posibles aplicaciones de estas conclusiones tedricas son entre otras :

¢ Separar la parte redundante, siempre presente en las imagenes y res-
ponsable de los comportamientos de escala. de su esqueleto generador.
informativamente més relevante ( ie.. la variedad mas singular )

o Hacer inteligible desde la Teoria Estadistica de la Informacion los pro-
cesos de separacién y deteccidn de bordes. para los que suele haber es-
tructuras especializadas en el sistema visual pritnario de los mamiferos.
( Esto se explica en la siguiente Seccién. dedicada a las perspectivas
de futuro )

¢ Explotar los modelos de imagenes mas simples para delimitar su in-
fluencia en las adaptaciones sindpticas en dicho sistema visual. ( Ver
préxima Seccidén )

¢ Establecer un laboratorio gque permita exportar por analogia experi-
mentos sobre SS y ESS realizados en imégenes a otros contextos experi-
mentalmente menos manejables. como son los fluidos muy turbulentos.

7.2 Proyecciones para el futuro

Dentro de las posibilidades que se abren directamente del contenido de
esta tesis, ampliamos la observacidén de aguellas dos que, por motivacion.
més nos interesan.

7.2.1 Informacién

Nuestro estudio pone en evidencia unas estructuras emergentes ( que son
las variedades fractales Fy, ) que estarfan presentes en las imagenes naturales
y posiblemente también en cualguier imagen tomada del mundo real ( como
la. de Lena ).

Son muy relevantes las propiedades estadisticas de estas variedades. En
un primer anglisis, hemos analizado la distribucién del «(%)' residual del
comportamiento multifractal ( ver ec. 4.1 } a lo largo de cada componente

'En lo que signe hemos tomade como definicién de dp wna ligeramente diferente:
dudE) = |Vel(Z)dE. Por los argumentos de bi-Lipschitzidad sabemos que posee las mis-
mag propiedades de escala v las mismas variedades Fy, lo cual hemos comprobado. Ha
resultado més conveniente para este cdlculo pues asf los valores de o) resultaban menos
concentrados en valores pegueiios v los histogramas més claros.
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fractal. Para ello, hemos construido los histogramas de estas variables, que
Hamaremos oy,

El primer hecho significativo observado es que si definimos A; como el
méximo valor de «(%) cuando se toman los ¥ dentro de la variedad Fj,, la
variacion de este maximo al aumentar h es muy cercano al de un decaimiento
exponencial. monétono.( ver figura 7.1 )

Ay
0.2 T T T T T T T

0.05 R

0.04 -

0.03 1 1 1 1 1 1 1
-05 -04 -03 -02 -041 0 0.1 0.2 0.3 0.4

Figura 7.1: Mdzimo de a(&) a lo largo de las Fy,

No parece estar relacionado con el espectro dimensional D(h), y antes
bien podria estar manifestando un mecanismo propagatorio en cascada mul-
tiplicativa, al estilo del definido para €7, entre las variedades fractales, desde
la més singular hacia las estructuras menos singulares.

Reforzando esta hipdtesis, se ha observado gue el comportamiento de los
histogramas de la variable normalizada, @, = /A4 es similar al que se
observa en 55: se produce un desplazamiento del maximo hacia la izquierda
( valores menores } a medida que h aumenta ( ver figura 7.2 )

En el estado actual del problema, sin embargo, la simple discriminacion
de las variedades es bastante imprecisa y ruidosa a medida que b aumenta;
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p(@)

Figura 7.2: Densidades de probabilidad de iy,
Se han representado para h = -0.5,-0.3,-0.1,0.1 y 0.3. A mayor h, mds se halla el
mdximo de la distribucidn desplazado hacia la izquierda

e inclusive el célculo directo de los momentos de &), se ve todavia demasiado
afectado por estos problemas como para decir algo fiable.

Con todo, de confirmarse que existe ese proceso multiplicativo entre las
variedades uno podria pensar que quizé haya una realizacion geométrica de
tal proceso. De esta manera, seria cierto que determinando F_,5 v « sobre
ella uno podria reconstruir toda la imagen ( quiza en un sentido estadistico )

Las consecuencias de tal afirmacién son muy directas :

¢ Se habria encontrado una codificacién tremendamente compacta y efi-
ciente de las imagenes. Tal codificacién estaria basada ademas en la
deteccidn de bordes, que es una de las tareas que se sabe que acomete
el sistema visual primario.

o Seria tremendamente simple construir modelos realistas de generacién
de imégenes
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La primera conclusién Hevaria a que la cantidad de informacién contenida
en la variedad més singular y en toda la imagen deberia ser la misma, en
el supuesto de que la reconstruccion fuese determinista; o bien que habria
una diferencia constante dada por la entropia del proceso estocastico de
generacién. Por ello, un célculo directo de los contenidos de informacién
revelaria cuan buena es nuestra intuicion acerca de la estructura dltima de
las imégenes. Esta es una de nuestras proximas metas.

7.2.2 Adaptacién visual

Si las leyes de escala microscOpicas presentes en las imégenes pueden ser
explicadas por medio de modelos simples. es de pensar que el sistema visual
adoptard estrategias oportunas para eliminar cuanto haya de irrelevante y
predictible en tal sefial. No seria pues de extraiiar que parte de las estruc-
turas inmediatamente después de la retina e incluso antes del nicleo lateral
geniculado filtren buena parte de esa redundancia, sobre todo teniendo en
cuenta que el nervio 6ptico constituye un auténtico cuello de botella para el
flujo de informacién.

Es por ello que una red neuronal con una arguitectura suficientemente
flexible podria adoptar tales mecanismos de eliminacién de redundancia in-
cluso al ser sometida a un colectivo de imagenes generado de acuerdo, por
ejemplo, al modelo de Benzi diluido. Podria ser una buena manera de ha-
cer predicciones analiticas acerca de la composicidn de dichas estructuras
sinapticas hacer tales calculos con esa sefial, por lo que este simple ‘modelo
de juguete’ podria ayudar a establecer mecanismos reales de percepcién.

Por Gltimo, destacar que este tipo de ideas podrian exportarse para el
analisis estadistico de iméagenes en color e imégenes en movimiento. y en
concreto en el primer caso ya se est4 comenzando la investigacién? .

2Con la colaboracién de Daniel Ruderman y de Thomas Cronin.
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Apéndice A

Complementos tedricos

A.1 Exponentes de Holder. Funciones bi-Lipschitz

Damos en esta pequefia Seccién un par de definiciones convenientes acer-
ca de comportamientos locales de escala.

Dada una funcién f : ™ — R™, decimos que es de Holder de exponente
h en un punto ¥ si existe un cierto entorno de 7y una constante K > 0 tales
que para todo § de ese entorno :

Ay (A.1)

F@—fo < K

Se verifican las siguientes propiedades :

e 5ien un punto & f es de Holder de exponente h > 0, entonces f es
continua en #. Ademds, si h > N > 1 con N entero, entonces f es N
veces continuamente derivable en #.

e Sien un punto 7 f es de Holder de exponente h, entonces lo es para
todo exponente A’ menor que h.

Usando esta ultima propiedad, definitnos exponente de Holder de f
en ¥ como el supremo de los exponentes de f en Z. O sea. que es el mayor
de los h para los que la ec. A.1 se verifica.

Dada una funcién F : 8™ — R¢, decimos que es bi-Lipschitz si para
todo ¥ € R™ existen dos constantes 0 < K7 < Ky < 20 y un entorno de ¥
de modo que para todo 7 en ese entorno se verifica

K\|# -l < |F(&) - F@) < Kol — 7] (A2)

149
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Las funciones bi-Lipschitz tienen la interesante propiedad de que al com-
poner una funcién con exponentes Holder dados generan funciones con los
mismo exponentes Holder en los mismos puntos, lo cual no es méas que una,
aplicacién trivial de la definicién ec. A.2.

Por dltimo, destacar gue el conjunto de funciones bi-Lipschitz es bastante
amplio : basta que la funcién F' sea diferenciable de diferencial nula en todos
los puntos de una bola para que sea bi-Lipschitz en toda esa bola.

A.2 Fractalidad

En este apartado nos ocuparemos de los aspectos mas relevantes del
comportamiento fractal, y en particular de tres de ellos: qué es un fractal,
cbmo se le caracteriza y gue propiedades posee. Nuevamente, el texto bésico
que se ha seguido es el libro de Kenneth Falconer, [28].

A.2.1 Definicién

Es comtn escuchar gue un fractal es un conjunto de dimensionalidad no
entera; asi, un conjunto fractal de dimensién 1.37 serd algo con més “cuerpo”
gue una curva pero no con tanto como una superficie, y de algin modo més
semejante al primero que al segundo. De hecho. lo que caracteriza a un
fractal es un ndmero positivo asociado que Hamaremos dimensién. y que
en los casos triviales coincide con el concepto usual.

Sin entrar en demasiados detalles. daré un breve repaso a los pasos para
definir la dimensién de Hausdorff de un fractal. que es la magnitud que
se considera rigurosa y bien comportada.

e Trabajaremos con conjuntos inmersos en un espacio afin de referen-
cia d dimensional ®?. Este espacio lo consideraremos dotado de una
distancia, por ejemplo la euclidea; v Hameremos didmetro de un
conjunto A ( denotado didm(A) ) como la mayor de las distancias
entre dos puntos de A.

e Dado un conjunto acotado 4 € R?. y tomando un ¢ > 0, conside-
raremos las colecciones finitas de conjuntos abiertos {U;} tales que
digm(U;) < ¢ Viy que recubren A, A ¢ Ul

Entonces, definimos la pre-medida de exponente s y radio ¢ de
A, denotada H(A). como
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Hi(4) = if { X, didm(Uy)°}

donde el infimo se toma sobre todas las posibles colecciones.!

o Por construccion, H es decreciente en ¢. De este modo, tiene sentido
el siguiente limite

H(A) = lim H¥(A4) (A.3)

e—0

A este limite lo denominaremos medida de Hausdorff de exponen-
te s de A. Verifica las signientes propiedades
1. I es una medida positiva sobre los borelianos de R¢

2. Si A es una subvariedad de R? de dimensién topolégica D, H?(A) =
Ap(A), donde Ap es la medida de Lebesgue habitual D-dimensional.

3. H¥(A) es decreciente con s

4. Si H*(A) < oo, H'(A) = 0 para todo t > s.

5. 8i H(A) > 0, H*(A) = oo para todo t < s.
Estas Gltimas propiedades son 1a mas interesantes, pues establecen que
dado un conjunto A, H¥(A) es trivial salvo para un s como méximo.
La curva H*(A) como funcién de s presenta una “transicién de fase”
que le lleva de valer oo a valer 0. Para cada conjunto A, el exponente

donde se produce 1a transicion se denomina dimensién de Hausdorff
de A, y se denota dimy (A).

o La dimension de Hausdorff presenta las siguientes propiedades:
1. Para todo conjunto 4 C R4, 0 < dimy(A) <d

2. Si A C B. dimy(A) < dimg(B)

3. Si A es una subvariedad de dimensién topoligica D, dimg(A) =
D

'Hay qgue hacer notar que no es equivalente la premedida que resulta con la condicién
didgm(U;) € e que si hubiéramos usado didm(U3) = ¢; éstadltima da lugar a una dimensién
equivalente a la. llamada boz counting, que es mayor en general que la de Hausdorff



152 APENDICE A. COMPLEMENTOQS TEORICOS

4. Si f: R — R es una aplicacién bi-Lipschitz, dimg(f(4)) =
dimy (A).

s Estas propiedades, junto con otras de estabilidad, caracterizan la di-
mension de Hausdorff de modo Gnico.

s Se ha establecido asf una extensién de la definicién clésica de dimen-
sion. que coincide con fa usual en los casos triviales. Diremos que un
conjunto tiene estructura fractal o simplemente que es un fractal,
si su dimensién de Hausdorff es no entera.

¢ En lo que resta, trabajaremos con conjuntos A del tipo denominado
fractal regular. gque son aguellos en los que 0 < gdimy (A)( A) < 2.

A.2.2 Propiedades

Por definicién es evidente gque si uno toma la dilatacién por un factor &
de un fractal A de dimension D = dimy (A), que

HP(54) = §” HP(A)

pues esto es lo que mas caracteriza a un fractal, y es que la medida defi-
nida, con sentido sobre él escalea bajo cambios de escala con exponente la
dimension.

Es por ello que se ha definido en ocasiones la lamada medida de bog
counting a través de una de estas propiedades de escala. Lo malo es que
en ocasiones las propiedades que a continuacién se enuncian no son ciertas.
Tipicamente se verifican si el conjunto A considerado es topoldgicamente un
cerrado de R4.2

Algunas de estas propiedades son :

o Sea N.(A) el minimo ndmero de bolas de radio como mucho ¢ que
recubren A ( dimy(A) = D ). Entonces,

Ne(A) K, P

~
[Rg!

( Esto es lo gue se usa para definir la medida de bog-counting )

2Lo c¢ual no verifican por ejemplo nuestras variedades Fy en que subdividimos el
multifractal.



A.3. EL COMPORTAMIENTO DE Tyu(Xo, A) 153
e Se define e-entorno de A ( denotado A¢ ) como :
A= {ZeR|37: |F-gl<e)

El conjunto A, es siempre un abierto, luego es d dimensional y tie-
ne sentido hablar de su volumen en ese espacio; Hamémoslo A(4,) =
H(A,). Entonces, cuando € < 1

AMA,) x P

¢ Sea un fractal A y sea U el menor abierto que le contiene. Sea g.(A)
la probabilidad de que una bola de radio ¢ contenida a U intercepte a
A en algtn punto. Entonces,

pe(4) x P L cx1

gue es bastante simple de ver pues no es mas gque N(A)/N(U).

A.3 El comportamiento de Tgu (7, a)

En esta Seccién vamos a probar que la proyeccién de una medida multi-
fractal positiva sobre una funcién también positiva y bien comportada posee
las mismas propiedades de escala con los mismos exponentes caracteristicos
que la medida original. Lo que se le requerird a la funcién analizadora seré
detallado después.

Por tanto, como punto de partida asumiremos gue tenemos una medida
multifractal p, definida en RY. Bsta medida, en particular, verifica que para
cada punto 7 € RY,

u(Br (@) = al@)r®) + 0"

donde B, (#) significa la bola ( definida de acuerdo a una distancia dada )
de radio r centrada en Fo; y O(r"30)y gignifica un término despreciable
comparado con +"%0) cuando r es pequefio.

Son inmediatas dos propiedades :

o Los exponentes h(E) son todos positivos.( ver Capitulo 4 )

y como corolario
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o La medida p es absolutamente coniinua respecto a la medida de Le-
besgue A, o sea, tomada una coleccién de conjuntos {A4,} tales que
A(A,) = 0, entonees u(A,) = 0

Esto conlleva, por medio del Teorema de Radon-Nykodin, que existe
una funcién de densidad de medida %‘f(:?:’) tal que :

"

Por ello, una medida multifractal tiene singularidades con un compor-
tamiento muy controlado. Esté claro que la densidad puebe ser infinita en
algunos puntos, pero aun asi esa funcién ha de ser integrable.

Ahora, demostremos que el comportamiento de la proyeccion de u sobre
una funcién analizadora ¥ no cambia por esa operacién. Por simplicidad
haremos la prueba para el caso unidimensional, aunque se puede extender
simplemente a mas dimensiones ( a costa de expresiones mas farragosas )

Asumiremos que la funcién ¥(x) es no negativa. continua y que verifica
que T(0) # 0. Le requeriremos ademas que sea de decrecimiento suficiente-
mente rapido, en un sentido que se explica més adelante. Como la medida
/1 es obviamente g-finita, esto deberia ser suficiente para que tanto ¥ como
sus dilataciones por un factor a sean integrables respecto u; asi, aceptamos
que las proyecciones Typu(x, a) son finitas para cada = y a.

Por dltimo. centraremos nuestro estudio en la singularidad en « = 0, que
hace que las férmulas sean menos recargadas. y siendo la extensién al resto
de puntos completamente obvia. Asi. asumiremos que en = 0 la medida u
tiene una singularidad de exponente fhp. esto es,

p(B,(0)) ~ o r™ (A.4)

v lo que vamos a estudiar son los coeficientes de proyeccién, Tgu(0, a), dados
por :

Twuwﬁfwmwf) (A5)

Presentamos la prueba en tres etapas. para tres tipos diferentes de fun-
ciones: las funciones caracteristicas, las funciones de soporte compacto y las
funciones genéricas de decrecimiento rapido.
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(a3}

A.3.1 Analizando con la funcién caracteristica

Entonces, tomemos ¥(z) como la funcién caracteristica de la bola cen-
trada en el origen y de radio 1; por tanto, ¥(z) = xp, (0)(), donde:

<7
>

T T

& — @ (A.6)

1
Xh’r(:tg)(m) = { 0

Recordando Ia definicién de los coeficientes de proyeccién, ec. A.5, obte-
Lemos :

x
Tyu(0,a) = /dﬁr(ﬂ;) Xmm)(g) = /d,u,(a:) XB.(0)(®)
De ahi,

Tup(0.0) = [ dule) = p(Bo(0)) = ap o™
B (0)

( la dltima aproximacién se da cuando a es pequefio ). Por tanto. para este

caso trivial los coeficientes de proyeccion siguen las mismas leyes de escala

que las medidas de las bolas porgue éste es exactamente la forma de obtener

esas medidas por una proyeccién sobre una funcion.

A.3.2 Analizando con una funcién de soporte compacto

En este caso y en el siguiente nos limitaremos a intentar encontrar dos
constantes positivas A, B > 0 tales gque

Ad™ < Typ(0,a) < Bah (A7)

Si tal par de constantes existe. entonces podremos afirmar directamente
que

Teu(0.a) = age™ + O(a™)

Un limite inferior 4 como el de la ec. A.7 puede conseguirse facilmente
para este tipo de funciones y las de la préxima seccién por la condicién de
continuidad y que ¥(0) # 0. En tal caso, existe un radio finito [ tal que
P (x) # 0 para todo z € By(0). Sea m > 0 el minimo valor de ¥(z) en By(0);
entonces, la siguiente desigualdad funcional es cierta para todo punto z :

mxpo)(x) < ¥(z)



156 APENDICE A. COMPLEMENTOS TEORICOS

De aqui es obvio que :
P h’ h’ Pl T
i oM s Tml(u)y.((L a) < Typ(0,a)

y por ello podemos tomar A = miho.

Andlogamente, para una funcion de soporte compacto ¥ se puede tomar
una cota superior como en la ec. A.7. Ya que ¥ tiene soporte acotado,
sabemos que existe un radio finito tal que ¥ es idénticamente nula fuera de
B,(0). Dado que ¥ es continuna. alcanza un maximo finito M en By, (0). Por
lo tanto, la siguiente desigualdad funcional se cumple :

M xp, 0)(x) = ¥(z)

y de modo similar de la otra cota concluimos que podriamos tomar el limite
superior B como ML",

A.3.3 Analizando con una funcién de decrecimiento rapido

De nuevo buscaremos una cota inferior y otra superior. Es inmediato
conseguir la cota inferior, por exactamente el mismo argumento de continui-
dad y positividad de la funcién en z = 0. O sea que lo dnico que resta para
concluir es encontrar la cota superior.

Retomemos el radio ! definido en la seccién previa, y definamos los con-
juntos R; del modo que sigue: R; = B (0) — Byi—1;(0), i > 1y Ry = By(0).
Definamos también M; como el méximo valor de ¥(z) para 2 € R;. Asi, se
cumple la siguiente desigualdad funcional :

B(z) = Y Mix,, (z) 2 U(z)

4==0)

(x R, € 18 funcién caracteristica del conjunto R;, andloga a la de la bola;
vale 1 en los puntos de R; y cero fuera de él ). Para concluir necesitamos
observar que T (0, a) x " cuando a es suficientemente pequefio. Para ello,
supongamos que existe un radio finito Z > 0 tal que si |z| > L para todo
K>1

¥(Kz) < Q(K)(z) (A.8)

donde Q(K) tiende a cero cuando K va & infinito més rapido que cualquier
polinomio, o sea, :
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lim KYQ(K) = 0 YN>0 (A.9)
K—o0

Esta es una peguena modificacién de la condicién usualmente requerida
a las funciones pertenecientes a la clase de Schwartz. Es necesario introducir
el radio L porgue de otro modo la funcién tendria que ser estrictamente
decreciente y por ello la clase de funciones que estariamos considerando seria
demasiado restrictiva.

Definamos ahora iy como el menor entero mayor que log,(L/{). Por
medio de la relacién dada por la ec. A.8 se sigue que para todo ¢’ > ¢ > 4y
se satisface que :

My < Q277 M; (A.10)

Considerando ahora a = 277, J > () entonces

ig+J ‘ o0
)= Y Mix,, 2'x)+ 3 Mix, (27z) = @,(z) +8,(x)
20 d==ig+J+1

Sii > do+J, xg,(272) = xp,_,(z) (usando la definicién de Ri(x) ):
de ese modo, la parte residual de la funcidn, d;(z) verifica un condicién de
acotacién fuerte : usando la ec. A.10 se verifica :

[o.0]

85(x) < U2V Y M, (2) = Q(1/a)do(x)

i=1g

y asi la dependencia de la parte residual de @ en ¢ tiende a cero muy
répidamente, siendo despreciable comparada con cualquier potencia de a y
por ello podemos ignorarla por completo. Asipues, Tou(0.277) =~ Te, 1(0, 2-7).
Pero teniendo en cuenta que

Txki p(0,0) & og {ho hot (1- g—hu) ahe

obtenemos entonces

ig+J
To,p(0,0) ~ ap M (1 2700) | ™ 2hof g} gho

=0

por lo que podemos acotar uniformemente cada Ts, (0. a) por B a™ con la
constante B dada por :
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o0
B = apiM (127" S oMy

fa=()

que es finito a causa del cardcter de rdpido decrecimiento de M;. Entonces,
To(2yi(0,a) < Ba" lo que termina, la demostracion.

Indudablemente, esta demostracién es un tanto farragosa. La principal
razén para esto es la escasez de condiciones que se le exigen a la medida
1, lo cual fuerza que las condiciones sobre ¥ sean més severas. Un mayor
conocimiento de la medida p podria permitirnos suavizar las exigencias sobre
¥, Una posible relajacidn concreta de estos requisitos que ¥ ha de cumplir
es muy interesante : si se sabe gue los exponentes h de u son acotados por
arriba, ec. A.9 puede relajarse pidiendo que ese limite se anule sélo para
los N < maz(h). La continuidad de la funcién y su caracteristica de no
anulacidn en torno al origen podrian asf mismo relajarse; pero lo que parece
crucial es el cardcter no negativo de W,
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