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Chapitre l.- LA POSSIBILITE ET L'INTERET LOGICO-FORMEL DE

SYSTEMES CONTRADICTOIRES

§1.~ La peur de la contradiction a non seulement bouché des
volies que la recherche logico-formelle aurait pu se frayer =
mais surtout étouffé des tentatives de mettre sur pled des =
théories simplement inconsistantes dans différents domainesde
la pensée.

On tenailt naguére, en effet, pour une idée irréfragy
ble que toute théorie contradictoire est triviale. On trouve
encore cette erreur dans l'oeuvre des Bourbaki (B:l7, p.EL.12):

On dit qu'une théorie mathématique est contradictoire si
l'on v a démontré 4 la fois un. théxfme & sa négation; des
régles de raisonnement usuelles, qui sont & la base des =
régles de la syntaxe des langues formallsees, il résulte=

que tout théoréme est & la fois vrail et faux dans cette =
théorie, qui perd en ce cas tout intérét.

“Cette affirmation sur les théories contradictoires=
constitue une méprise. Premiérement, une théorie qui, pour .
chacun de ses théorimes, permet de prouver en méme temps et le
théoréme et sa négation n’est pas triviale pour autant, a mans
que la classe des théorémes ne soit identique & celle des fbf.
Deuxiémement, une théorie qui contient comme théoremes certail
nes formules ainsi que leurs négations n'est pas pour autant
contrainte de reconnaftre comme théoréme la négation de chacun
de ses théorémes. Les Bourbaki parlent, certes, seulement de
théories qui s'en tiennent & des régles de raisonnement usuel
les. Mais nous contestons que les regles de la logique clas-
sique couvrent la classe des régle d'inférence ou de raisonne
ment usuelles : elles ne portent -grosso modo~ que sur lescas
olt la négation utilisée est !'ne...point' (ou 'ne...pas dutout!)
et ol, dés lors, les différences entre le conditionnel fort et
1timplication s'estompent ou perdent de leur intérét. Lescas
traités par la loglque classique sont, dans la vie quotidien-
ne, dans la pensée religieuse, lltteralre, poétique, socio-po
lithue dans bien des savoirs empiriques, dans l'essail et la
philosophie de beaucoup moins nombreux que les cas ol le flou,
le contradictoire interviennent.

C'est pour cette raison -afin d'!'échapper au carcan=
que constitue le RC- qu'ont €té construites les logiques para
consistantes. Une logique paraconsistante est telle qu'lelle=
a des extensions non triviales simplement inconsistantes (donc
contradictoires si la logique en guestion contient le princie
de non-contradiction et la régle d'adjonction).

Nous nous intéressons particuliérement aux systémes
contradictoires, c-a-d aux systémes simplement inconsistants=
tels que, parmi les énoncés affirmés et niés en méme temps =
dans ces systémes figmiout dos théordmos de logique. Puisque
nons allens nous confiner ici aux seules théories logiques,
différence entre systémes simplement inconsistants et systems

contradictoires s'estompe au point de disparaitre.

Le systéme AS est un systéme de logique simplement=
inconsistant, donc contradictoire.

§2.- Un systéme est contradictoire, non pas du fait qu'il ne
contienne pas comme tautologie une expre581on que l'on puisse
appeler 'principe de non-contradiction', mais du fait qutun =
certain nombre de formules v soient en m ‘me temps contradlc-—
toires et tautologiques, et, plus genbrale.ent peut-&tre, du
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fait que les négations de certains théorémes soient aussi des
théorémes. La différence entre ces deux définitions alterna-
tives dispar&it si 1l'on identifie les contradictions d'un sys
téme et les négations de ses tautologies. Mais dans une appro
che sémantique cette identification n'est pas obligatoire. 51
1t'on établit une algébre quelconque comme ensemble des valeurs
de. vérité d'un systéme logique, on peut prendre un sous-en--
semble propre de ses individus comme ensemble des valeurs dé=.
signées; un autre sous-ensemble (pas nécessairement disjoint=
par rapport au premier) comme ensemble des valeurs antidé----~
signées; une contradiction au regard de ce systeéme sera alors
une formule quelconque qui prenne uniformément, dans le syste
me, des valeurs antidésignées. Cela permet d'avoir une carag
térisation des contradictions d'un systéme indépendante de
celle de ses tautologies. On peut, bien slir, exprimer le scu
hait qu'un systéme soit tenu pour adéquat seulement si la ne
ation d'une tautologie est une contradiction, et vice versa=
%ce qui établit des contraintes quant au choix des valeurs &é

signées et des valeurs antidésignées, en fonction des proprig.

tés assignées a la négation). Notons cependant que ce deside-
ratum ne constitue pas une caractéristique effective de tous=
les systémes, loin s'en faut. - : :

. 31 donic un systéme de logique contradictoire peut
contenir comme tautologie le principe de non-contradiction,

des systémes non contradictoires -qu'ils soient surconsistants

ou non-b peuvent né . pas  contenir le principe de

non-contradiction comme tautologie. Prenons comme exemple le
cas du systéme ZB de Lukasiewicz , le doyen des systémes de
logique non-clasSique. Ce systéme est surconsistant : toute
extension simpleément inconsistante de ¥+ est triviale. Toute
caractérisation des valeurs de vérité dé la matrice caractéris
tique de ce systéme devra rendre disjoints l'ensemble des va
leurs désignées et celui des valeurs antidésignées. Dans une
extension d'un tel systéme il est exclu qu'une formule et sa=
négation prennent, toutes les deux, des valeurs désignées.

Une difficulté qui pourrait &tre soulevée & l'encon.
tre de systémes contradictoires (ou, plus exactement, de ceux,
parmi les systémes contradictoires, qui ont une sémantique ou
la classe des valeurs désignéés et celle des valeurs, antidé--

signées ne sont pas disjointes) c'est que la classe des valeurs

désignées doit 8tre le complément relatif de'celle des valeurs
antidésignées. Soit, mais, au lieu de définir la complémenta
tion selon les patrons d'uné théorie classique des ensembles,
on peut tout aussi bien définir cette opération selon une théo
rie contradictoire des ensembles, ol une chose puisse en méme
temps appartenir & 1l'ensemblé X et au complément de X.

Ce qui caractérise les systémesde logique contradig
toires ce n'est donc pas l'absence du principe de contradic--
tion, mais une loi sémantique que l'on peut énoncer comme suit:
dans un systéme contradictoire ou bien la négation n'est pas=
strictement vérifonctionnelle (et alors les négutions de cer-
taines tautologies, i.e. de formules prenant uniformément une
valeur désignée,. prennent uniformément une valeur désignée),=
ou bien est tel que l'ensemble de ses valeurs désignées et =
l'ensemble de ses valeurs antidésignées ne sont pas disjoints
(si 1'on appelle ‘'valeur antidésignée! toute valeur - sur la
quelle envoie l'opération de négation-lorsque 1'argument =
est une valeur désignée). On peut, par suite, caracteériser =
les systémes non contradictoires qui soient strictement véri-
fonctionnels comme ceux ol l'ensemble des valeurs désignéeset

- —
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celui des valeurs antidésignées sont disjoints, au sens clas-
sique (fortement disjoints). D'une maniére plus générale un
systéme est non cantrazdictoire si chaque opération de négation
du systéme (qu'il soit strictement vérifonctionnel ou non)est
telle qutelle n'envoie Jamais sur une valeur désignée un argu
ment ayant une valeur désignée.

§3.~ Dans le porographe précédent nous avons excminé le prin-
cipe sémantique de non contradictorialité, caractéristique des
systémes non contradictoires, par opposition au principe sémn
tique de contradictorialité, caractéristique des systémes con
tradictoires. Nous avons vu que lu présence dans un systéme=
du principe de non contradiction (principe syntaxique), de mé
me que son absence, ne sont pas pertinentes pour caractéri
ser le systéme comme contradictolre ou non contradictoire.

On peut faire des remarques cnalogues, mutatis muton
dis, & propos du principe de tiers exclu et des diverses ver-
sions de la loi de bivalence. Des systémes non contradictoi-
res -tels Z3 et le calcul intuitionniste, pour ne parier que~
des. .mieux connus- sont tels que le principe de tiers exclu =
n'ten est pas uné¢ thése. En revanche tous les systémes contri
dictoires que nous connaissons -—dont il sera question au cha-
pitre 2 de ce Livre- contiennent le principe de tiers exclu-
(sans que cela constitue néanmoins une caractéristique néces-
saire des systémes contrazdictoires). Micux : comme nous e
verrons au $7 de ce méme Chapitre, le maintient du principe de
de tiers exclu constitue une des motivatimns logico-formelles=
de 1l'admission d'un systéme Jde logique contradictoire. ‘

‘On peut proposer diverses formulations alternatives
du principe de bivalence. En voici plusieurs :

a) pour tout p, ou bien /p/ est une valeur désignée ou bien
o/ est une valeur antidésignee ;

b) pour tout p, ou bien /p/ est une valeur désignée ou bien
/Np/ est une valeur désignée;

¢) il n'est pas possible quiaussi bien /p/ que /lp/ soient =
des valeurs antidésignées.

Dans chacun de ces cas, le 'ou bien' est interprété
comme disjonction non exclusive, et 'N' est un foncteur de né
gation quelconque. Les deux premiéres formulations sont peut
Stre un peu étroites si l'on veut admettre des systémes & sé-
mantique tensorielle; ce sont en revanche des caractérisatims
appropriées pour divers systémes scalaires. Un systeme est =
tensoriel si la sémantique propre & un tel systéme est un en
semble de tenseurs aléthiques, i.e. de valeurs de vérité dont=
chacune est une suite de composantes (composantes que nous ap
pellerons des i1tems aléthiques), en nombre fini ou infini. Les
formulations précédentes peuvent ainsi 8tre adaptées comme . =
suit : /p/; sera le i° item de la valeur de vérité de p;alors
on définit ainsi les notions d'item désigné et d'item antide-
signé : un item i est désigné si le tenseur (i,i,i...) (leten
seur composé uniformément d'items égaux & i) est une valeurdg
signée; i est antidésignée si le tenseur (i,i,i...) est anti-
désignée. Dans (a) et (b) ci-dessus, on substitue & /p/ et
/Np/, respectivement, /p/, et /Np/; et aux syntagmes 'une va
leur désignée' et ‘'une vateur antidésignée! ceux-ci : 'unitem
désigné' et 'un item antidésigné'. Les résultats de ces trans
formations seront (a') et (b!) respectivement. : -

Aucune des formulations (a), (b) et (c) n'est va
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“lide’ pour le sy stéme A. En revanche (a') et’ (b') sont des =
;pr1nc1pes valides pour la sémantique de A, comme on aura ltoc
ca51on de le voir au Chapltre 3 de ce lere.

.+ . :La plupart des systemes de logique non c13581ques &
non contradlct01res qul sont strictement verlfonctlonnels =
se conformenta la version (c¢) du principe de bivalence, tan--
dis qu'ils renoncent aux versions (a) et (b) (sans les rempla
cer par des versions comme (a'!') et (b'), puisque 1z plupart &
ces systémes sont scalaires). Un systéme peut &tre contradic-
toire .en admettnt la version (c), notamment s'il n'est pas=
strictement vérifonctionnel. Toutefois, si nous continuons =

- de tenir pour antidésignée toute valeur prise par la négation
d'une formule prenant, elle, une valeur désignée -dans un sys
téme strictement’ verlfonctlonnel- alors il faut dire qu'un =
systeme contradictoire strlctement vérifonctionnel doit renon
cer & la version (¢) du principe (si le 'ne...pas'! y est in--
terprete comme négation classique, c-a-d forte; une sémantique

et un metalangage non classiques, contradictoires, pour un
systéme contradictoire, peuvent admettre la ver51on (c), pour
vu que l'on prenne la négation qui y flgure comme négation sim
ple ou faible; mais nous laisserons de c¢6té ici cette possibi’
1ité-13). .

A nos yeux, l'abdndon de (c) constitue un éloignement
de 1'esprit de la logique classique plus grand que l'abandon=
de (a) et (b)." L'esprit dignoscitif de la logique classique=
s'en tient, il est vrai, aussi bien & ltexclusivité qu'a

'l'exhaust1v1te des valeurs désignées et antlde31gnees. Mais=
il nous semble que cet esprit dignoscitif’ peut a la limitecon
cevoir l'abandon de ltexhaustivité. Les logiques contradic--=
toires, en revanche, gardent souvent 1texhaustivité  {ou quel-
que ver51on atténuée de 1l'exhaustivité, comme (a') et (b’) )
et rejettent l'exclusivité (& moins qu’elles ne regettent la
vérifonctionalité stricte). Clest bien le cas de A. ’

: I1 en ressort -pour revenir & notre compﬂralson du
sy stéme et d'un systéme comme Z3— qu'en dépit de la présen-
ce dans du principe de tiers exclu et de son absence dans ¥
A est un systéme beaucoup plus éloigné de l'esprit sous=jace
de 1la logique classique que ne llest ﬁ3.

A
A

§4.~ La non-trivialité (le caractére anaporétique) d'un systé
me réside dans le fait qu'on n'y puisse pas démontrer n'impor
te quoi, i.e. que l'ensemble de ses procedes d'obtention de =
vérités logiques ne permette point d'établir comme valide n'im
porte quelle formule du systeme. Dans un systeme ayant la r&
gle de substitution, le systéme est anaporethue gsi il est =
P-consistant (Post- con51stant) c-3~d si 1l'on n'y peut pas dé
montrer comme théoréme ou tautologle une variable sententielle
‘seule. Comme nous exclurons de nos considérations lés systé-
mes qui ne contiennent pas la régle de substitution (ou = son
équivalent pour les schémas), la non~trivialité d'une théorie
coincide avec le fait qu'elle soit 'P-consistante. On peutain
si affirmer qu'un systéme de logique est 1nteressant ssi 11 =
remplit les deux conditions que voici :

1) I1 est P-consistant;
2) 11 permet certaines inférences.

Nous avons vu au '§1 de ce Chapltre que la confusion
‘entre consistance simple et P-consistance était naguére fort=
répandue =-et malheureusement i1l se peut qu'elle le soit enco-
re de nos jours-. Cette confusion une fois dissipée, la pos-
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sibilité de systémes de logique contradictoires et non trifamx
apparait clairement {elle est confirmée du reste par leur reg
1ité, comme on le verra au Chapitre 2). HMals d'aucuns ont in
voqué d'autres ralsons contre la mise sur pied de systémes con

tradictoires. Clest notamment le cas de Tarski (T:7, pphBQJQ%

(..) a theory becomes untenable if we succeed in deriving
from it two contradictory sentences. Nox we can ask what
are the usual motives for rejecting a theory on such =
grounds. -Persons who are acquainted with modern logicare
inclined to answer this question in the following way :
A welle-known logical law shows that a theory which enables
us to derive two contradictory sentences enables us to dc
rive every sentence; therefore such a theory is trivial =
and deprived of any scientific interest. ‘

T have some doubts whether this answer contailns an-
adequate analysis of the situation. I think that peopie~=
who do not know modern logic are as little inclinet to ag
cept an inconsistent theory as those who are thoroughly "2
miliar with it; and probably this applies even to those =
who regard (as some still do) the logical law on whichthe
argument is based as a highly controversial issue... I do
not think that out attitude toward an inconsistent theory
would change even if we decided for some reasons to weak~
en our system of logic so as to deprive ourselves of” the=
possibility of deriving every sentence from any two con-
tradictory sentences. ' '

: Dtaprés Tarski, en effet, la raison authentique qui
‘econduit au rejet d'une théorie contenant des contradictions =
{ou, plus généralement, d'une théorie simplement inconsistante)
clest qu'on sait quiune théorie pareille doit contenir des =
énoncés faux. Mais cela ne nous semble pas convaincant. Pre
midrement, il faut relever l'existcnce de théories qui, parc
qu'elles ont des sémantigues non strictement vérifonctionnel~
les, . peuvent contenir des inconsistances simples, voire des =
contradictions, sans contenir aucun énoncé faux (aucun énoncé,
plus généralement, ayant une valeur de vérité antidésignée) .=
Deuxiémement =-et surtout- il faut répoandre que, si on se pla
ce au point de vu discours naturel. pré-formalisé (le point &
vue intuitif auquel se référe précisément Tarski), alors la =
"présence de quelques énoncés faux dans un discours n'entraine
ni le rejet de ce discours ni méme la nécessité de l'amender.
Lthomme de la rue reconnait en effet llexistence de demi-véri
‘tés, de phrases qui sont vraies tout en ne 1l'étant pas (c-a~d
tout en étant fausses), dans la mesure précisément ou elles re
sont pas entiérement vraies. Et fort peu de gens exigent dee
"discours ot chaque phrase soit cent pour cent vrale. -

ojo

A nos yeux le motif qui a conduit tant de gens-a dg
meurer intraitables dans leur rejet de tout systéme contrad’.c
toire et de toute inconsistance simple en général c'lest gu'a=
.leur sens se contredire clest se dédire; une contradiction =
(plus généralement : une inconsistance simple) serait un faux
message, non seulement un message faux. Celul qui se contre-
dit efface ou retire ses propres propos et ne laisse rienjdos
lors, s'il fallait admettre des contradictions, on ne sauraildv
point & qud s'en tenir, puisque le oui et le non deviendraient
indifférents et équivalents. Dans la Section I du Livre IILI=
de cette étude nous répondrons & ce type d'arguments philoso-
phiques (dont une version hien connue est celle de Strawson; »
Le point de vue logico-formel, qui est le seul & nous retenir
pour ltinstant, refléte précisément cette prétendue vaculté =



de toute théorie contradictoire ou simplement inconsistante =
(cette absence de tranchant ou gouffre dtindifférence ou dire
et ne pas dire reviennent au méme) par la loi selon laquelle=
de p et "mon p" g peut &tre dérivé. Le rejet de cette lol =
pour au moins un foncteur de négation constitue un réquisitmi
nimal de tout systéme paraconsistant. (Ce n'est pas un régui
sit suffisant, car un systéme comme Z3 ne contient pas cette=
loi, et pourtant il est surconsistant] car 1l contient une
autre que voici ~dans notre transcription- : "p.NpC.p.NpCq";=
d'ol on peut dériver la régle p, Np ::: q, encore que la loi
d'absorption ne soit pas une tautologie de ce systéme).

Par conséquent, Tarski ne semble avoir mis au
jour aucun motif pour rejeter les systémes contradictoires =
qui. soit indépendant de la loi de Pseudo-5cot (c-3-d de laloi
comme quoi d'une contradiction on peut dériver n'importe quaik

§5.~ Nous procéderons maintenant & une classification-.des sys
témes contradictoires.

1) Un systéme est superficiellement contradictoire lorsqu'tony

trouve comme tautologies certaines formules niées et non niéesg
sans que pour autant ces formules constituent des contradic--

tions du point de vue du systéme. En revanche, dans un syste

me profondément contradictoire toute négation d'une tautologie

est une contradiction, si bien que,lorsqutune formule et sang

gation sont toutes les deux des tautologies, elles sont toutes

les deux des contradictions (chacune est une tautologie contra
dictoire). (Peut-8tre faut-il nuancer la remarque precédente=

pour ce qui est de systémes ne contenant pas la loi de la dou

ble négation, ou la contenant sous une version affaiblie; dms

de tels systeémes, s'ils sont profondément contradictoires, il

y aura au moins une tautologie contradictoire, mais pas néces

sairement au moins deux, comme il arrive dans des systeémes =

comme A, qui contiennent la lol de la double négation sous sa

forme 1la plus forte). La différence que nous signalons peut=

apparaftre comme purenent terminologique, ou bien 8tre consi-

dérée comme ressortissant aux intentions plutdt qu'aux traits

formels des systémes. Grosso modo, la différence entre les =

systémes superficiellement contradictoires et les systémeg o

fondément contradictoires peut 8&tre marquée par le fait qufil

vy ait ou non des valeurs'intermédiaires en méme temps désignées
et antidésignées, valeurs que prendraient uniformément certai

nes formules. Un systéme superficiellement contradictoire =
peut avoir plusieurs stratégies. Il peut avoir une sémantique
non vérifonctionnelle. Il peut aussi établir un ensemble de=
valeurs désignées, sans établir aucun ensemble de valeurs an-
tidésignées; ou bien ne pas antidésigner chaque valeur sur la
quelle envoie la négation lorsqu'elle .prend pour argument une
valeur désignée. . Vu tout cela, la différence que nous €lu
cidons dans ce point concerne les structures sémantiques =
proposées et non pas les systémes logiques, en tant qu'ensem-
bles de formules et/ou régles d'inférence. La sémantique que
nous proposerons pour As au Chapitre 3 est une sémentique pro
fondément contradictoire -ce qui répond fort bien aux motiva-
tions philosophiques du systeme-.

2) Un systéme est complétement contradictoire lorsque 1ld néga
tion de chacune de ses tautologies est aussi une tautologie.=
Tous les systémes que nous connaissons, y compris A, sont des
systémes partiellement contradictdres, c-a-d non . comple
_tement contradictoires. Mais des systémes completement contra
dictoires et non triviaux sont possibles du point de vue formd.
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3) Une troisiéme distinction sépare les systémes absolument =
contradictoires de ceux qui sont relativement contradictoires.
Un systéme est absolument contradictoire s'il contient comme=
tautologies une formule et sa négation, et pourtant la conjone
tion d'une  formule quelconque et de sa négation impliquent =
ntimporte quoi dans le systeme. (nlternativement, et d'un =
point de vue sémantique, on peut caractériser un systéme abso
lument contradictoire comme un systéme contradictoire dans le
quel la conjonction d'une formule et de sa négation prend =
toujours une valeur non désignée; les deux caractérisations =
nc coincient pas dans tous les cas, car un systeme peut contg
nir des valeurs qui ne soient ni désignées ni antidésignées;=
en outre, un systéme relevant est tel qu'il n'y est pas possi
ble de déduire n'importe quoi d'une seule formule, mémne sicel
le-ci prend une valeur antidésignée et non désignée). Un syg
téme absolument contradictoire se doit d!étre non. antinomique;
la régle d'adjonction n'y doit pas €tre valide. ‘Un systéme =
est relativement contradictoire s'il est contradictoire et =
qu'il n'est pas absolument contradictoire. 4 est; bien enten
du, un systéme relativement contradictoire.

. La distinction que nous venons d'introduire peut =
8tre généralisée comme suit. Soit la suite de formules (p)

(p) p, "p.Np", "p.Np.N(p.Np)", "p.Np.N(p.Np).N{p.Np.N{p.Np)}

ete yp systéme S est absolument contradictoire au niveau
n ssi il remplit, pour quelque p, les conditions quevol
ci : i) les n premiéres formules dans la suite (p) sont des=
tautologies de S; ii) les négations de ces n premiéres formu-
les. dans la suite (p) sont aussi des tautologies de.S; iii) I
(n+1)€ formule dans la suite (p) est une surcontradiction ce
S (une formule qui prend une valeur antidésignée et non  dé-
signée); iv) la négation de la (n+1)® formule dans la suite =
(p) est une tautologie de S.

) Un systéme S est relativement contradictoire au ni-
“veau n ssi il remplit les deux premiéres conditions des syste
mes absolument contradictoires & ce méme niveau et qu'en outrw
il ne remplit pas la troisiéme de ces conditions.

: Maintenant nous pouvons introduire, sur cette base,
la distinction entre systémes fortement contradictoires et syg
témes faiblement centradictoires. Un systéme est faiblement=
contradictoire au niveau n ssi il remplit les deux premiéres=
conditions des systémes absolument contradictoires au niveau=
n et qu'il ne remplit pas la quatriéme de ces conditions. Un

. systéme est fortement contradictoire au niveau n ssi il rem--

plit les conditions (i), (ii) et (iv) des systémes absolument
contradictoires au niveau n. '

. Par suite, un systéme fortement contradictoire auri
veau n peut 8tre relativement contradictoire et vice versa.ln
systéme absolument contradictoire au niveau n peut étre forte
ment contradictoire au méme niveau, et réciproquement. Unsys
téme faiblement contradictoire au niveau n ne  peut pas &tre
absolument contradictoire au méme niveau, mais il peut &tre =
relativement contradictoire au méme niveau.

o Un systéme qui, pour quelque p, est relativement con
tradictoire & tout niveau n sera dit infiniment contradictol-
re. Un systéme possédant le principe de non-contradiction est
s'il est contradictoire au niveav n, fortement contradictoire
& ce niveau-ld. Tout systéme ayant le principe de non contra
diction, qui soit relativement contradictoire au premier niveau
et qui admette, sans restrictions, la loi d'adjonction seraun
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systéme fortement et relativement contradictoire & tous lesni
veaux. Un tel systéme sera donc infiniment contradictoire. =
L'inverse ntest pas vrai (cf les théories des ensembles NF¢y

de da Costa-Arruda, dont il sera question au Chapitre 2)..

I1 y a enfin des systémes faiblement .. .contradictal -
res au niveau n qui remplissent la condition (iii) des systé-
mes absolument contradictoires au . niveau n+l. De

tels systémes seront dits modérément contradictoires. (Chaque
systéme NF; de da Costa est modérément contradictoire). Un =
systéme modérément contradictoire ne peut étre ni absolument=
contradictoire ni relativement contradictoire au méme niveau.

Signalons qu'une classification modéle-théorétique,
toute récente, des systémes contradictoires a été proposée par
J. Grant dans G:39. Dans M;19, M. Diego Marconl propose une=
autre classification, proche de la ndtre mais plus détaillée=
sur plusieurs points et tenant compte d'une gamme plus vaste=
de systémes (non seulement des systémes contradictoires au =
sens technique que nous donnons & c¢e mot). Malheureusement ,
nous n'avons pas eu le temps de nous livrer & un examen compa
ratif approfondi des rapports entre ces diverses classifica~--
tions. S ‘ .
La place de A4 dans la classification précédente (i.e.
dans le point (3) de cette classification, et ses développe--
ments) est celle-ci : A est un systéme relativement contradigc
toire et fortement contradictoire & tous les niveaux; A estun
systéme infiniment contradictoire. A n'est donc un.systeme =
absolument contradictoire & aucun niveau; ce n'est pas non plus
un systéme modérément contradictoire. Do

86.~ A la caractérisation et classification que nous venonsde
proposer des systémes contradictolres on peut opposer 1'objec
tion que voici : il est vrai qu'il y a toutes ces classes de=
systémes contradictoires; toujours est-il qu'un systéme con--
tradictoire non trivial doit &tre trés faible, trop faible. =
Voyons plusieurs arguments présentés en ce .sens. |

L'un des plus farouches adversaires de-la contradic
torialité, Sir Karl Popper, a affirmé que tout systéme contra
dictoire —hormis an extremely weak system (P:11, p.321)- doit
8tre trivial. Il présente deux arguments pour prouver.que =
dans tout systéme satisfaisant on doit pouvoir prouver g de =
"p.Np". -

Voici la premiére dérivation. Elle se fonde sur =
deux seules régles d'inférence : addition et syllogisme dis--
jonectif: L '
p ::: p-ou=q
non-p , p-ou-q ::: g
Donc : p, non~p ::: Q' . _ S

A cela nous avons a répondre : la régle dladdtion, =-
dans un systéme comme Ais, est valide pour la disjonction sim-:
ple ('+'), non pas pour la disjonction forte ('V'), qui est =
lue comme suit : 'pVq! = 'il est exact que p & moins que q'.=
Mais pour cette disjonction forte il subsiste (puisqu'telle =
ntest pas commutative) une régle d'addition & gauche (p ::: '
qVp). Le syllogisme disjonctif, lui, n'est pas valide pour =
la disjonction et la négation simples ou faibles. De ce que=
"p+q"” solt vrai et que p soit faux (ce qui, pour nous -mais =-
pas pour tout le monde~ revient & ce que "Np" soit vrai; sur=
ce point nous sommes d'accord avec Popper) il ne découle point
que q soit vrai. {Le rejet du syllogisme disjonctif pour ces
foncteurs constitue un point ol as coincide avec les logiqes
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relevantes). In revanche, de ce que '"p ou q" soit vral et p

absolument faux il découle bien que q est vrai; mais d'étre =

faux, tout court, & &tre absolument faux 1l y a une longue, =

trés trés longue distance. (Si on est insensible & ces distinc
tions, alors on se livrera sans doute au syllogisme disjondcif

pour la disjonction simple, et sans doute voudra-t-on suppri~

mer toute différence entre disjonction simple et forte, néga-

tion simple et surnégation, etc. alors, mais alors seulement,
on sera amené 3 accepter l'argument de Popper) .

Par conséquent, méme pour la disjonction simple ou=
normale le syllogisme disjonctif est valide, mais seulement =
lorsque’ la négation employée est une surnégation 'F'. Mais =
tout ce qui découle de 13 c'est que, si quelqu'un affirmep et
aussi la surnégation de p, il est conduit & affirmer q.. Mals
s'il est suffisamment averti pour faire le départ entre la né
gation simple ou normale et la surnégation de p, il n'affirme
ra jamais "Fp" st'il a affirmé p, ni vice versa. :

Pour ce qui est maintenant de la disjonction forte,
la négation du premier membre disjonctif plus la formule dis-
jonctive entrainent la vérité du deuxiéme membre disjonctif.-=
Mais la négation (simple) du deuxiéme membre disjonctif plus=
la formule disjonctive n'entrainent point la vérité du pre-
mier membre disjonctif.

Résumons tout cecl en signes :

a)..Régles d'inférence valides :
p i aqVp
P
p*tq
pVa
_ p*tq
b) Régles d'inférence non valides :

p ::: pvVq
ptq , Np ::: g
pvq , Ng ::: p
pVag ::: gVp

(Pour é&tre exacts, il faut dire que chaque: prémisse
des régles d'inférence valides ~-celles du groupe (a)- doit =
atre préfixée d'une occurrence du foncteur '!'B!'). On voit bien
maintenant que-la dérivation d'une aporie ne peut pas &tre =
faite selon le premier des procédés énoncés par Popper.

e}
+
o]

q
q

a8 oo

e s

=
o]

’

Venons—en au deuxiéme procédé.

loi de contraposition inférentielle. 51

p, 9 :::
est une régle d'inférence valide -nous dit Popper~, alors

p , non-r ::: non-q , e
l'est aussi. Nous repoussons résolument cette affirmation.
Clest le cas uniquement si le 'non' est une surnégation (i.e.
'il est absolument faux que'). Pour la négation simple, i1
s'agit d'un sophisme. Rien d'étonnant que le syllogisme en =
Baroco présenté par Popper comme exemple soit si implausible:
il n'est valide, en effet, que pour certains foncteurs condi-
tionnels et pour certains foncteurs de négation, mais pas du
tout pour n'importe quelle lecture de 'tous ...sont---' et de
tquelque ... ntest pas---!'. (Nous aborderons avec plus de dg
tail ces problémes zu Chapitre 5 de ce Livre).

11 se fonde sur une

Une autre présentation de l'argument qui prétend con
clure n'timporte ?uoi 4 partir dtune contradiction se trouve =
chez C.I. Lewis (L:28, p.l124n.). L'argument est sophistique=

s'il vise la négation simple, car il comporte un pas Incorrcct



11

4 savoir-: "s'il est vrai que ou bien p-et-q ou bien p-et-nm
q, et qu'il est faux que p-et-non-q, alors p-et-q"; en nota-- .
tion symbolique : "p.q+(p.Nq).N(p.Nq)C.p.q". Cette formule sg
rait valide si le syllogisme disjonctif était valide pour la
négation simple et la disjonction simple, c-a-d stil était =
vrai, pour tout p et tout q, ceci : "p+q.NqCp". Mais, comme= .
nous venons de le voir & propos des arguments de Popper, .cet- -
te formule n'est point valide, loin s'en faut. (M. le Profes
seur Routley'a d'ailleurs souligné que les logiques dialecti-
ques -i.e. simplement inconsistantes- et les logiques relevan
tes s'accordent pour rejeter le syllogisme disjonctif; tout au
moins -voudrions-nous préciser- pour certains foncteurs dedis
jonction et de négation). ‘ . ' e

_ En revanche -et comme nous 1'avons indiqué & propos
du premier argument de Popper- nous acceptons le syllogisme
disjonctif pour la négation forte; mais tout . ce que cela
prouve c'est qu'on ne peut pas affirmer et surnier en méme =
temps ( ou nier et suraffirmer en méme temps) une proposition’
ou une phrase sans impliquer par 14 n'importe quoi, ce qui ex
clut les surcontradictions mais permet les contradictions.

LIt

§7.- Nous avons jusqu'ici d'un c8té caractérisé les systémes=
de logique contradictoires, et examiné d'autre part les réfu-
tations courantes de la contradiction comme conduisant inéluc
tablement a la trivialité. Mais quels sont les motifs qui =
poussent les partisans des logiques contradictoires a mettre=
sur pied de tels systémes?. Ce sont des motivations de plu--
sieurs ordres et pas toujours colncidentes. Nous en avons ex
posées plusieurs-dans 1l'Introduction de cette étude; nous élu
ciderons certaines d'entre elles dans le Livre IIL. Bornons-
nous ici & traiter d'une motivation & caractére plus purement
logico-formel que d'autres : nous voulons avoir une théorie =
des ensembles flous, car nous admettons -avec d'autres logi--
ciens et mathématiciens~ l'existence du flou, de l'entre-deux,
du ni oui ni non (il y a des hommes qui ne sont ni chauves ni
non chauves, des terres qui ne sont ni fertiles ni non ferti-
les, etc.). Or, dira<t-on, ne suffit-il pas pour un traitemert
adéquat-du flou de renoncer au principe de tiers exclu ou, =
dtadmettre des négations du principe de tiers exclu sans’ por-
ter atteinte ni au principe de:contradiction ni au RC (ef. "=
1%¥introduction de cette étude, p. 4)? Non., Voyons pourquoi.

S'il y a des situations floues, ol on peut dire, =
pour quelque p, que ni p ni non-p, alors il ne suffit pas de
renoncer au principe de tiers exclu : il faut en nier des ins
tances, c-a-d il faut ddmettre des contre-exemples & ce prin-
cipe (autrement on ne pourrait pas faire de telles affirma---
tions). Car il n'y a pas seulement des raisons pour s'abste-
nir de dire de quelqu'un qu'il est chauve et pour stabstenir=
aussi de dire qu'il n'est pas chauve : 1l y-a des raisons powr
dire qu'il n'est ni chauve ni non chauve, i.e. qu'il n'est pas
cthauve et qu'il n'est pas non plus non chauve. Or, si d'uncd
té il faut nier certaines instances du principe de tiers ex--
clu, d'autre part il faut aussi asserter ce principe. Dés =
lors nous avons, pour chaque p, "pt+Np"; et, pour quelques p ,
‘"N (p+Np)"; donc, par la loi d'adjonction, pour quelques p ,
"p+Np.N(p+Np)", c-a-d une antinomie, un contre-exemple du prin
cipe de non-contradiction: : '

Pourquoi faut-il garder le principe de tiers exclu?
Parce que ce principe joue un réle majeur dans l'économie de=

notre pensée rationnelle et jouit d'une évidence admise par =
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tout le monde, hormis les intuitionnistes. Il se pourralt na
turellement que les -intuitionnistes eussent raison, si 'le seil
argument 4 avancer contre eux ft lecur situation mlnorltalrc.
Mais en fait 1l'essentiel réside dans le fait que dans la gran
de majorité de nos fagons habituelles de raisonner le prlnc1—
pe de tiers exclu Jouo un role maJeur et qu'on peut méme sup
poser. que. ce 'principe ~gous une version ou sous une autre-est
3 la base de tout raisonnement (tel fut ltavis du P. Pilerre =
Fonseca, S.I., le principal auteur du famcux Cursus_Conimbri-
censis, au XVI® siécle; nous aborderons cette question dans la
Section I du Livre III) Lthomme de la ruc emploie ce princi
pe d'une maniére prépondérante : oul ou non, c'test vrail -ou ce
n'est pas vrai, tu le veux ou pas, etc. Pourquoi sacrifier =
des vérités ev1dontes seulement parce qu'elles sont mutuelle-
ment contradictoires, au lieu d'accepter précisément la contra
diction?

_ Nous sommes donc entiérement dl'accord avec Neil Coo
per, de 1'Université de Dundee, pour reconnaltre (C:22, pl6l:r

the Classical Law of Excluded Middle (CLEM) is so funda--
mental in our thought that in some form or other it cannct
~but be assumed and made use of even by those who profess=
"to reject it.

Bien gntendu, nous n'tacceptons cette phrase que di-
ment interprétée, & savoir : interprétant 'loi classique do =
tiers exclu"dans le sens de : validité du théoréme "p+Np" =
pour chaque substitut de p; non pas, p.ex., comme une forme =
de la version forte du principe de bivalence, que nous n'tac--
ceptons pas. Mais malheureusement, ce que Neil Cooper semble
entendre par 'loi .classique de tiers exclu' est quelque chose
de beaucoup trop faible. Dans cette mesure, notre approche =
est plus classique gquz la sienne. Nous avons l'impression que
-Cooper aseptise & ce point ladite lol qu'elle devient anodine,
voire banale; car il rejette le principe d'instanciabilité cse
lon lequel chaque instance d'un schéma ou lui velide: est.une=
thése valide. Si 1l'on agréait ce rsjet, chaque loi logiquede
viendrait inefficace, car toute instance substitutive génante,
‘d'un certain point de vue, pourrailt &tre taxée de non-sens
sans que la lol et & en pdtir. Le tranchant de la logiqueen
seralt plus que considérablement émoussé. Pour nous, si lalo
gigque n'est pas un pur jeu dans le vide, ses lois d01vent are
appliquées, obligatoirement. a toute instance substitutive. =
Que l'approche de Cooper aboutit & évacuer tout contenu de la
loi de tiers exclu apparait encore plus clairement a la finde
ltarticle que nous commentons, lorsqu'il tire la premiere de=
ses conclusions (C:22, p. 1793 : Tt

The Classical Law of Excluded Middle is fundamental inour
thoughty but it is not applicable to each and every disjunc
tionof a statement and its ordinary contradictory. For =
there are hidden implications or concealed conditions which
cause disjunctions to fail in logical comprehensiveness.=
The requirement of logical comprehensiveness represents =
one logical ideal among others which may be Vlolut&d with
out self-contradiction.

Mais précisément ce que la loi de tiers exclu affir
me c'est que chaque disjonction d'une phrase et de sa .négation
posséde la compréhensivité logique, c-a-d qu'elle épuise les=
alternatives. L& position de Cooper réduit la logique & une=
situation d'impuissance, comme une espéce d'idéal régulatif.s=

S1 nous nous sommes appesantl sur la conception de
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Cooper & propos de la loi de tiers exclu c'est que, si l'on =
devait accepter une -telle interprétation, l'adm1551on conjoin
te du principe de ticrs exclu et de la reallte des situations-
floues n'entrainerait pas la nécessité dlaccepter des contra-
dictions. En effet : de ce que "p+Np" ft un schéma valide ,
il ne decouleralt pas gue, pour chaque fbf q, "q+Ng" fat vall
de. De&s lors, méme si -par hypothése- nous avions un cas ou
"N(q+Nq)" fOt vrai, i ne s'ensuivrait pas forcément que la
phrase dont cette dernlere phrase est la négation -a savoir :
"q+Nq"- dfit étre assertée elle aussi; ni donc que la loi d'ad
Jjonction nous contraignit d'admettre, pour au moins un r, =
"r.Nr" (r.étant, en l'occurrence, "q+Nq"). Nous avons Vi quel.
seralt le prix A payer pour ev1ter la contradiction par ce =
blalS.

D'autre part, on peut démontrer que, méme sans con=~
sidérer la nécessité de garder le principe de tiers exclu, la
simple nécessité dradmettre des négations d'instances de ce =
principe éntraine la nécessité dladmettre des contradictions,
pourvu que l'on veuille garder les lois de DeMorgan et la loi
involutive de la négation, plus la commutat1v1te de la conjonc
tion. (Ce fait, bien, connu, fut prouve il y a longtemps par=
Church; des obgectlons ont été soulevées contre ses arguments
mais elles ne nous paralssent pas convalncantes) :

Chapitre 2.- A PROPOS DE PLUSIEURS SYSTEMES DE LOGIQUE PARA-Y
| CONSISTANTE ET DE:LEURS RELATIONS AVEC A

§1.- L'emprise exercée par le RC expllque que la construction
de systémes de logiqué contradictoires soit toute récente. Na
guére les partisans de la contradictorialité du réel s'abste=-
nalent soignéusement de tout rapport avec la logique formelle
et, de ce falt discréditaient la thése méme qu'ils voulaient
soutenlr, a tout le moins aux yeux des tenants de la rigueur=
et de l'exactitude. On peut considérer que Vasil'ev fut, aec
Lukasiéwicz au début du siécle un précurseur des loglques =
contradictoires ou tout au moins des logiques paracon51stan-~
tes. Mais la premiére logique paraconsistante fut presentee“
dans 1'important article de Jaskowski J:7, exposant son systé
me de logique discursive. Il y eut ensulte les travaux de=
da Costa. Et depuis'd peu prés une quinzaine d'années -mais=
surtout pendant les toutes derniéres anriédes- il y a un foism-
nement de travaux sur la logiques paracon51stante en Pologne,
au Brésil, a Canberra, & Pittsburgh; vers lesmémes dates vit
le jour, én Californie, la théorie des ensembles flous de Za-
deh. Jusqu'ici on n'a pas.etabll suffisamment de liens entre
la logique paraconsistante et la théorie des ensembles flous=
(mais certains travaux ont été écrits sur ce lien; p.ex. S 8).

Ltétat actuel des recherches en logique contradlctn
re et paracon51stante est exposé avec détail par Arruda dans=
A:11, qui contient une blbllographle étendue et souléve beau-
coup de questions fort intéressantes pour des développements=
ultérieurs de la recherche. (Un autre travail d'ensemble sur
le sujet est T:ik). , :

Comme nous l'avons dit au chapitre precedent une =
classification récente trés approfondie de ces systemes a été
réalisée par M. Diego Marconi, de 1'Université de Turin. Mar
coni propose des clas51flcatlons aussi bien sémantiques que =
syntaxiques et étudie les rapports entre la paracon51stance =
syntaxique et la paraconsistance sémantique.
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§2.- Jaskowski, dans J:7, posa un probléme et y apporta une=

premiére solution . Le probléme de Jaskowski est celui-ci :y
a-t-il des systémes de logique qui permettent des extensions=

simplement inconsistantes non saturées? Le systéme Dy cons--

truit par Jaskowski dans J:7 constitue le premier cas d'untel

systéme de logique sententielle. Dy est connu comme 'logique

discursive!, car l'intention de Jaskowski c'était de formall
ser des discussions ol deux interlocuteurs échangent des pdnts
de vue non absurdes mais peut-&tre mutuellement contradictol-

res. Le systéme Dz de Jaskowski est construit sur la base du
systéme modal S5. Pour le construire on prend chaque théore
me de S5 de la forme "poss(p)", ol "poss" est 1l'opérateur de

possibilité; on en retranche le préfixe 'poss' et on élimine=

toutes les formules qui contiennent des foncteurs ou opératams
autres que la conjonction, la négation classique et deux opéra
teurs qu'on peut définir dans S5 comme sult (si 1C' est lecon
ditionnel classique et '.' la conjonction classique yoe 1)=

/pdiscimpa/ eq /poss(p)Ca/ ; 2) /p&ka/ eq  /poss(pl.a/. =

(Nous suivons ici, non pas la présentation originelle, mals la
présentation plus élégante que de Dy offrent da Costa et Dubi
kajtis dans C:31, p. 45; on y trouve, & la p. 46, une nouvellc
axiomatique de D2, conforme a ce choix dtopérateurs primitife.

Notre conjecture est la suivante : on peut obtenirs=

D, & partir de As comme suit. On construit d'abord un frag--

mént As! de As tel que : As' ne contient d'autres foncteurs =

que F, B, . et +. Le résultat de substituer & chaque théoreée-

me g de As' de la forme "Jp" -i.e. "FBFp"- p lui-méme (c-a-d,

le résultat.de retrancher de q le préfixe 'J') est la J-trans
formée de q. L'ensemble des J-transformées de tous les théo-

rémes de As' constitue Do, si 1'on retranche en outre toutes=

les formules qui contiennent d'autres foncteurs que la corjong
tion '.', la négation 'F' et deux autres foncteurs définis =
respectivement comme /JpCq/ et /Jp.a/.-

Notons que, méme si cette conjecture stavérait fon-
dée, cela ne prouveralt pas que aAs solt une extension (conser
vative ou non) le Dp. On peut toutefols prouver aisément, =
en choisissant une fonction de traduction différente, que as=
est une extension non conservative de Dy; mais le résultat le

“plus intéressant ce serait de prouver que, pour quelque choix
appropriée d'une fonction de traduction, As est une extension
conservative de Dy. Mais un tel résultatest au-deld 'de notre
eonjecture.

| Comme nous le disions au §1 de ce chapitre, la logi
que discursive de Jaskowski a été l'objet récemment de recher

- ches approfondies. Le professeur Kotas, dans K:21, avait dé-
ja prouvé que Dp est finiment axiomatisable et avait analysé=
les relations entre D2 et S5. Kotas avait aussi présenté unc
approche algébrique de Dy dans K:22. D'autres études sur Dz=
et sur le résultat de retrancher le préfixe Jde possibilitédes
théses de systémes modaux classiques différents de S5 on gté=
effectuées et présentées dans K:23 (ol Kotas prouve, en parti
culier, qu'il n'y a aucune matrice finie caractéristique de =
Do), dans F:11 (ol 1l'on pruve que Dz est le résultat de sou--
mettre & ce procédé de retranchement non seulement S5, mals =
tout systéme modal normal dans l'intervalle de SL & S5, inclu
sivement ), dans B:25, . B:27 et K:lhk -ob l'on trouvera surtout
une ¢tude sémantique de Dp-. '

§3.- Un systéme de logique quasi-inconsistant a été proposé¢ =
par Tadeusz Kubinski dans K:24. Le systéme contient, outre =
les signes de l'ontologie de Lesniewski (dont liepsilon, que
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nous transcrivons ci-dessous par simple concatenatlon et pour
lequel Kubinski propose cette lecture : 'xy' : 'x est & coup=
sir y') un signe 'N', 'Nx! pouvant &tre lu comme 'non-x'. Le
predlcat que nous transcrlvons par la concaténation est carac
térisé par le scul axiome de l'ontologie de Leskiewski plus =
l'axiome suivant :
xy C=(xNy )
(o 'C? ‘est le foncteur conditionnel et '-!' le foncteur de né
gation). Kubiski définit ensuite un autre prédicat -que nous
transcrivons 'i', comme suit :
/xiy/ eq ~/xy+.xx.-(xy).-(xly)/

(ol 1+7 est le foncteur de disjonction et '.! celui de conjone
tion). T'xiy' doit &tre lu comme : 'Xx est y'. Dans ce syste-
me la formule suivante est un théoréme "ExEy(x1y xiNy) ' (oU=
'E' est le préfixe du quantificateur existentiel ou particu--
lier). Comme on le voit, le systéme n'est pas inconsistantni
méme paraconsistant : aucune formule ne peut étre affirmée et
niée, Mais il y a une opération de quasi-négution ou négation
du seul prédicat (au sens de la vieille logique), négation qui
ne nie donc pas la phrase toute entiére, en vertu de-.laquelle
une formule et sa quasi-négation peuvent &tre vraies toutes =
les deux. Un systéme semblable dev1ent inconsistant si l'on

ajoute . ’xy+xNy' aux axiomes.

§4.- Un systéme paracon81stdnt de logique tétravalente a été=
proposé par Nuel D. Belnap Jr. (cf. B:24 et B:9). L'idée ca
trale de l'approche de cet auteur c'est celle de forger unelo
gique utile comme instrument de déduction (en particulier de
déduction d'une machine) qui n'exclue pas la présence de pré-
misses mutuellement contradictoires et qui s'abstienne d'en =
conclure n'importe quoi. Il faudrait,.d'aprés l'auteur, arri
ver & formaliser une stratégie pour l’abandon d Tune partle de
1tinformation lorsqu'on découvre une inconsistance (simple).=
En attendant de pareils résultats, nous dit Belnap, 'my compu
ter can only accept and report information without divesting=
itself of it'. Voici les tables de vérité du systéme de Bel-

‘nap. Il y a quatre valeurs : V (vrai), F (faux), N (neutre)=
et B (both). La seule valeur de81gnee est V ¢

e C |ynpF &| VNBF  +| VNBF
VI UNBF | TV
o lh ¥ e N| NNFF N| VNVN :::
5 Ix AL B| BFBF B| VVBB
r e F| FRFF  F| VNBF

Dans ce systéme on a, entre autres, les principes =
suivants : la loi de contraposition; commutativité, associati
vité et distributivité mutuelle de 1la- conjonction et de ladis
jonction; involution; lois de DeMorgan; transitivité, réflexi

- vité et antisymétrie du conditionnel. Mais la formule suivan
te n'est pas un théoréme ;f"pC qC.p&q®.

Ce systéme de loglque permet l¥existence de théories
51mplement inconsistantes et non triviales. Il bannit en re-
vanche les théories antinomiques. En effet : des premlsses ps
fop", il ne découle pas q; mais de la prémisse "p&-p" il décou
le n'importe quoi. Naturellement, pour éviter que toute théo
‘rie simplement inconsistante ne- dev1enne antinomique, Belnap=
‘sacrifie la lol d'adjonction, comme nous venons de le consta-

“ter.
: Nous ne traiterons pas dici des motivations intuiti-~
ves de Belnap, de son approche algébrique (la construction de
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treillis approx1matlonnels et de treillis logiques), de sa no
tion d'états épistémiques, etc. Car, au-deld de l‘lnterpreta
tion de Belnap, nous pouvons en proposer une toute autre : V
serait vrai, tout court; F, faux, tout court; B, vrai & un =
certain p01nt de vue et fdux a un autre p01nt de vue; N, faux
au premier de ces deux points de vue-la et vrai au secondpmrt
de vue. Bien que, & notre avis, dans cette interprétation la
matrice du conditionnel. soit lnddequate (quton la congoive ou
non comme implication strlcte), nous voyons néanmoins -comment
cette logique tétravalente, ainsi 1nt@rpretee peut justifier
l'existence de théories 31mplemmnt inconsistantes, ol 1l y au
ra des thé&ses vraies & certains égards et aussi ips négations
de ces théses; dans ces théories une phrase serait assertable
pourvu qu'elle fGt vraie 4 un point de vue tout au moins.

Un autre fait mérite d'étre signalé : comme nous le
verrons dans l'Annexe N° 1 de ce Livre, As est une extension=
conservative de chaque logique caractorloee par une matrice =
finie. Il en ressort -que As est une extension CODS@TVathPde
la logique tétravalente de Belnap que nous venons de congidé.-
rer. _

§5.- Venons-en aux systémes proposés par le professeur da ng
ta et ses collaborateurs. Le professeur da Costa construilsit
tout d'abord (C:39) une chaine de systémes de Iogique senten-—-
tielle, C,. C, est le CSC (calcul sententiel classique). On
passe de Bn-l 4 Cp en affaiblissant certains axiomes. De ce=
point de vue-1la, Cj est plus faible que C Go plus faible que
C1 etc. Toutefois, da Costa prouve (C: 27? que dans chacun de
ces systémes, pourvu que n soit flnl il y a un foncteur dené
gatlon deflnlssable pour lequel toutes les propriétés de la =
negatlon classique sont valides. Par suite, il serait loisi=
ble de considérer chacun des systémes finivalents G, , non =
pas. comme un affaiblissement de la loplque clasolque maLs =
comme une extension conservative du CS5C. :

On peut transcrire les signes du systéme C, de da =
Costa comme suit : la négation sera '-'; la conjonctlon, '&!'
la disjonction, '+7'; le conditionnel, 'C'. Da Costa introduit
en outre le symbole '°!' qu'il définit ainsi (dans notre tra--
duction) : /p°/ eq /-(p&-p)/. Les postulats du systéme, ain
si transcrit, sont

1) pC.qCp 9) 'pCrC.qCrC.p+qCr
2) pCqC.pC(qCr)C.pCr 10) p*=-p

3) p, pGqg ::: q 11) --pCp

L) p&qCp 12) q°C.pCqC.pC=qC-p
5) p&qCq 13) p°&q°C(p&q)®

6) pC.qC.p&q 14) p°&g°C(p+q)°

7) pC.p+tq 15) p°&q°C(pCq)°®

8) qC.p+q

, -Parmi les formules non valides dans ce systéme figu
rent, p.ex. :

-pC.pCq -pC.pC-q . - pC.-pCq pC.-pC-q

p&-pCq p&-pC-q . pCqC.pL-qC-p pC--p  -(p&-p)
p+q&-pCq -p*tqC.-pCq pCqC.-qC-p  p=--p
§6 - On remarqueré qu'une traduction homographigue de ces =

81gnes de notre . transcription du systéme Cj vers As ne donne-
rait pas pour résultat le fait que As est une extension con--
servative de Ci. Clest pourquol nous tenterons une traduc-
tion Jdifférente. (& partlr de maintenant les signes sont uti
lisés comme exprimant des foncteurs de &g) Nous commenqons*~
par des définitions : /pcjdcq/ eaq /p&bq/ /pd]dcq/ eq
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/L(p+ta)/ ;/pcnddcq/ eq /pCLa/. La négation utilisée serait
toujours '-'. Sur cette base, nous retranscrivons les axio
“mes et ‘régles d'inférence du paragraphe antérieur en.substi--
“tuant & fC' ‘t'cnddet; & f+', 'dide’; a '&', 'cjde'; quant au =
signe '°', on peut le définir ainsi : /p°/ €q —(pcjdc-p)/; =
or il se fait que, Jans As, cette définition est ¢quivalente=
3 "N(p&-p)", ce qui & son tour équivaut a "FSp". On peut =
constater que les biconditionnels suivants sont valides dans=
As ¢ ’ : ‘
pcjdeq=.p.q pdjdcq=.p*+q pcnddecq=.pCq ,

De nombreuses formules qui ne sont pas valides dans
C1 ne le sont pas non plus dans As sous cette traduction. Ain
sI le principe de non-contradiction qui n'est pus une these de
Cy serait traduit comme "-(pcjdc-p)", qul n'est pas non plus=
une thése de As; cette formule équivaut & celles=-ci, qui nous
sont plus familiéres : "FSp", "Hp+Fp", "H(p+Np)", lesquelles,
bien entendu, non seulement ne sont pas valides dans As mais=

rendraient As trivial si on les ajoutait comme axiomes. Drauy

tres formules, comme celle s que nous avons énuméré au §5, aui
ne sont pas des théses de Cy auraient des traductions qui ne=
sont pas non plus des théses de As. - Enfin, la-négation forte
1.%1 du systéme C,, qui a toutes les propriétés de la négatim

classique et que %a Costa définit comme "-p&p°" aurait pour=
traduction, en vertu des équivalences internes de As et des
traductions de la conjonction et de la négation, 'F', qui a
elle aussi toutes les propriétés de la négation classique.

ol

Malheureusement, le fragment de As qui contient com

me constantes logiques les seuls foncteurs 'c¢jde', 'djdc',
tendde!, et '-!' {appelons-le Asdc) n'est pas equivalent a Cy,

car 11 y a des formules qui sont des théoremes de Asdc sans =
118tre de C]; p.ex. celles-ci : "FS-p" (i.e. "-(-pcjdc--p)" ;
"FS{pcideq)’; "FS(pdjdca)"; "FS(pecnddcq)"; dans la notationde
da Costd ces formules seraient : "(-p)°", "(p&q)°", "(pVqg)°",
et "(p:)q)OV’, . . : o o

Nous n'avohs donc pas prouvé que As soit une exten-
sion conservative de Cj. Notre conjecture cependant clestque
Asdc équivaut & une extension non conservative de C1, & savolr
celle qu'on obtient en ajoutant aux axiomes de C1 les quatre=
formules susmentilonnées.

Alves (A:8, pp.s 92ss) montre l'existence d'un nom-
bre infini de calculs intermédiaires entre C, (i.e. le CSC)et
C., en ajoutant un de ces postulats & Cj (ici nous prenons de
n%uveau le signe 'C!' comme simple transcription du crochet em
ployé dans la notation originelle) : "pC--p"; -pC---p", etc.
I1 prouve (ibid. p. 100) que la premiére de ces formules équi
vaut, dans C,, & celle-ci : "(-p}°Cp°". Eh bien!, si nous re
traduisons cg&s formules selon la fonction de traduction propo
sée au début de ce méme paragraphe, et que nous ajoutons la =
derniére formule mentionnée (ou son équivalente) aux postulats
de Asdc, nous obtenons le CSC, car nous obtenons npet (i.e.
"FSp") comme théoréme. '

Relevons que si notre conjecture s'avere fondée et=
que Asdc équivaut a C3 + "(=p)°Ma, 1téquivalence concernerait=
seulement la classe des théorémes de logique prouvables dans=
les deux systémes. I1 subsisterait une différence entre eux=
pour ce qui est de leur capacité comme logiques sous=-jacentes
d'autres théories, puisque Asdc, étant un fragment de AS, . ne
rendrait pas valide la régle du MP pour 'cnddc', sauf précisé-
ment pour le cas des théorémes de logique (autrement 1l faut=
soumettre la régle a des restrictions).
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Les rapports entre As et Cn (pour n plus grand que 1) sont en
core plus difficiles & cerner. Il nous semble que 1tétude de
ces relations Jdtenglobement est un sujet de tout premier orde
pour Jes recherches futures.

On passe de Cp & Cp41 en affaiblissant les axiomes=
12 & 15, cowme suit. On introduit deux abréviations,p®°...°,
ol le symbole '°! apparait n fols, s'écrira p; po&p &. . &ph
stécrira pB. Chaque systéme Cp+l est engendré & partir de Cp

en remplacant dans les axiomes 12 & 15 le symbole V()1 par=
le symbole (n*l). Enfin, le calcul Cwest la limite de tous=
ces calculs, car 1l en résulte par  retranchement des axio

mes 12 & 15. Tous ces systémes sont non seulement non triviux
mais non contradictoires et simplement consistants. Le plus=
faible c'est Cud , pour lequel la loi de Peirce n'est pas vall
de. Des lors, il y a une chose qu'on peut dire de chacun®
des calculs C., pour n fini, et qu'on ne peut pas dire de Cuy,
a savolr qu’i& est une extension conservative du CSC.

Les systémes C, possedent beaucoup de propriétés ma
thématiques intéressantes; p.ex., tout théoréme du calcul sen
tentiel positif intuitionniste est une thése de chacun descal
culs C,; toutes les regles et tous les schémas valides du ca.’
cul positif sententiel classique sont valides dans chacun des
systémes Cy (pour i fini). Arruda, dans A:lk, a prouvé des =
propriétés fort importantes de l'axiomatisation de da Costa :
les postulats de la négation sont indépendants; ces calculs =
sont indécidables par des matrices finies; dans ces calculs |
1s réduction de négations est impossible. Beaucoup d'eutres=
aspects de ces calculs ont été étudiés synthétiquement par Al
ves dans A:8. Dans chaque calcul G, est valide un schéma du
type pytppt...tpnt2, tel que pour~cﬁaque i et J tels -que i%j,
p.&ps &st une surcontradiction qui rendrait Gn aporétique,i.e.

1. . . N . . . A
tFivial. Dans As, pour. chaque nombre fini n, 1l y & uh rombre

infini de tels schémas. Voici, p.ex. une chaine de tels schg
mas (on peut en formuler une infiniteé dtautres) :

Pp+PNp  Dp+PSp+Ellp  Ep+PSp+(ENp.Pp)+Plip

Pp+PSp+ (Blp.Pp)+ (Pp. Plip) +ENp

Pp+PSp+ (ENp. Pp)+(Pp.ENp)+ (ENp . FPNp ) +PNp
£p+PSp+(ng.Ep)+(§p.§Np)+(ENp.FENp)+(Ep.ENp)+.Ffp.§Np

etc. '
Une différence significative entre les systemes Cp =
et As est celle-ci:chacun des systémes Cp peut &tre transfor
mé dans le CSC par renforcement des axiomes; Cy, p.ex., demnt

Co ~c-a-d le CSC- en lui ajoutant "p°". En revanche, As, =
tout en étant une extension conservative de CSC, ne peut pas=
8tre transformé par 1l'ajout d'axiomes dans le CS5C; en fait, =i
1'on ajoute aux axiomes de As la formule "FSp© (que 1lton pour
rait considérer comme une traduction de "p°" des systémes Cpj,
le résultat est un systéme trivial, car on pourra démontrer

"FSi", ce qui équivaut & '0'. La raison en est que, sl lesys
téme Cp -pour chaque n- est paraconsistant, il n'est pas in--
consistant, tandis que As est un systéme contradictoriel, donc
simplement inconsistant. _ ‘

§7.- Le professeur da Costa a développé ensuite une chaine de
logiques quantificationnelles de premier ordre sans égalité =
(C:L40); une chaine de logioues quantificationnelles de premicr
ordre avec égalité (C:41); urnie-chafne de calculs dedes
criptions (C:42); enfin, une chalne de théories des ensembles
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construites & partlr de NF (New Foundations, de WQuine) (C: L3,
C:45). Les systémes de logique sont non contradlct01res mais
les théories des ensembles NFl, lorsque i est plus grand queQ,
sont: contradlct01res quant & NF, clest simplement NF.

De méme- que plusieurs theorles classiques des ensem
bles, les calculs NF. ont dd subir un processus de réélabora~
tion pour en. éviter ia saturation. ~Les premiéres formulatims
du principe de compréhension (ou de séparation) engendraient
des apories. (Notons que le surgissement de telles difficul-
tés ne constitue nullement -soit dit en passant- 1l'apanage de.
systemes qui se veulent 51mplement inconsistants : des systéw- .
mes qui se voulaient surconsistants élaborés par Frege, ‘Churcdh,
Quine, Curry et dlautres 1oglclens parmi -les plus . emlnents se
sont averes triviaux et ont dd étre réélaborés). L'histoire=
de ces réélaborations successives des calculs NFj -c-a-d -des
reformulations successives de l'axiome de compréhension:pour=
lesdits calculs- peut &tre suivie en lisant A: 16 C: 44,_h 10,
A:12, A:13, A:15, A:1l, A:19, C:27. Nous considérerons ici =
deux versions, apparemment non triviales, des systémes NF;, =
proposées toutes les deux par Arruda (respectlvement dans A:ll

A:19), que nous appellerons NsF et NpFi'

'COmmengons par NsF;. L'axiome de séparation est ce
lui-ci (si i est flnl? -nous.  transcrivons- i '
"EyUx(xy=p/X/)", pourvu que x et y soient des variables dlffe
rentes, qu'aucune occurrence libre de y ne figure dans p et
que p 501t une formule normale, c-a-d ou bien une formulestra‘
tifiée, ou bien une des formules suivantes : '-(xx)7',.
'-(xx)&(xX) m)r 4 la condition toutefois que m soilt plus pe”
tit que 1.

Quant aux systemes NpF;, l'axiome de séparation. se
formule pareillement, avec les restrlctlons que voici : x ‘et
y doivent &tre des \arlables diverses, y ne doit pas figurers=
dans p, et p doit &tre ou bien une formule stratifiée, ~oublen
telle que : toutes les composantes atomiques de p- sont immé- .
diatement précédées d'une ou plusieurs occurrences du .symbole.
t-1, Sauf erreur de notre part, toutes nos considérations ci
dessous se rapportent. 1ndlst1nctement aux systemes NsFy etha

Los différences & 51gna1er entre NFq -pour nous 11~
miter & celui-ci- et Am sont les suivantes :

1) Dans Am .tout ensemble existe; i. e., pour n'lmporte quelle=
formule p, "Xp" de51gne un ensemble ex1stant et les enonces~
suivants sont des theéorémes de Am : ..

2pIIgp Ely(yIIp) - ‘ ' ' :

En - revanche, dans NF1 on ne peut pas afflrmer que Xp existe si
p n'est pas une formule normale. Les équivalences des deux =
théorémes -de Am que nous venons de citer ne sont pas des théo
rémes de NFl .
2) Dans Am on peut toujours instancier une these unlverselle—
ment valide du type qu en substituant dans q & la variable’x
la formule %p. De méme, d'une formule q qui contient un abs-
tracteur ®p on peut tougours tirer la conclu51on : Eyq[fp/z7
Rien de tout cela n'arrive dans NF;.

3) Dans NF, cette formule est valide -dans notre transcriptien
Ey (yIIgp)CUx(x&p=p). Cette formule, naturellement, n'est pas
valide dans Am (ni méme une version affalblle ou ll'occurren-
ce de p serait préfixée d'une occurrence du fonct@ur tgt).

L) A la différence de NFp, Am eut admettre (si !'F! est la né
gation forte des deux systémes x&XF (xx) I1gF(xx) ~ (et, natu-
rellement, le résultat de remplacer dans cette formule le foric
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teur d'équivalence stricte 'II' par le simple blcondltlonnel~
fort '=! ést aussi un théoréme de am). - :

5)-Le principe de compréhension de NFy est en un sens plus fort
et en un autre sens plus faible que celui de am. Plus fort ,
en ce que, d'un cdté, il stapplique a tout individu (alors que
Am exclutl'abqolument ‘réel du champ de ce principe) et, d'au-
tre part, il n'introduit aucune atténuation pour ce qul est =
des condltlons d'appartenance & une classe, (c-a-d pour ce quil
est des rapports entre la satisfaction d?une matrice et l'ap-
partenance & la classe correspondante), tandis que Am intro--
duit le foncteur atténuatif 'g!. Plus faible, ence que la classe
des matrices normales -i.e. abstractivement recevabLes dansno
tre terminologie & nous- est plus vaste dans Am que dans NF7.
I1 faut néanmoins nuancer cette derniére remarque, car, si =
d'un c&té Am-autorise comme abstractivement recevables bien
des matrices que NFj7 ne considére pas normales, pour dlautres
matrices, en revanche, c'est le contraire qui se produit. Dans
NF; la classe russellibnne,est admise comme ayunt une matrice
normale, ce qui n'est pas le cas pour Am. Il faut pourtantre
lever que, contrairement & ce qui arrive pour NFj, des classs
caracterlsees par des matrices non normales (non abstractlve~
‘ment recevables) peuvent, dans Am, faire 1l'objet d'une séric-
dtaffirmations concernant les conditions d'appartenance dun=
élément quelconque auxdites classes; clest ce qui se passe =
pour la classe russellienne (cf. les théorémes 422,40ss dans=
l'Annexe N° 2 du Livre I de cette étude); certains de ces théo
rémes de Am concernant la classe russelllenne ressemblent de=
trés prés a des théorémes de NF Mais NFj contient des théo
remes sur la classe russelllenne auxquels rien ne correspond=
dans Am, si ce n'est des théorémes & propos de classes néo-ms
~ selliennes ou para-russelliennes, telle neor, qui n'existent=
pas pour NF ,
f 6) Une autre formule valide dans NFy et non valide dans Amest:
Ux(xy=N(xy)).

7) Dans Am on peut affirmer les conditions d‘dnpurtenunce ade
nombreuses classes & matrice non stratifiée ol aucun foncteur
de négation ne figure:; p.ex. les deux formules suivantes sont
des théorémes de Am : Ux(Hx+.x®(BPx&xx)ILgBLPx.xx) ;

Ux (Hx+. x®(BYxbxx ) TT. gBLYx xx). Rien de tel ne semble Btre le
cas dans NF

8) Enfin -e% ceci résume peut-8tre toute la différence- cette
autre formule, valide dans NFp, ne l'est pas dans Am :

Ey(y(yllﬂp)=E‘!yUX(xy=p)-

Si 1'on peut dire, grosso modo, que NFj est une fa
mille de systémes: plus proches des théories des ensembles clas
siques que ne l'est Am, il faut cependant relever l'existence
d'une théorie fortement "hétérodoxe" proposée par arruda, & sa
voir NsF:+P6, P6 étant le post lat suivant (cf. n.ll,p 2L
Ex y(x+y&x—1x&y=1y&Ux(x—1xC(xx) 1 Le sens de ce postulat
c'est qu'il y a au moins deux 1nd1v1dus (au sens quinéen du
mot, un individu étant une chose identique au singleton qui le
contient comme seul membre) et que tout individu est absolu--
ment et sans restriction membre de soi-méme.

it

Cela dit, il faut mettre en relief que, .en deplt de
toutes leurs divergences NFy et Am sont des systemes étroite
ment apparentés quant a leur 1nsp1ratlon et qui possédent =
beauooup de propriétés en commun. Ils sont tous les deux des
systémes contradictoriels. Ils reconnaissent tous les deux ,
p.eX., l'existence de la classe de toutes les classes qui ne
s'appartiennent pas 4 elles-mémes {encore que cela ne soit pas
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propre aux théories des ensembles contradictoires, car un sys
téme classique comme ML de Quine reconnaft lui aussi l'exister
ce de ladite classe). 4 cause de leur envergure, les recher-
ches métamathématiques approfondies que, sur lss systémes O3
et NF; ont été effectuées, dépassent de beaucoup le cadre de
ce.que nous pouvons exposer dans ce chapitre. Mais, vu la pa
renté entre ces systémes et celui que nous proposons dans cet .
te étude, une ultérieure recherche comparative plus poussée =
nous semble indispensable. g : '

§8.- Parmi les nombreux travaux consacrés & une €lucidation =
métamathématique des systémes Cj et NFy citons : 4:10, a:l7
C:25, R:8, L:19, C:26, S:7, A:12, 4:13, k:l4, a:l5, F:5, a:16.
Da Costa et hlves (C:28, C:29; cf. aussi A:8, pp. 53ss) propo
sent notamment une sémantique quasi-vérifonctionnelle, = avec
des quasi-matrices aléthiques, et un procédé de décision; ils
prouvent, de ce chef, la non-trivialité des systémes Cj et, =
par surcroft, leur décidabilité. Un autre aspect trés fécond
de leur étude c'est la possibilité de construire des calculs=
modaux C;T, G434, C3B, G455, respectivement similaires auxcal
culs modaux bien connus T, S4, B et S5, fondés sur le C5C. =
Les auteurs mettent en lumiére la possibilité d'adapter & ces
calculs la technique des modéles de Kripke.

Ltalgébrisation de ces systémes a été abordée de =
deux maniérés. La premiére, par da Costa lui-méme, dans C:L0,
C:47 et C:26 (ce dernier travail écrit en collaboration avec=
Sette, qui a consacré plus tard un autre travail & la questim,
S:7). Une approche différente est celle de Fidel (F:5). A =
notre connaissance, l'étude comparative des deux approchesest
encore A effectuer. Il sera intéressant, & l'avenir, lorsqu'
une approche algébrique de Ag aura été présentée -ce que nous
comptons faire dans une étude ultérieure- d'examiner compara-
tivement ces diverses algébres. ‘

§9.~ Un autre systéme de logique sententielle étroitement ap-
parenté aux systémes C, de da Costa est le systéme DL proposé
par da Costa et R.G. Wolf dans (:30. Ce systéme vise & captu
rer la conception hégélo-marxienne de l'unité des opposés.
Nous ne pouvons pas entrer, dans le cadre de ce Livre, dans
les considérations philosophiques.contenues dans ce travail
et qui motivent 1l7élaboration dudit systéme de logique. (In-
diquons seulement, en passant, qu'il est tout spécialement sé
duisant =-pour nous, tout au moins- tout ce .qui s'y rapporte
au lien entre continuité et contradictorialité; d'une maniere
générale, C:30 est un des travaux philosophiques récents les=
plus stimulants).

Un trait caractéristique de DL, & la différence du=
systéme. C;, c'est llaxiome Al6 : "A°°=A°". Aussl "A°°" =
ntest-ce pas un théoréme de DL, tandis que c'est.bien un thég
réme de Cy. En fait, AJ6 n'est un théoréme d'aucun des syste
mes Cj. Par ailleurs, dans DL le principe de tiers exclu =
n'est pas un théordme, tandis qu'il est valide dans chacundes
systémes C;. La motivation de la non-validité du principe de
tiers exclu dans DL est celle-ci : la logique dialectique DL
doit couvrir tous les cas, aussi bien les situations de stabi
1ité que celles oU il y a une transition, un passage, celles=
qui sont aux confins du oui et du nonj; le »rincipe de tlersex
clu s'appliquerait aux premiéres, non pas aux dernieres. (Une
approche divergente de cette question est celle que nous pro-
posons dans cette étude : le principe de tiers exclu est tou-
jours valide, la différence entre les situations floues et les

monon
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non floues -une situation transitaire étant simplement un ca
pdrtlculler de situation floue- étant murquee par le fait que
dans les derniéres le principe est tout & fait vrai, ce qui =

n'est point le cas dans les premiéres, autrement ult : p est=
une situation nullement floue ssi ’H(p+&p) est vrai).

Notons que DL est un systéme simplement conslstant,
encore qu'il soit paraconsistant. DL contient, tout comne les
systémes C;, la logique classique, y compris donc les princi~
pes de non—contradlctﬂon et. de tilers exclu pour la négation =
forte. ‘

Enfin DL est pourvu d'une sémdnthue approprlee.
Le systéme est non trivial ‘et complet. Du point de vue séman
tique, la différence entre DL et les systémes €. c'est que, =
dans la sémantique qul capture DL, p et "-p" pelvent 8tre tous
les deux faux, ce qui n'est pas p0551ble dans la sémantique =
des systemes Cl. La négation, dans les systémes Ci, n'éstpas
fonctionnelle, mais elle est tout au moins qua51-fonctlonnelk
dans DL elle n'est méme pas qua51—fonct10nnelle. {(La dlfLa@n
ce est ainsi plus frappante vis-a-vis. du systéme A, ou la né.-

gation est strictement fonctionnelle).

§10.~ Une autre hiérarchie fort 1nteressante de calculs senten
tiels :paraconsistants a été proposée par Ayda Arruda (A:28 =
A:29, A:30). Ces calculs permettent la construction de thé..-
ries anaporétiques des ensembles possédant un schéma de com--
prehen51on non assujetti & des restrictions, 4 l'inverse dece
qui arrive pour les systémes NF. -pour i fini- (et aussi pour
Am). Pour y pdrvenlr on sacrifle un certsain nombre de théses;
en effet : ces systémes sont des calculs relevants, ou lesfor
mules suivantes -en notre transcription- ne sont pds des Theo

remes C.qCp pC.qC.nCqg pC.qC. p&qg
pCqC.pC(qCr)C.pCr pCqC.gCrC.plr pC{gCr)C.p&qCr
p&qCrC.pC.qCr pCqC. p&rC. g&r pCqC.p*trC.a+r

Ces calculs ne sont pas finiment trivialisables (c-
4-d que l'ajout d'un nombre fini de postulats ne peut pas les.
rendre saturés). Dans 4:31, Arruda a construit une hiérarchie
de calculs de prédicats sur la base de ces calculs sententiels
Ces calculs ne sont pas g@neralement prénexables (nous savons
que des restrictions de prénexation ex1stent aussi dans Aq =
au regard du foncteur implicatif 'D' -il n'y:en & pas, en re-
vanche, au regard du simple conditionnel fort 'Cl-; dans les=
calculs de prédicats construits sur la base, des systémes Csy=
les mémes restrictionsque Ag connait pour le foncteur 1mpllca
tif existent pour le seul foncteur conditionnel de ces syste-
mes; et dans la hiérarchie de calculs de prédicats d'arruda
gque nous sommes en train de commenter ‘dans ce paragraphe onre
trouve une foils encoré¢ ces némes restriotions§ En outre,
les correspondances habituelles entre les quantlflcateurs uni
versel et existentiel -valides dans Ag, mais non valides dan’s
les calculs de prédicats construits sur la base des systemeQ*
Ci- ne sont pas valides dans ces calculs.

Dans A:32, Arruda: a parachevé cette construction d@

calculs par 1'élaboration d'algébres de classes simplement in
consistantes et non triviales. Il ‘est intéressant de relever
gque -comme le signale arruda, a:32, p. 678~ 'le paradoxe de =
“Curry-Moh Shaw-Kwei, dans sa formulation usuelle, n'est pas =
‘dérivable! dans ces calculs 'parce que dans leurs logiques =
sous-jacentes ne sont pas Valdbl@s les régles et les lois d'dp
sorption au sens de Moh Shaw-Kwei'. Dans chacune de ces alge
bres de classes il y a deux classes universelles et deux clas

il‘
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ses vides; il y a aussi deux opérations différentes de complé
mentation. Pour l'une d'elles est valide un théoréme affir-
mant que l'union d'une classe et de son complément est lacls
se universelle au sens fort (cela n'est pas valide pour am, =
sauf si 1'on définit une opération de complémentation comme =
suit : Jecompy/ eq /&-(xy)/). : :

Toutes les lois d'une algébre de Boole sont valides
pour cette algébre de classes construite par Arruda. Pour ob
tenir ces résultats, Arruda applique un procédé fort ingéniewx
(qutelle a utilisé aussi en construisant des versions renfor-
cées de NF,>) consistant & définir une opération de complémen
tation fate et des classes fortement universelle et fortement
vide & ltaide seulement de quantificateurs et de foncteurs de
conjonction et disjonction, sans avolr recours 4" la négation.
Ltaffaiblissement donc des propriétés de la négation dans la=
logique sous-jacente ne porte pas atteinte & la puissance des
algébres de classes ainsi construites. On sacrifie certescer
tains théorémes habituels, comme celui qui veut qu'une chose=
appartienne au complément (fort) d'un ensemble ssi elle n'ap-
partient pas audit ensemble.

§11.~ En vue de capturer les intuitions logiques de Vasil'ev=
au début du siécle, isrruda a proposé dans A:18 trois autres =
systémes de logique, V1, V2 et V3;V2 est non seulement pam
consistant mais positivement (simplement) inconsistant. V1
est le résultat d'ajouter & Cwoun théoréme en vertu duquel, =
pour toute formule hormis un certain nombre de constantes sen
tentielles, la logique classique est intégralement valide (i.e.
pour tout p qui ne soit pas une de ces constantes, "pC.-pCq™=-
est un axiome). (Plus exactement : l'axiomatique proposée par
irruda pour V1 élimine un des axiomes de Cuw, & savoir la loi
converse de la double négation; mais cette thése est récupé-
rée comme théordme, en vertu de l'axiome ajouté). Toute ex--
tension de V1 qui contienne une affirmation d'une formule non -
atomique et sa négation est triviale. Un certain nombre de =
formules qui ne sont pas des théorémes des systeémes Cj sont =
des théorémes de V1, p.ex. (en transcription) celles-ci .:
-pC=—-p; ~-(p*+q)C.-p&=-q. Si l'on retranche du vocabulaire de
V1 les constantes sententielles susmentionnées, V1 devient =
exactement le calcul sententiel classique (CSC}, dont 1l est=
une extension conservative. Il faut relever l'étroite simili
tude entre V1 et . isdc, le fragment de is dont nous avons par-
1é plus haut. Tout comme pour V1, il est vrai pour asdc que=-
toute extension de ce systéme qui contienne une inconsisgtance
simple affectant une formule non atomique est une théorie tri
viale (ou, dans le cas de Asdc, tout au moins quasi-trivialeﬁ
En fait, Asdc devient V1 si 1'on lui ajoute le postulat que =
voici : si p est une formule atomique n'appartenant pas & une
classe donnée V de formules atomiques de Vasillev, alors cecil
est un axiome : pcnddc.-pcnddcq; en méme temps, pour que cet-
te extension de Asdc devienne identique & V1 il faudra renfor
cer la régle du MP, de fagon & éliminer les restrictions que=
cette régle connait dans As. L '

V2 est le résultat d'ajouter & V1 un schéma axioma-
tique indiquant que, pour chaque constante sententielle de Va
sil'ev p, "p&-p" est un axiome. Enfin, V3 est un calcul tri-
valent, pourvu d'une conjonction non classique et d'une néga-
tion non classique, outre les foncteurs logiques classiques.=
Pour la négation non classique la loi de tiers exclu n'estpas
valide; mais une loi de quatriéme exclu est valide. Pour-cet
te négation-la la loi de non-contradiction ne peut méme pas
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8tre formulée, en vertu des regles de formation de V3.

§12.- Signalons enfin qu'une autre hiérarchie de Calculs sen=
‘tentiels -apparentés & ceux élaborés par Arruda dans a:? & 49
et a:3(- a été proposée pur arruda et da Costa dans A: 33 411
stagit d'une chaine de¢ cing calculs sententiels, qui servent=
de base & la construction de théories des ensembles ZF, ayunt
les mémes postulats que ZF mais sans les-restrictions ad hoc=
du schéma de compréhension qui visaient & prévenir des aporks
logiques. Les calculs conservent le théoreéme de la déduction,
mals sacrifient le MP, T1 s'agit de systémes de déduction, =
non pas de systémes de formules. Les systémes ZF, ainsi cons
“truits (pour n=1,2,3 et 4) ne sont pas triviaux, le MP n'yest
pas admissible; ce sont des systémes simplement inconsistants.

. Pour conclure notre survol dus‘syqtcmcs elaborespar
da Costa et ses collaborateurs, il fauﬁ&que ces systémes -hor

- mis deux de ceux qui viennent d'étre cités dans le paragraohe
précédent- ne contiennent pas la loi de non-contradiction, ni
non plus les lois quil permettent d'obtenir le principe de non
ccontradiction & partir de celuil de tiers exclu; ces systémes=
ne contiennent, pour la négation faible, aucun théoréme de cm
traposition (ces systémes contiennent un seul foncteur condi-
tionnel). Tous ces traits ont été signalés par Routley (R:22)
et ils constituent des points ol notre approche différe.de la
leur. La discussion philosophique des motivations intuitives
des deux approches déborde le cadre de ce Livre.

$13. -~ Une inspiration fort diverse semble motiver un aure
systéme, proposé aussi par da Costa : le systéme J3, qu'ilpré
sente dans D:19, €crit en collaboration avec Mme Itala D'Otta
viano. Ce systéme est, parmi les systemes de logique paracon
sistants élaborés jusqutici, celui dont se rapbrocho le plus=
As. Ce systéme posséde une matrice caracte¢1st1que trivden
te. A la différence des zutres systémoes de da Costa, dans J3
le principe de non-contradiction est valide. La différenceen
tre J3 et Y (le calcul trivalent de Lukasiewicz) clest que =

dans J3 il a deux valeurs désignées, tandis que dans Z3 ily
a une seule Valeur désignée. Le syoteme As est une extension
conservative de J3. Notons que D:19 contient une.extension

quantificationnelle avec égalité de J3.

’

§14.~ Une généralisation des résultats exposés dans D:19 que=
nous venons d'évoquer au §13 a été effectuée par Kotas et da=
Costa dans K:20. Les auteurs y considerent des logiques gen€
ralisées de Lukasiewicz, c-a-d des ensembles de valeurs de ve
rité prises dans 1tintervalle o lj ol les'valeurs désignées
constituent un sous-ensemble des valeurs appartenant & 1lt'in--
tervalle ]]0O,I]|. En outre, on ajoute un foncteur (nous trans-
crivons : Jaf'qui envoie sur 1 toute valeur égale ou plus grm
de qu'un certain nombre a dans ledit intervalle; notons que &
peut &tre plus petit que n'importe quelle valeur désignée. On
introduit ensuite une implication dlscurqlve (nous transcrl—m
vons toujours) : /pdisci{a)impg/eq /Ja(p)impqg/, si 'im est
1'implication lukasiewiczienne. Les a auteurs montrent lec pro
priétés déductives fort intéressantes de ces Systemes et signa
lent (K:20, p. 5) que, si a est plus petit que n'importe quel
le valeur d651gnee alors les formules implicatives correspon
dant & certaines regle dtinférence ne sont pas valides dans
un tel systéme (c-&-d gue le théoréme de la déduction cesse =
d'y étre généralement valide). En général, si a est infériur
& 1'élément infime (i.e. la plus grande borne inférieuw) sur
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~ 1'ensemble des valeurs désignées, alors 'disc(a)imp' n'est=
pas fortement réflexif (autrement dit : "pdisc( ) impp" n'est=
pas valide).

Ce qui, & notre avis, amenuise 1'intérét des matri-
ces ou a n'est pas de51gne clest que, si lton définit un .fonc
teur comme suit : /ppa/ ssi /pdlSC )impq/ et /qdisc(a)impp/
alors, a moins que a ne soit de51gne la relation exprimée par
'$' n'est pas une relation d’equlvalence. Les auteurs con--
centrent leur attention surtout sur des systémes ol a n'est =

- pas inférieure & la plus grande borne inférieure sur l'ensem-
ble des valeurs désignées.

La partie positive de ces calculs (sans le foncteur

. 'Ja') colncide avec le calcul sententiel positif classique, =
Et cependant ceux parmi ces calculs dans lesquels a est plus=
petit que 3 sont paraconsistants, car ils permettent des exX--

~tensions contradictorielles non saturées. Chacun de ces cal-

‘culs constitue donc -comme le disent les autewrs- une solution

" du probléme de Jaskowski. . -

“Jusqu'tici l'exposé de certains des résultats,conte»

nus. dans K:20. Venons-en a cette question :. quel est le rap-
~port entre ces calculs et le systéme As? Dans As il n'y a =
rien qui corresponde au conditionnel Tukasiewiczien de leph?
En revanche, dans Ags on peut définir chaque condltlonnéf
lukasiewiczien d'un systeme Zn quelconque, pour n fini. (Vld
1'Annexe N° 1 de ce Livre & propos de ce théoréme; pour étre=
plus exacts quant au rapport entre le systéme 1nf1n1va1ent de
Lukasiewicz et As, il vaudrait mieux de dire que nous n'avons
aucune preuve que le premier soit C-englobé dans le second; =
cf. ladite Annexe pour cette notion). As est une extension con
servative de chaque loglque flnlvalente. Par consequent As
est une extension conservative de chacun des systémes etudles
conjointement par da Costa et Kotas, lorsque ces systemes pos
_sedent un nombre f1n1 guelconque de valeurs de vérité,

§l5 - Des systémes de. logique 1ncon51stante ont été proposes
par le professeur Routley et ses collaborateurs. (ef. R:7,R:21,
R:22). Ces systémes sont relevants. Ils contiennent des =
_constantes sententielles pour lesquelles des antinomies sont=
valides. Dés lors, ces systémes assertent carrement 1rexisten
ce de contradictions in rebus. Routley a propose une semantl
‘que detallleede mondes p0581bles pour ces systemes et il en a
prouve par 14 la non-trivialité et la complétude.

A la différence des systémes de da Costa (hormis =
ceux qui ont été mentionnés dans les deux paragraphes précé--
dents), ces systémes-ci possédent les traits suivants :

1) Ils sont relevants; aucune variante de "pC.gCp" n'y est va
‘lide (si ce n'est pour_un foncteur pseudo-conditionnel auquel
n'est - conférée ni la qualité ni l1la régle du MP, et quicor
respond au foncteur 'Z! de As); _ ~

2) Ils admettent le principe de contradiction,-la loi de 1a =
double négation et les lois de De Morgan; ' '

3) Ils admettent la loi de contraposition ( comme régle sinon=
comme thése),

‘Notre approche coincide avec celle de Routley pour—
ce qui est des points (2) et (3). Elle en différe fondamen--
talement & cause du point (1). Les arguments présentés par =
R. Routley, V. Routley et R.K. Meyer en faveur d'un condition
nel relevant sont certainement dignes de la considération la
plus attentive. Ils nous ont amené i renoncer & 'si...alors!
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comme lecture appropriée de 'C' (si ce n'est dans certains co
textes ol nous interprétons le 'si...clors' en un rdle suffi-
samment neutre, -comme simple variant stylistique de 'seulement
si'). Nous avons séparé les destinées de 'si...zlors' et de=
'seulement si'. Mais, & notre zvis, le monéme dlscontinu 'si
...alors! ne peut 8tre adéquatement formalisé que pur lu voie
d'un conditionnel subjonctif (peut-8&tre comme celul que nous=
proposons dans le Livre I4il de cette étude dans le cadre di'we
extension modale de Am -cf. 1l'hnnexe N° 4 du Livre III, ou 1a
dite extension, An, est exposée). Quol qu'il en soit, llexig
tence d'un certain foncteur conditionnel pourvu de la proprie
£& du MP et pour lequel "pC.qCp" est une thése valide nous =
semble indispensable, intuitivement juste et trop profondément
enracinée dans la pensée mathématique et la pratique de la’ dé
monstration pour que l'on pulsse s'en passer, & moins que des
raisons plus graves n'en imposent l'abandon. Or ni la présen
ce des apories (qui peuvent &tre évitées par d'autres procé--
dés, comme nous essayerons de le montrer dans ce Livre, enco=-
re que -il faut l'avouer- nos procédés soient moins élégants
et —en un sens tout au moins- moins captivants & premiérec vue
que ceux de Routley) ni la non-intuitivité de ladite formule
pour le monéme 'si...alors! & la place de 'C' ne nous parais-
sent constituer des motifs suffisants pour consentir au sacri
fice douloureux que supposerait l'abandon de ce principe et =
de ltexistence d'un tel foncteur. :

. , Cependant, une partie de nos objections stavérerait
vulnérable si l'on parvenait & prouver que DK contient 1l'arith
métique élémentaire. Le professeur Routley a émis la conjec-
ture comme quoi DK contient effectivement l'arithmétique, et=
les ‘théorémes de limitation de Tarski, G&del, Church et d'au-
tres ne stappliquent pas & DK. Si l'on parvenalt a prouver =
ces résultats, les avantages de DK sur d'autres systémes alter
natifs de logique inconsistante, & certains points de vue, sg
raient incontestables. Les seules objections que nous main--
tiendrions alos seraient dfovrdre philosophique, de par l'orilen
tation extensionaliste de notre approche (cf. le Livre III de
cette étude).  Dans 1'é%at actuel de 1z recherche en logique=
paraconsistante, la poursuite simultanée de ces diverses ten-
tatives partiellement rencontrées est on ne peut plus souhai-
table.

§16.- 1I1 faut souligner que, & notre connaissance, aucune lo-
gique élaborée jusqu'ici n'est contradictoire sur le plan du=
calcul sententiel ou O-adique, hormis les systémes V2 de Arru
da (cf. §11, ci-dessus), DM et DL de Routley et Meyer et DK =
de Routley (que nous venons de considérer au §15) Tous les
autres systémes dont nous avons parlé dans_ce chapitre sont =
bien paraconsistants, mais non pas simplement inconsistants =
(sauf sur le plan de la théorie des ensembles). Qui plus est:
méme les systémes V2, DM, DL et DK sont contradictoires seule,
ment parce qu'ils contiennent certaines constantes sententiel
les, pour lesquelles ils postulent une formule antinomique. =
Par conséquent, As est -sauf erreur de notre part- le premier
systéme contradictoire de logique sententielle qui contienne=
des contradictions dans lesquelles ne figure aucune constante
sententielle, mais seulement des variables et Jes foncteurs;=
p.ex. : "plp" et "N(pIp)”, de méme que l'antinomie-:
"pIp.N(pIp)™", et la négation de cette antinomie (en vertu de=
la présence dans As du principe de non-contradiction).

Notre approche semble donc marquer un bouleversement
complet, puisque clest dés le seuil m2me de la logique que =



R7

nous postulons la contradictorialité nécessaire -non pas sim=-
plement possible ou concevable- du réel. Ceci heurtera ceux=

~quil veulent d'une loglque neutre, sans doute; ces critiquesdg
vront attendre la réponse, que nous formulerons dans la Sec--
tion I du Livre III.

Une autre différence entre notre. approche et toutes
les autres approches dont nous avons parle dans ce.chapitre=
réside dans le fait que -excepté peut-8tre les systémes dont
il a.été question aux §§ 13 et 1l4- les autres systémes ne for
malisent pas la notion de degrés multiples de vérité et ne ca
tiennent pas des foncteurs servant a exprimer les nuances de
lt'assertion (tels que 'plutdt!, tassez!', 'trés', 'fonciéremert!
etc.). Au contralre, la multlpllclte 1nf1n1e des degrés devé
rité est un principe capital de notre approche. Etroitement=
liée & cette question est une possible différence de concep--
tion philosophique du contradictoire : dans notre approche in
finiment multivalente une prop051tlon vraie est dlautant plus
contradictoire qutelle est moins vraie (elle est d'autant =
moins vraie que sa négation l'est davantage), tandis que, ap
paremment, cette conception de la minus-vérité€ du contradic--
toire est étrangére aux approches bivalentes (bien que non---
clasdiques, parce que non strlctement vérifonctionnelles). deda
Costa et Routley. . :

Chapltre 3.- PREUVE DE LA NON-TRIVIALITE DE Ag

Dans ce chapitre nous définissons la validité pour=

" Ag; cette définition plus la présentation d'un modéle relati-
vement auquel la validité est définie prouve que Ag est non =
trivial. Mais, bien entendu, ceci ne prouve point que AQgscit
complet, c-a-d que toutes les formules sémantiquement valides

de ag en solent aussi syntaxiquement Valldes (en soient des =
théorémes). o

Le modéle constiu’ - dans ce chapitre est constitué=

par de: tenssurs asdéthiqur constitués & leur tour par des =
nombres aléthiques. Cc-~ uotions gopt expliquées 01~dessous.

§1.- NOMBRES ALETHIQUES.- L'ensemble des nombres aléthiques =
est engendre par l'intervalle fermé des nombres réels [0,1] =
par les operateurs monadlques ‘m et 'n définis par les postu--
lats que voici :

Un nombre réel dans 1'1ntervalle E? i] est un nombre aléthiqe.

Si u est un nombre réel dans 1'intervalle [0,1, mu est un
nombre aléthique, et mufu

Si u est un nombre réel dans l'lntervalle:]O T], nu est un =
nombre alethlque et nutu

mmu=mu-

nnu=nu _

Si u$0, alors nmu=nu Si,u+l,‘élors mnu=mu
n0=0 Co -

nmO=m0 ' o | © mnl= al

e Nous définissons malntenant une relatlon dtordre 1i
néaire entre les nombres aléthiques : cat{u,u'), & 1l'aide des
postulats suivants
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(nu,u) cat(u,mu) cat(u,u)

¢
pil
ct

cat(u,u’) (si u et u' sont des réels et que u est plus petit

ou égal & u , TR
cat(mu,ut) (si u et u' sont des réels et que u est plus petit
cat(u,u’) et cat(ur,u") seulement si cat(u,u")
cat(u,u') et cat(u',u) seulement si u=u!
ou bien cat(u,u') ou bien cat(u',nu) ou bien u=mu!

Nous introduisons maintenant deux opérations monadi
qQues et troils opérations dyadiques sur l’ensemble des nombres

aléthiques, comme suit
~ 1-u , si u est un nombre reel

inv(u) = n{inv(u')), si u' est un réel tel que mu’=u
m(inv(u')), si u' est un réel tel que nu'=u

| 0, si u$o
S 1, si u=0

u, si cat(u?,u)

maxim(u,u?)
u! autrement

u, si cat(u,ur)

minim{u,u?)

u'? autrement

, / sont des réels
le produit multiplicatif de u et u' si u et u!

si soit u=0, soit u'=0

mO si 1fun des deux nombres u et u' est égal &
mO et llautre est différent de O

a,ut )= | 0oL L
prod(u;ut) du) st owrr

nu, si uf=nl

n(prod(u", um)), si u" et u™ sont des nombres =
réels différents de O et tels qu'une de
ces situations-ci est vraie :
(a) u"=u et nuM =yt

nuff=u et nu™ =yt

nuf=u et u'm =ut

mu'=u et nu™ =u!?

nu=u et mutm=y?

m(prod{u™,um)), si u" et u™ sont des réels dif
férents de O et de 1 et tels qu'une da
ces situations-ci est vraile :

mu=u et ufr=y!

ut=u et muf=y!

mu"=u et mu™™ =u?

C T W N
© o0 T
et M S St

N

e T
o oW

On établit aisément cette loi : pour chaque nombre=
aléthique u il y a un, et un seul, nombre réel u! tel que,
soit u=u', soit u=nu', soit enfin u=mu'.

51 U est un ensemble quelconque de nombres aléthi--
ques (i.e. un sous-~ensemble quelconque de liensemble des nom-
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bres alethlques) alors 1nf(U) (loesgeleb.(U)) et sup(U) (i.e.
l.u.b.(U)) -sont définis et uniques. . v

Voici maintenant deux définitions qui seront utiles
par la suite. Un nombre aléthique est nul gsi il est égal a
O; autrement il est non nul. Un nombre aléthique est pleln =
ssi il est égal & 1; autrement il est non plein.

§2.~ Nous définissons maintenant un tenseur aléthique comme =

sult :
Un tenseur aléthique W est une suite infinie de nombres alé—~-
thiques qui constituent ses items.

Sur l'ensemble des tenseurs aléthiques nous 1ntrodulsons—
les opérations suivantes (Wi indiquant le 1i° item de W) :

(m(W))g = m(W;)  (n(W))i = n(Wy)  (aih(W)); = mih(W;)
(inv(W))1 = inv(Wi) (gaxim(W,W')) . =maxim(W;,W*;)
(minim(W,W?*)); —mlnlm(W ,Wrs) (pro (W,W'))l pr od(Wl,W' )

: | Wy, si ou'bien W ne contient qu'un nombre fi
(omn(W)), = ni d'items nuls, ou bien W ne contient =

—_— i : AN -
gu'un nombre fini d'items non nuls

: Wi , 81 Wy est antérieur & chaque .
autrement item nul de W

0 autrement

' Nous introduisons aussi une relation de qua31 ~-ordre
sur l'ensemble des tenseurs aléthiques :

pres(W,W') ssi il y a tout au plus un nombre fini d'items_ i
; pour lesquels il ne soit pas vrai que cat(Wi,W! i)

L'operatlon pres n'est pas un ordre, car elle n'est
pas antlsymetrlque. Grédce & pres, nous définissons malntenat
la relation d'equlvalence gcong, comme suilt :

qcong (W,W') ssi bpr es(W Wr) et pres(W',W)

La relation gcong -est une congruence sur 1l'ensemble
des tenseurs lorsque les seules opérations sur cet ensemble =
sont celles que nous avons def1n1es<3usqu'1cl enrichies de =
mut, que nous introduilsons tout de suite :

mut(W,W') ssi ou bien ni W ni W' ne contiennent un nombre in
fini d'items nuls, ou bien ni W ni W' ne contlen——
nent un nombre 1nf1n1 d'items non nuls.

Nous introduisons enfin une autre opération monadi-
que sur les tenseurs, en vertu de laquelle gcong cesse d'étre
une congruence : l'operatlon belt :

W, si W ne contient aucun item nul
(0,0,0 O...) autrement

) Nous introduisons en outre .une relation d*ordre non
llnealre entre les tenseurs aléthiques : mag :

mag(W,W') ssi pour tout;i;cat(wi,W’i) : -

I1 appert que W=W' ssi mag(W,W') et mag(W',W).

I1 faut a present introduire quelque.terminologie.=
Un tenseur aléthique est désigné ssi il contient.tout au plus
un nombre fini d'items nuls. Un tenseur aléthique est antidé-

signé ssi il contient tout au plus un nombre fini d'items =
pleins. Un tenseur aléthique est surdésigné ssi il ne contiert

belt (W)
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aucun item nul. Untemwear aléthique est surantlde51gne ssi il=
ne contient aucun. item plein.

§3.~ EVALUATIONS DE Aq.- Une évalutation v est une fonction=

qui prend comme arguments des formules de Ag.et comme Valeurs
des tenseurs aléthiques et qui se conforme aux regles suivan-
tes (v(p) étant la valeur sur laquelle l'évaluation v envoie=
1targument représenté par la lettre 'p!)

v(p.q) = minin(v(p),v(q))
v(p+q) = maxim(v(p),v(q))
vip~q) = prod(v(p),v(a)) .
v(Np) = inv(s(p))

v(Fp) = nih(v(p))

v(a) = {m0,mO0,mO mO...)

X

3, si (v(p))i=(vla))y
O autrement i
. v(Bp) = omn(v(p)) v(Tp) = belt(v(p))

i<
ke

H
e
}__l

 Pour chaque variable individuelle x (ou y, ou z, =
etc.), v(x) est un tenseur désigné. Pour chague couple dé va
riables individuelles (x,y), v(xy) est un tenseur désigné.

Si v est une évaluation, alors v! est une x-varian-
te de v ssi pour chaque formule p qui ne contient pas x ,
v (p)=v(p).

Maintenant nous pouvons énoncer la condition que ==
toute évaluation doit satisfaire pour les quantificateurs

(K(pr)){f= infd(pour quelque v' qui soit une x-variante de v,
- @' (p));=u) .
On etdbllra facilement apres ce qui precede -en ver

tu des définitions de As et Ag~ que toute évaluation ¥
de Agq s'en tient aussi aux régles suivantes :

(v(Exp)); = supQ(pour quelque v' qui soit une x-variante de v
(v (p))i=u)

(v{p))y, si cati{d,(vip))y)
(w(Pp))i= | ¢ autr;ment .
(x(Bp)), = (w(p))y, si ggz(@%,(z(p))i)

-0 autrement

(v(p))y si cat(0,75,(x(p))y)
(x(Bp))i= 0 autrement '

(v(p))y si cat(nl,(v(p));
(w(bp))i= | ¢ autr;ment - ) :

(v(p))y, si cat(mo,(v(p))i) et mO# (v(p))s
(x(fp) i~ 0 autrement 1

0, si . =m0

wlep))g = | o S RN

0 autrement
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| 0, si (v{p))y=0
(w(3p))s = | o, si (v(p))s40 et (u(p))i#mo
‘ nl, si (v(p));{=m0
1, si (w(p))y =1 1 si (x(p));10
(x(Hp))5 = | 0 autrement ,(X<Lp))i= 0 autrementl‘-
nl si (v(p));=1 ‘ mO si (z(p))i=0
(v(hp))s (v(p)); autrement v(gp v(p)); autrement
v (Jp) =<nih(omn(nih(p))):
(g(p))i2 si (y_(p))i éstfun nombre -réel
(E(Xp))1= n(uz), si u est un réel tel que nu=(z(p))i
m(uz), si u est un réel tel que mu=(v(p))i
3 si cati(v(p)):viq LT st (w(p)
(l(qu))i= 0 autrement ' ( (qu))1= (v(q )) autrement
minim(v l,g 5 si 501t (g(p»iégdqni—o, 501t
(wlpza))y= (_ )40 et (x(a))40
' A 0 autrement o |
(z(pCQ))i.S'il.h’y a~qu3un’nombre;fini’d'indexw'j=
(x(pGa))y=| que (x(pCq)) ;=0

(E(qu))i si (v (qu))lest antérieur 2

| autrement chaque item “nul de v(pCq)

o 0 autrement .
(v(pDa)); si pres (v(p),v(q))

’ 1 . » « ) a . -
- 13 siw(pDq)),; est antérieur a chaque item
(x{pDDa) ) ;1= | sutrement » * nul de v(pDq)

0 autfement

(v(plq)); si qcongl(v(p),x(a))

(_\[(pIIq))i . %bsia(v(plq))i est antérieur & chaque -
autrement item nul de v(pIq)

0 autrement LT

l\)b—d

(3,3,3...) si mag(v(p),v(a)) (3,3,4.0..) si
v(e0a)=| (0 0] aut;;ient» v (pL4)= v(p)=rk)
o ' (0,0,0...) autre
. ment

§4.- VALIDITE.- Une formule p de gg est vallde ssi chaque éva
luation de Ag envoie.p sur un tenseur aléthique désigné.

Une formule p de Ag est contradictoire ssi chaque =
évaluation de Ag envoie p sur un tenseur antlde31gne.

Ceci dit, on peut procéder aisément (c'est une ques
tion de routine) & "la vérification que chaque fbf de Ag dont
la furmation est expressément autorisée par les régles de for.
mation que nous avons formulées et qui, en outre, est un ax1o'

me de Ag (y compris donc chagque axiome de As) est une formule
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valide (sémantiquement valide) de Ag, et que les regle dtinfé
rence primitives de Ag (y compris donc les régles d'inférence
primitives de AS) conservent la validité. On peut aussi, ai-
sément; vérifier que les formules de As et Ag qui figurent =
dans 1l'annexe N° 1 du Livre I ne sont pas valides. o

11 est cependant fort vraisemblable qu'il y ait des

formules sémantiquement valides de 4gq qui ne solent pas des =
théorémes de ce systéme. Dés lors, a ce qu'il paralit la sé--

mantique proposée dans ce chapitre ne permet pas dtétablir =
pour Ag un procédé de décision.

Voyons maintenant un exemple de .vérification de la=
non-validité” sémantique (et par suite de la non-validite syn-
taxique =i.e. de la non-théorématicité- d'une formule de Ag ,
4 savoir : "PBpCBPp". Soit v une évaluation de AgQ telle que:

v(p) = (0'3,0'8,013,0'8,0!3,0'8...)
Dans ce cas :

(Bp)=v(p)
(Pp)=(0,0'8,0,018,0,018...)
(PBp)=v(Pp)
(
(

< 1< 1< 1<

BPp)=(0,0,0...)
v (PBpCBPp)=(1,0,1,0,1,0...)

I1 y a donc une évaluation qui envoie la formule en
question sur un tenseur non désigne. -

§5.- Le pourquoi de certaines assignations.- Probablement le
pourquol de toutes les regles etablies concernant les évalua-
tions de Ag saute aux yeux, compte tenu des lectures proposes
pour les différents foncteurs et constantes (lectures exposées
dans les premiers §§ des Section I et II du Livre I), sauf =
peut-&tre en ce qul concerne le foncteur 'I'. La raison pour
imposer pour chagque évzluation de Ag l'assignation prescrite=
pour 'I' clest celle de rendre valides les formules que voici:

pIpl.qlq N(pINp)  pINpD.pIpIN(pIp)  p.NqCN(plq)
pINpDN(pIp) pIp pIql.qlp pIg.(qlr)D.plr - A

‘ En outre, on assure aussi la validité des deux sché
mas suivants, démontrables dans Ag comme schémas théorématiges:

eoepmm=oll (00 eQue=)ON (pIq) P(e..p===)+PN(...q-~=)CPN(pIq)

D!'une maniére générale, si t$? est un foncteur d'las
sertion tel que $p +p, alors il parait raisonnable d'espé-
rer que ceci soit une thése valide :

($) $(...p~—=).$N(...q~-=)C{N(pIq)

(et que, par conséquent, soit valide la régle d'inférence ob-
tenue & partir du schéma ($), -en substituant ‘au conditionnel=
fort 'C' le ‘'signe '|' -ou celui que nous utilisons normale--
ment dans le méme rdle ':::'-). Or, si{v(p))s=(v(q))i, alors
il est impossible que le 1® item de la valeur sur laquelle v
envoie une formule du type de l'antécédent du schéma (§¥-solt
un item non nul si #§ est un foncteur tel que chaque évalua
tion v! est telle que (v!($p))4=0 si (v'(Py n'est pas
un nombre .aléthique u tel que cat(mi,u) fntuitive<-
ment parlant, tel que u est plus grand que %).'Tel est_pour-
fant le cas des foncteurs d'assertion tels que : H, b, P,

P, P, P, B. Dés lors, rien ne nous vblige & postuler la va

— ~
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validité de. 1'une .quelconque de ces formules : BN(pIq),
EN(pIq), EN(pIg), etc. | |
. - "En revanche, il se peut -et il arrive en fait- que=
dans une formule comme l'antécédent du schéma ($), lorsqu'on
remplace la variable fonctorielle 1$! par le foncteur 'P', on
. obtienne une formule vraie, voire méme valide, méme si p=q.
(Parmi beaucoup d'autres que l'on pourrait citer, en voici un
“exemple : ‘"P(pCp&%).PN(pCp&%y"; ce qu'il faut surtoutre
lever clest que cette formule demeurerait valide si nous chan
gions les définitions de As, et que nous prenions 111 comme =
une constante primitive désignant le tenseur aléthique (3,2..9
et 'P! comme un foncteur primitif ayant les mémes évaluations
qu'il a en fait, de par les définitions choisies ~i.es, in
tuitivement parlant, qui envoie chaque item 1 sur i si i est=
égal ou supérieur & 3, sur O autrement-). - Dés lors, il faut=
postuler PN(pIq) comme un théoréme; et, par conséquent, il ne
.peut y avoir aucune évaluation y telle que pour quelque i, =
‘(¥(pIq))j =-pour quelque p et quelque g- soit un nombre aléthi
que u tel que cat(mz,u) (intuitivement parlant : un nombre alg
thique u plus grand que 3). Mals rien ne nous contraint a =
imposer que pour chaque évaluation v, chaque item 1, chaque =
'p et chaque g, (v(pIq))i soit un nombre u tel que cat{u, n3)
(intuitivement parlant : un nombre aléthique u plus petit=
que i). Et il parait fort raisonnable d'accorder a "plp" une
valeur .aussi élevée que possible. Par suite, la seule valeur
‘qu'on peut accorder & -"pIp", et ce pour chaque évaluation, =
est la valeur~(%,%,%..;§ - :

Un autre point qu'il n'est peut-8&tre pas oilseux .de
mettre en relief c'est que la sémantique non scalaire proposée
dans ce chapitre. nous permet d'avoir "p+Np" comme une formule
valide, ‘donc toujours vraie, méme lorsque ni p ni "Np" ne sont
assertables, c-a-d méme si aucune de ces deux phrases n'est =
fonciérement vraie.  Nous gardons ainsi le principe de tiers=
exclu sans nous asservir & la formulation forte du principede
bivalence. Cela explique bien pourquoi savoir que p=-ou-non-p
n’impligue ni savoir que p ni savoir que non-p (et, d'une ma-
niére générale, savoir que p-ou-q n'implique ni. savoir que p=
ni savoir que.g, ni savoir .que p ou savoir que q); car, si =
‘p-ou-non-p est une phrase nécessairement plutdt vraie, aussi=
bien p que "non-p" peuvent 8tre des phrases & certains égards
assez fausses. Remarquons que, sur ce point précis, le syste
me A vient coincider, en quelque sorte -par les résultats, non
pas par les motivations=, avec les approches surévaluationnel-
les, comme celle de van Fraassen. En effet : la valeur .d'une
phrase moléculaire peut ne pas préexister dans celles desphra
ses atomiques. v(p+Np) sera, pour chaque évaluation ¥ et cha
que formule p, une valeur désignée, méme si v{p) est une va--
leur non désignée et v(Np) est aussi une valeur non désignée.
De la méme fagon, v(p.Np) sera un tenseur .antidésigné, mémesi
ni v{p) ni v(Np) ne sont des tenseurs antidésignés. &t v(p.Fp)
sera une valeur semi-congruente avec la valeur minimale, i.e.
(QQ0...) =autrement dit un tenseur u tel que gcong(u,0,0,0...)%
il se peut pourtant que ni v(p) ni v(Fp) ne -solent des ‘ten--
seurs semi-congruentsz avec (0,0,0...). ' '

De la méme fagon -et plus radicalement encore- cer-
tains foncteurs, comme '"' (i.e.: 'non seulement...mais en ou
tre---1) sont des foncteurs interactifs, au sens défini par =
Zadeh (Z:8). On peut avoir, p.ex.,(g(p“q))i=074,.&jp))i=% et
(v(q))g=0'8. ~ 1 S

R Cette stratégie peut apaiser, ce nous semble, certai
nes réticences & l'encontre du caractére vérifonctionnel de la
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logique sententielle parce qutil entrainerait des conséquerces
saugrenues. Certains auteurs, comme N.E. Christensen (C:19 ,
pp.77ss) soutiennent que le seul foncteur vérifonctionnelest
la conjonction, les autres étant seulement des déterminantsvé
rivalents :
By this we understand a compound the truth of which is caom
patible with some truth-values of its components and ex--
cludes others(..) A tautology will now be a truth-valuede
terminant the truth of which is compatible with all truth
values of .its components and excludes none. :

Mais cette solution n'est pas adéquate, car elle blo
que la formalisation des expressions courantes de la languena
turelle au moyen des foncteurs du calcul sententiel, si ce =
n'est —comme llauteur le dit lui-méme- d'ure maniére purement
conditionnelle : "p+q" se lirait : "s'il y un lien quelconque
.entre p et q, alors soit p est vrai, soit q est vrai'. . La loi
d'addition perdrait alors sa raison d'étre (i1l n'est pas éton
nant que dans le courant oxonien des voix se soient élevées =
contre cetteloi). Au contraire, notre sémantigue sauve la vé
rifonctionalité, mais ne nous oblige pas 4 assigner une valeu™
de vérité donnée (ni-l'alternance d'un nombre fini quelconque
de valeurs de vérité) des atomes qui.composent une phrase m

~ 1léculaire dont nous connaltrions la valeur de vérité -sauf -
‘dans certains cas exeeptionnels-. Et notre approche sauvegar
de ce qu'il 'y a dé valable dans le traitement de. Christensen,
4 savoir que la connaissance de la valeur de vérité dt'une-for
‘mule moléculaire nous renseigne -en principe- non pas sur des
‘valeurs particulidres des atomes, mals sur un éventall de va-
leurs possibles qu'ils peuvent prendre. Ceci. est vrai méme =
pour les conjonctions (contraircment & l'opinion de Christen-
sen), car la connaissance de la valeur de "p.q" ne nous donne
qu'un champ de possibilités, normalement infini, pour les vi-
leurs de p et q, sans individuer &aucune valeur précise. Soit
v une évaluation correcte (ou que nous croyons 1tétre), telle
que - v(p.q)=(0'3,013,0"3...); 11 va de sol qu'un nombre infi
ni de Gombinaisons des valeurs de p et de g sont possibles, =
qui donneraient toutes ce méme résultat gquant & la valeurde
"p.q"; mals d'autres combinaisons sont exclues : pour aucun 1
i1l n'est possible que (v(p))i ou (v(q)); soit un mombre aléthi
que inférieur a 0'3. o -

L'ensemble de considérations qui précéde vise a mon
trer que la sémantique proposée dans ce chapitre possede une=
forte base et motivation intuitive et n'est pas un jeu formel;
chacun des énoncés et chacune des régles qui constituent la
théorie sémantique ici proposée a été soigneusement méditéeen
fonction précisément de la validation d'intuitions plausibles
(surtout pour ce qui est de la logique de la langue naburelie;

 selon les analyses de la Section IV du Livre I).

§6.- PROPRIETES ALGEBRIQUES.- Nous nous bornerons ici a4 quel
ques remarques succinctes sur la nature. des nombres aléth’-
ques et sur les structures algébriques constituées par eux, ain
si que par les tenseurs aléthiques.

o Intuitivement, on peut concevoir que, sl u est un =
nombre réel compris entre 0 et 1, mu est égal & u plus un in-
finitiléme, et nu est égal & u moins un infiniticéme (sauf  si

. u=0 -car alors nu=u- ou si u=l -car alors mu=u-). En outre |,
dans ce cadre on postulera que tous les infinitiémes sont ide
tiques, c=a-d qu'il n'y a qu'un seul et unique infinitiéme. On
pourrait exprimer cela autrement : le signe 1=! représenterait
non pas l'identité, mais une congruence telle que, si u et u!

.
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sont des reels, la formule ' u=u!' ! represente 1tidentité de
u et u'; mais, si l'un d'eux n'est pas un réel mais-le résulat
d’addltlonner un infinitiéme & un réel ou de soustraire un in
finitiéme d'un réel, alors ladite formule exprime seulement =
l’appartenance a une méme classe d‘equlvalence (tous les infi
nitiémes appartenant 4 la méme classe d'équivalence; chaque 7
addltlon dtun réel et d'un infinitiléme quelconque appartenant
4 la méme classe d'équivalence que celle du méme réel et d'un,
autre 1nf1n1tleme, idem pour la soustraction; au demeurant =
chaque infinitiéme pouvant &tre considéré comme le résultat
de 1'additionner & 0).

Nous avons vu au parapgraphe précédent des motiva--
tions intuitives pour le choix d'une semanthue de tenseurs =
aléthiques constitués par des nombres aléthiques. Mais, indé
pendamment, de ces motlvatlons, 1'étude des nombres alethlquesw
constitue une arlthmethue qui présente des partlcularltes ma

thématiques intéressantes, en regard de celle des réels :

L'ensemble des nombres aléthiques est ferme par rap
port aux opérations monadlques et dyadiques définies sur lui=
(m, n, inv, nih, maxim, minim, prod). Les trois operatlons =
dyadiques sont commutatlves et a88001at1ves. Les deux opera
tions maxim et minim sont distributives l'une par rapport a =
ltautre. L’operatlon prod est distributive aussi bien par rgp
port & maxim que par rapport a mlnlm.

‘ Ni maxim ni minim ne possedent la loi de cancella--— -
tion. - Il-n'y a pas non plus pour chaque nombre alethlque un=
élément symetrlque par rapport & aucune de ces deux opératims’

Ltopération prod se:distingue de la multiplication=
(deflnle sur les reels; parce qu'elle ne satisfait ni la pro-
priété archlmedeenne, ni la loi de cancellation, ni 1l'existen
ce d'un element symetrlque multiplicatif pour chaque nombre =
alethlque.

‘ Un' autre fait qu'il vaut la peine de soullgner c'lest
que l'ordre constitué par cat n'est pas dense; cependdnt l'en
semble des nombres aléthiques posséde, par rapport & cat, la
proprlete de plenltude»(caracterlsthue de l'ensemble desreds
et qui manque & l'ensemble des rationnels).  Toutefols, cat =
constitue un ordre -semi-dense, en ce sens-ci : pour deux nom-
bres ‘aléthiques quelconques, u et u', tels que cat(u ut) et
u+u' ou bien u=nu', ou bien u'=mu, ou bien il 'y a un nombre=

alethlque u" tel que ufu et u"+u’ et cat(u,u") et cat(u",u').

Si A est l'ensemble des nombres aléthiques, on a les
propriétés algébriques suivantes

(A,maxim,minim,inv,1,0,nih(inv) ) est,une algébre.quasi-boo——-
léenne topologique.
(A, max1m minim,nih,0 l) est une algébre de Stone

Si T est 1'ensemble des tenseurs aléthiques, ‘alors:

(T,maxim,minim,nih,1,0,mut) est une algdbre parabooléenne, en
tendant par 13 une algebre sur laquelle mut est.une congruence
et telle que toutes les , equations d'une algébre booléen
e deviennent vraies si 1'on substitue au signe d'identité

'mut! .

I1 faut relever que certaines propriétés des algehes
booléennes ne sont pas valides pour les algébres parabooléen=
nes, notamment parmi celles qui concernent les filtres et les
idéaux.

(T,maxim,minim,inv, (l 1,1...),(0,0,0...),0mn,gcong) est-uneal

‘

gebre paraqu351booleenne topologlque (déf 1nle d'une maniére =
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analogue par rapport aux algebres quasibooléennes, gcong étant
ici la congruence qui d01t remplacer 1l'identité).

De nouveau, on peut constater que les lois concer--
nant les filtres et les idéaux validesdans une algébre quasi-
booléenne topologique ne le sont pas nécessairement dans une=
algébre paraquasibooléenne topologidcue.

(T,maxim,minim,inv,(1,1,1...),(0,0,0...),belt) est une alge-
bre quas 1booleenne topologlque.

Une étude plus poussée de l'ensemble des nombresalé
thiques et de l'ensemble des tenseurs aléthiques révélerait de
nombreuses propriétés et structures algébriques intéressantes,
Nous aborderons ce sujet dans un ouvrage postérieur.

§7.- Remarques additionnelles.= - Nous avons prouvé que Aq (et
aussi, par conséquent, As) est un systéme non trivial. Est-il-
finiment trivialisable? Etre finiment trivialisable c'estpw

voir &tre rendu trivial par 1l'adjonction d'un nombre fini ==

d'axiomes -et mis & part des axiomes banals, comme "p", "p.q",
"p+q", etc., qui rendraient immédiatement 18 systéme Post-irn.
conolstant donc trivial-. (Sur cette queéstion, cf. C:27, p.

500). Ag ést effectivement un systéme finiment trivialisable.
Voici quelques échantillons de formules qui, ajoutées comme =
axiomes, trivialiseraient As (donc aussi ggs

p=q=.plq  Pp+BNp pbDXp fp+Fp F(p.lp)

La preuve que le systéme Ag, tout en étant - contra
dictoire, a un modéle sert & réfuter une erreur naguére répan
due -et encore maintenant largement partag@e~ a laquelleadhe
re Tarski, lorsqu'il affirme  (T:6, p. 150) :

... nous pouvons convenir aft appeLer contradictoire toute=
classe ‘de propositions qui n'a pas de modéle.

EVldemment cette terminologie se justifie si 1l'on=
identifie negatlon eu surn@gatjon et gue l'on admet un scul =

foncteur de negatlon a savoir la ﬂegdtlon forte. Mais le Im

gage de tous les jours distingue spontanément plusieurs types
de négation. Comme le prouve l'existence de A Ag (mais aussi =
celle d'autres systémes contradictoires ayant des modeles, dmt
nous avons parlé au chapitre 2 de ce Livre), et comme 1l'a mis
en évidence, en particulier, le professeur Kotms (communicatin

personnelle a l'auteur) des systémes formels ayant une plursa

1ité de foncteurs de negﬂtlon sont, non seulcment p0051b1@s ,

mais indispensables pour refléter la complexité et les nuanes:

de la pensée et du réel. - (Il y a d'ailleurs des systémes non

contradictoires qui possédent plusieurs. negatlons p.ex. des=

systémes construct1v1%tes)

Un autre fait qu'il vaut la peine de souligner cles®
1'apparente incomplétude de Ag. Qu'un systéme contradictoire
puisse &tre incomplet infirme une autre erreur que fit sienne:
feu Abraham Robinson (R:19, p. 66), en affirmant que, pour
tout systeme K, "If K is contradlctory then 1t 1s obviously =
complete!. Ce’ serait le cas si chaque systéme contradictoire
était trivial, car tout systéme trivial est. complet.

§8.~ Avant de mettre fin & ce chapitre, signalons que la séman
tique ici proposée n'est pas, telle quellp, phlloqophlquement
satisfaisante, car elle accorde une existence réelle a un de-
notatum de chaque fbf de As et de AQ, y compris donc & un cor
relat de '0'. Mais une modification philosophiquement satis-
faisante de cette sémantique est parfaitement possible. Il suf

|5
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firait d'éliminer de l'ensemble des tenseurs aléthiques le ==
tenseur (0,0,0...), et de l'ensemble des nombres aléthiques le
nombre O. Les évaluations cesseraient d'étre des foncticns =
pour devenir des fonctions partielles telles que, si la valeur
d'une évaluation v pour un argument existe, alors cette valewr
est unique. On dirait qu'une phrase est valide ssi chaque

évaluation envoie cette phrase sur un tenseur qui n'a qu'un
nombre fini de trous (un tenseur ayant un trou par rapport

1'index i ssi ledit tenseur n'a pas de i® item -puisque lesan
ciens items nuls ont été retranchés). Une phrase p sera fon-
ciérement vraie sous une certaine évaluation v ssi v(p) exis-
te et qu'il a tout au plus un nombre fini de trous. Une phra
se p sera foncidrement-fausse sous une évaluation v ssi vip),
si elle existe, a tout au plus un nombre fini d'items pleins.
Une phrase p sera absolument fausse sous une évaluation v ssi '
ou bien v(p) n'existe pas ou, autrement, v(p) ne contient =,
qu'un nombre fini d'items aléthiques. Une formule sera vali-

de ssi sous chaque évaluation elle est fonciérement vrale. ' =.
Tout Gela met en relief la relation d!'identité parfaite qu'il

v a entre la vérité et l'existence, relation que nous étudie-
rons dans la Section III du Livre III. Pour nous exprimer =
d'une maniére philosophiquement (et non seulement technique--
ment ) pleinement adéquate, 1l faudrait parler non seulement=
d'existence et d'inexistence tout court, mais de degrés d'exis

© 0o

tence : un item non nul u est plus réel qu'un autre item u! =
ssi cat(u',u) et u'*u.” On pourrait constater alors:que plus=
un tenseur existe qui ‘soit la valeur d'une évaluation v qui =
soit correcte, . pour une phrase p, moins v(Np) est réel. Etsi
v est une évaluation correcte telle que (v(p))y=1, alers =

" Ty(Np))i-ntexiste point ~-autrement dit la phrase "Np", si.elle

d€signe quelque chose, a pour denotatum un tenseur aléthique=
ayant un trou par rapport & l'index i~. En parlant de la sor
te, nous nous exprimerions-dans le, métalangage (que celui-ci=
soit identique ou non au langage-objet) comme il sied de le
faire, reflétant et miroitant dans la métalogique le contenu=
linguistique et philosophique que notre approche entend véhia
ler. Conformément & tout cela, il faudrait-introduire des mo
difications "appropriées dans les régles qui régissent les éva

luations de'Ag. P.ex., on'dirait que, pour-chaque évaluation

v, si(l(p))i%l,'alOrs;(y(Np))' ntexiste point; si(%(p))ivexig

te tout en &tant différent de’l, (v(Np)),=inv((v(p]);); enfin,

si (v(p))y n'existe point, (v(Np));=1. “#e% Schantillon montre

le type dTadaptations nécessaires pour passer de la sémanti- -
que formelle strictement fonctionnelle des 381, 2 et 3 de ce

chapitre & une sémantique philosophiquement acceptable quitou
tefois demeurerait étroitement apparentée 2 ladite. sémantique
formelle. S IR

En tout cas, nous voulons dire trés nettement que la

sémantiquée exposée dans les §§ 1 & 3 de ce chdpitre est une sé

mantique fictivement simplifiée, pour des raisons de maniemert .
formel, et que le vrai modéle réel dont nous défendrons l'exs

tence au Livre III de cette étude est obtenu & partir de lasg

mantique formelle des §§:1 & 3 selon les amendements ci-desaus -
indiqués dans ce paragraphe -et en choisissant naturellement=:
une évaluation correcte, i.e. qui :assigne des tenseurs désigés
34 toutes les phrases vraies et & elles seules (par 'phrase =

vraie'! nous entendons : phrase fonciérement vraie). Le modéle
réel est étroitement 1ié & la sémantique formelle, si bien =
quten dépit de sa simplification au regard du modéle réelle,=
la sémantique formelle proposée aux §§ 1 & 3 conserve la moti

vation philosophique de notre approche, entaché certes de dé-

formations & tout moment éliminables moyennant des réajuste--

ments conformes aux prescriptions ci-dessus. L



38
Chapitre 4.- UNE CLASSIFICATION DES FONCTEURS MONADIQUES ET

DYADIQUES

Nous étudierons dans ce chapitre quelques propriétés
que doivent posséder les foncteurs d'un calcul sententiel pour
8tre classifiés comme appartenant aux catégories que voici :=
foncteurs assertifs; foncteurs négatifs; foncteurs conjonctifs;
foncteurs conditionnels; foncteurs disjonctifs; foncteurs im-
plicatifs; foncteurs blcondltloﬂnels, et ioncteurs surimpli.
catifs.

§1.~ Un foncteur assertif est un foncteur monadique tel qu!
une phrase qui commence par lui a une valeur désignée seule--
ment si le résultat de retrancher le foncteur a une valeur dé
signée. Parmi.beaucoup d'autres, les foncteurs suivants_de is
sont des foncteurs assertifs : X, ¥, H, L, P, Y, f, E, P, B,
T, etc. Le nombre en est infini et on peut demontrer qu'il v
a des chaines infinies de ces foncteurs, ol chaque foncteur =
est différent de tous ceux qui précédent et de tous ceux qui=
suivent.

Un foncteur semi-assertif est un foncteur tel que,=
si une formule commengant par lui a une valeur désignée, akrg
le résultat de retancher le foncteur posséde une valeur qui
ne soit pasS fortement antidésignée (en entendant par valeur =
fortement ant1d651gnee toute valeur w telle que si /p/=w; alce
pour tout q pkq). (Similairement, on entendra par valeur fortie-
ment désignée toute valeur W tell@ que, si /p/=w alors pour =
tout foncteur de negat“oﬂ &, $ply, pour tout q). Le foncteur
1J' est un foncteur semi-assertif.(Cf.§13, p. 51)

Un foncteur surassertif est un foncteur monadique
tel que le résultat de le retrancher d'une formule qui commen
ce par lui et qui posséde une valeur désignée est une formule

ayant une valeur surdésignée. '7! est un foncteur surassertif.
Si $ est un foncteur surassertif et Sassertif,§& et #§ sont ar
assertifs.Un foncteur sous-assertif est un foncteur monadique
tel que le résultat de le retrancher diune formule qui com--
mence par lul et qui possédde une valeur désignée est une for=-
mule différente de la valeur infime (dans le cas de la séman-
tique formelle proposée pour Ag, différente de (O 0,0...)).1Le
foncteur 'W' est un foncteur sous-assertif.

La classe dés foncteurs d'affirmation comprend les
foncteurs sous-assertifs, semi-assertifs, assertifs et suras-
sertifs.

§2.- Les foncteur's négatifs sont les foncteurs monadiques&qui
parmi’  les conditions suivantes en satisfont 5 au moins

1.~ Au minimum un membre du couple (p,%p) doit, soit avoirwune
valeur désignée, soit ne pas avoir une valeur antidésignée.

2.- Au minimum un membre du couple (p,$P) doit, soit avoirune
valeur antlde51gnee solt ne pas avoir une valeur désignée.

3.- Si la yaleur de p est désignée, /$p/ est antidésignée.
L.- Si /p/ est antidésignée, /$p/ est désignée.
5.- 8i /$p/ est antidésignée, /p/ est désignée.
6.~ Si /$p/ est désignée, /p/ est antidésignée.

Une negatlon $ est naturelle si, par rapport 4 un
foncteur biconditionnel § caractérisé par le MP réciproque,

/p88$p/ est désigné,
Les foncteurs suivants sont négatifs : N, N, N, -,F

i
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Ils sont tous des négations naturelles sauf '-1,

Nous appellerons negation 81mple tout foncteur néga
tif$remplissant les six conditions ci-dessus énumérées et tel
que, pour tout ' p, /3%p/=/p/. 'N' est le seul foncteur de néga-
‘tion simple.

Un foncteur de négation forte ou surnegatlon est un
foncteur négatif $ qui satisfait les conditions (1), (2),(3) ,

‘ (5) et (6) ci~dessus et au surplus celles-ci :

Au max1mum 1'un des deux (/p/,/$p/) est désigné.
est de51gne $p/ est fortement antlde51gne
111 /%p .est des1gne p/ est fortement antidésigné.
iv) Sl /p/ est fortement antidésigné, /$p/ est fortement de-
signé.
® TI1 en ressort que /p/ est désigné ssi /$%p/ est
fortement désigné. Un foncteur qui satisfait toutes ces condi
tions est, dans As,.le foncteur 'F'. 'F"est donc un I{oncteur=
de negatlon forte. . -
Un foncteur ultranégatlf est un foncteurfqui satis
~fait les conditions suivantes : : -
1) Au minimum 1'un des deux (/p/,/$p/) est fortement antidé--

signé. - .
Au maximum l'un des deux (/p/, /$p/) est fortement antidé-
signé. » U

Au minimum 1'un des deux est fortement desgm&

Au maximum 1'un des deux é ﬁ/ /$§ est désigné.
. p/,/$%p/)
$$p/ est désigné ssi /p/ n'est pas fortement antidésigné.

MW N
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"Un foncteur qui satisfait ces cing conditions c'est
le fonctéur 'F', qui est donc un foncteur ultranégatif

Un foncteur seminégatif est un foncteur $ tel que
Au minimum 1'un des deu"'g7%p/ /p/) est désigné.
cAu maximum 1'un des deux /Pp/,/ ) est désigné.
) Au minimum. l'un des deux (/%n/, /W%p, -est fortement antidg
) Au maximum 1tun des deux, //$p/,/%kp/) est ~ antidésigneé.
) /$ p/ est fortement désigné ssi /p/ est désigné.

Un foncteur qui satisfait ces cing conditions et qui
par suite est un foncteur seminégatif est le foncteur 1Br.

1
2
3
b
P

Un foncteur qu381ne atlf est.un foncteur $ tel que:

1) Au minimum 1'un des$ deux” / p/ est fortement désigné.

2) Au maximum 1'un des deux / est fortement désigné.

3) Au minimum 1'un des deux /% / /§$p/ est fortement antlde
Slgne . b

L) Au maximum 1'un des deux @ ‘est antldeSIgne.

5) Au maximum l'un des deéux / / est désigné.

6) /$%p/ est désigné ssi /p/ est fortement désigné.

Un foncteur qui satisfait ces condltlons et qul dés
lors, est un foncteur quasinégatif est tHr.

§3.- Un foncteur $ est une conjonction ssi :

1) /p/ est désigné ssi /p$p/es\' dasique -

) /p est désigné ssi /ajp/ est de51gne

) /p q$r)/ est désigné ssi /pPar/ est désigné. ,

) T1 y a un foncteur de disjonction § tel ‘que /p$(qSr)/ est
désigné ssi /p$q§.phr/ est désigné; /a§r§p/ est désigné ssi
/a$pS.ré$p/ est désigné; /p §(q$r% est désigné ssif pgq $.p8r/
est de31gne ; /agrdp/ est désigné ssi /q$pd. r§p/ est désigé.

5) / est de51gne ssi /p, est désigné et /q est désigné.

6) /g q/ est surdésigné ssi /o/ et /q gnrdésignés les deux.

W0 N
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) /p$a/ est fortement antidésigné si /p/ est fortement antidé
signé et aussi si /q/ est fortement antidésigné.
8) I1 yv a un foncteur de dls]onotlon§ et un foncteur négatif
tels que (p$d/ est de51gne ssi
75% p§negq/ est désigné et __g(p§q)/ est désigné ssi
/Qggp%gggq/ est désigné.
Ces huit conditions sont satisfaites par les fonc--
teurs que voici : 7, &, «, _,

Une conjonction $ est simple ssl elle satisfait en
outre les deux conditions suivantes

9) Si /p/ est antidésigné ou /q/ est antidésigné, /p$a/ est
antidésigné. .
10)Si 1l'ensemble des valeurs de vérité est ordonné ru préor-
donné par une relation réflexivz, non symetrlque et transi
tive prae telle que, si w est fortement ant1d651gnee pour
tout w! prae (w,w!' 5, et, si w est fortement désigné, alors
pour tout w! prae(w’ w) et prae constitue un ordre ou pré-
ordre de rapprochement des valeurs maximales; si, au sur--
plus, § est un fonteur assertif tel que, si /§p/ est désppé

et pra e(/p,/a/), alors /§a/ est désigné; si, SOr-
ercit, /§(p$q)/ est désigné, . /gp est dé-
signé et /§q/ est désigné.
» Des foncteurs qui satlsfon+ S les 10 conditions: ces
sonj onctions simples sont, dans AS, lesfonctews '.' tT T ’Ls
deuxautres cure 1.ous avons ériumérée ci- dessuﬁ ne SatleOnt ac
10€ condition « Mais il remplisscni vous Lo vondition g =

"hormis '&'. Nous appellerons 'conjonction naturelle! toute =
congonctlon satisfaisant la ckndltlon (9).

Nous dopellerons ‘conjonction fondamentale'! toute =
conjonction simple Jui satisfait ces deux autres conditions:

11) Le résultat de modifier la condition (10) ci-dessus comme
suit : /§(p$q)/ est désigné ssi /8p/ et /8a/ sont tousles
deux désignés.

12) Si /p/ est .la valeur suprime , alors /p%q/=/q/.
pour tout Q.

La conjonction fondamentale de As est, bien entepdu

le foncteur t.r.

S4.- 'Un foncteur $ est une disjonction ssi :
1) /p/ est désigné ssi /php/ est désigné.

2)  /p$l q r)/ est désigné ssi /p$adr/ est désigné. -

3) Il y un foncteur de congonctlon , tel que, ou bien =
/p§ q$r )/ est de51 ne ssi /pSqd pér est deqlgne et, en
méme temps (q8r)/ est désigné ssi /p$a8.pfr/ est dag;e,
ou bien / %rgp est désigné ssi /qSp$.rSp/ est désigné e
en méme temps, aSr$p/ est désigné ssi /qfp$§. r$p/ est
désigné. -

) /p$g/ est antidésigné ssi /p/ et /a/ sont tous les deux an
t1d651gnes.

5) /p8a/ est surant1d951gne ssi /p/ et /q/ sont tous lesdeux
surantidésignés.,

6) 8i /p/ est fortement de51gne ou /q/ est fortement désigné,
alors /p$qa/ est fortement désigné.
7) Si /p/ est désigné, alors ou bien /p$g/ est désigné, ou =
bien /aq$p/ est de51gne.
8) Il vy a un foncteur de conjonction § et une négation neg
‘ tels que ... {comme la condition (8) des conjonctions).
Deux foncteurs qui satisfont toutes ces conditions=

Ii
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sont les foncteurs '+', 7 V', et '$',

Une dlSJODCtlon naturelle est une disjonction qul =
satlsfalt la condition. suivante :

) /p8a/ est désigné ssi /q$p/ est désigné.

De ces neuf conditions, 1l en ressort que toute dis
Jonctlon naturelle est telle que, si /p/ est désigné ou /q/ =
est désigné, alors /p$q/ est d951gné. Des foncteurs sus
mentionnes, lesseulsqul constituent . disjonctionsnaturelles=
somt '+! et 'E1,

‘Une autre condltlon qu'il serait peut- etre raisonna
ble d'imposer pour qu'un foncteur puisse &tre considéré comme
une dlsgonctlon c'est que, pour quelque foncteur de negatlon

/p$q/ et /8§p/ sont de51gnes, /a/ doive &tre désignée.==

Cette version du sylloglsme disjonctif n'est pas incompatible

~avec l'existence de systemes contradictoires non satures -com
Me nous ltavons constaté au chapitre 1 de ce Livre.

_ Nous introduisons enfin la notion de disjonction =
'fondamentalel comme suit : une disjonction$est fondamentale =
au cas ob /p/ soit la valeur infime, pour tout g
/pﬁq/‘/q$p/ =/a/ et, par surcroit, pour tout p, /p p/’/p/ La
seule dlsgonctlon fondamentale dans As est -

Comme on le voit, nous avons été moins ex1geant
en stlpulant des condltlons pour la’ dlsgonctlon qu'en le fal—
sant pour la conjonction. En effet : nous avons demandé pour
les conjonctions une distributivité et & droite et & gauche ,
tandis que pour la conjdnction tout ce que nous demandond =
c'est une distributivité 3 doite ou une distributivité a gau-
che. Mais la différence la plus saillante, et la racine de
celle que nous venons d'évoquer, clest l’absence de condition
de commutativité pour la dlsJonctlon. Dans la conversation =
courante, la commutativité est souvent inapplicable aux dis-~-
jonctions, et ceci tient sans doute au fait que bien d'dccur-~
rences d'une particule disjonctiv: doivent &tre formalisées,
non pas par le biais de '+!' ou de 'f', mais bien au moyen de
LAV BN Cec1 est vrai surtout pour les locutions du type. 'amoins

que... " (avec ou sans 'ne! expletlf) P.ex. : 'je seral héu
reux a moins que tu me qulttes’ ‘ne parait point entrainer :
'tu me quitteras & moins que je sols heureux!. Certes, iciil

¥y a une compllcatlon temporelle, mais elle ne semble pas consg
tituer la seule raison de la non—commutat1v1te de la. phrdseen
question; car il y a des exemples qui semblent réfuter. aussi=
la commutativité des disjonctions en '4 moins que' et qui, ap
paremment, ne font pas intervenir des compllcatlons d’opera-—
teurs temporels, comme, p.ex. : 'Alain est content & moins =
qu'on ne lul rappelle son enfance'; cette phrase ne semblepas
entrainer : 'On rappelle & Alain son enfance, & moins qu'il =
soit content'. Or. l'absence de commutat1v1te entraine un af-
faiblissement de la distributivité.

§5.- Bellman et Giertz (B:8) ont prouvé que toute logique ol=
les valeurs de vérité soient des r8els appartenant & 1'inter-
valle [o,1]| est telle que la conjonction et la disjonction=
doivent avoir comme fonctions caractéristiques, respectivenert,
min et max, si elles satisfont les condltlons sulvantes i sy-
metrie, a38001at1v1te ~distributivité réciproque & droite et
ékgauche et, en outre, quelexws fonctions caractéristiques =
soient continues et strictement croissantes par rapport a leur
premler argument. et telles que la conjonction de p et q ne =
dépasse pas min(/p/,/ /), et la disjonction de p et g ne sdalt
pas inférieure a max( p/,/a/). Encore que l'ensemble des va-
leurs de vérité de A As ne 501t pas l'ensemble des réels dudit=
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intervalle, le.résultat est parfaltement valide pour As, si
aux fonctlons max et min, définies sur les réels, nous substi
tuons maxim et minim def1n¢es sur les tenseurs aléthiques, a
partir de max et de min, comme nous l'avons vu dans le chapi-
tre précédent. Comment expllquer alors que, & cdté de la con
jonction '.! et de la disjonction '+! (respectivement, la con
Jjonction et 1la dlsgon6ulon'Londamentales) dont les.fonctions
sont minim et maxim, nous admettions d’autres conjonctions
et disjonction? Il y a deux raisons. La premiére c'est que
la derniéreé condition énumérée par Bellman et Giertz est exces
sive ¢omme condition pour toute conJonctlon et toute dlqgoqc—
tion.(la condition comme qu01 si $ est unc congonctlon /p@q
ne doit pas dépasser min n(/p / /q/ , et similairement pour L ..
disjonction); les congonctlons ~au demeurant naturelles et =
simples- ' ' et ' ' ne satisfont pas ledit réquisit. La deu-
xiéme raison ctlest que, si le foncteur de conjonctionnaturel
le '*' (bien que non pas de conjonction simple) et la dlsgonc
tion naturelle '#!' satisfont toutes les autres conditions im-
posées par Bellman et Giertz, elles le font seulement en un.
sens : si ces conditions sont interprétées comme des reglesect
que toute valeur de vérité supérieure & O (dans une logiqgir
scalairz* et dans une logique tensorielle comme As, toute wvi
leur ne contenant qu'un nombre fini de zeros) est d651gnee,
Bellman et Giertsz 1nterpretent ces propriétés comme identité=

stricte des valeurs de vérité (p.ex., 1l'idempotence pour un
foncteur § signifie que /p5./=/p/; et les autres réqui.itsénu
mérés sont ‘a 1'asenant). Cela s'explique si l'on se placa =

dans une perspeccive lukas¢eW1cz¢cnnb, ol L. seule valeur dé-
51gneeest la valeur supréme et olu un biconditionnel est vall—'
de ssi son membre de gauche pusséde la méme valeur de vérité=

que son membre de droite, pour toute substitution des varia--
bles. Mais, si lton admet une in{inité de degrés de vérité ,

ce qui est propre aux logiques. floues, il semble naturel de =
dépasser ce cadre tr01u, et de uenlr pour valeurs vraies (plus

ou moins vraies) toutes les valeurs de vérité non nulles.

§6.~ Si nous postuloﬁs une plural*té de foncteurs conjonectifs
et disjonctifs ce: n'est point pour le simple plaisir de jouer
avec les latitudes technlqu ment p0051bles dans un systéme pu
rement formel. Loin de la. La raison en est la suivante @ =
tout parait indiquer que les différents emplois de 'et! et =
ceux de 'ou’.comportent des conditions de vérité . partiellement
similaires, mais non pas strictement 1denthues. Cfest ce qu.
explique que certains philosophes aient eu des intuitions im--
poqs1bles 4 systématiser dans le ctadre d'un systéme formelpog
sédant un seul foncteur de conjonction et un seul foncteur de
disjonction. Que 1l'on pense, p.ex., aux theses -qu'il faut
ce nous semble, prendre parfaltement au sérieux~- des idéalis-
tes brltannlques sur la disjonction et la conjonction (cf.C:32)
Pour les idéalistes britanniques &tre b et c c'est une troi--
siéme possibilité, différente de celle d'étre b et de celle
d'étre c. (On pourrait certes interprétpr cela aussi dans le
sens d'une intervention de l'opération d'appartenarice; nous =
avons vu dans la Section IV du Livre I que x(y.z)' nfimplique
ni ntest impliqué par - 'xy.xz'; et cette absence d'implicaticn
nous a permis d'expliquer et représenter formellement certal
nes fonctions des adjectifs épithétes; mais nous supposerons=
que les intuitions dont nous parlons dans ce paragraphe con--
cernent exclusivement les foncteurs en présence et non pas =
des opérations ensemblistes). Bosanquet (cf. C:32, p. 121) =
étaye cette theése avec un argument métaphysique qul ne manqgue
pas de pouvoir persuasif : le sujet sera différent qutil posse

il
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de lafdoublevdétermination be ou qu'il posséde seulement la
détermination b ou seulement. la détermination c. Bosanquet =
dit (cité par Crossley, ibid.) :

b and ¢ are each exclusive of bc.  So with the wellworn
case of rogue and. fool, that excludes the cases of simply
rogue and simply fool. The man is different in every fi-
bre of its being. N

v Ce raisonnement s'appuie sur des intuitions platoni
ciennes -~et hégéliennes- & propos d'une sorte de fusion entre
le corrélat du sujet et celui du prédicat. Quoil qu'il en saify
si l'on accepte ltargument de Bosanquet on devra reconnaitre
que /p-et-q/ doit &tre -pour un rdle sémantique de la particu
le 'et'!'- une situation différente de ce que /p -et-/q/. Dire
"p-et-q" ne serait point la méme chose que de dire p et ajou-
ter g. - : e
i Nous acceptons pour une part l'argument de Bosanquet.
Dire "p-et-q" ce n'est point la méme chose que dire p et di-
re q. Mais cela me veut pas dire que /p-et~-q/ doive nécessal
rement 8tre différent aussi bien de /p/ que de /q/; seulement
que cette différence est possible. Or cette possibilité est=
admise .par la sémantique.de As, et cé méme pour la. conjondion
fondamentale =-comme nous l'avons vu en détail dans le ‘chapitre
" précédent~. Mais l'argument de Bosanquet: peut présenter enco
re dlautres aspects intéressants qui:ne sont pas dlment recon
nus dans leur bien-fondé par l'assignation de valeurs pour la
fonection caractéristique du foncteur '.'. Clest que la dévia
tion de /p.q/ par rapport & /p/ et & /q/, bien que possible,=
est toujours vers le bas et seulement dans la mesure ou, pour
quelque i, le i® item . de l'autre membre conjonctif est infé-
rieur a celui du membre initialement donné. Mais dans certains
emplois du connecteur 'et!, on peut avoir l'impression que =
cette déviation doit étre différente; parfois on peut penser=
que /p-et-q/ doit 8tre intermédiaire entre /p/ et /q/.  Dis-je
le méme mensonge si j'affirme 'le Soleil est - est un: astre
chaud et 1'Italie est plus grande que la France' que si Jje dis
tle Soleil est un astr> froid ' et 1'Italie est plus =
grande que la France'? On peut en douter. On pourrait espé-
rer que notre hésitation fft causée par une équivocité du con
necteur 'et!, tantdt devant &tre pris comme une fonction mini
malisante, tantdt comme quelque fonction de moyenne. A notre
avis clest ce qui se passe lorsque le 'et' est supprimable et
quten fait on est en train d'exprimer une juxtaposition. Car
~dire "p,q", ce n'est point la méme chose que de dire p et dire
q (i.e. que de dire p, en ajoutant q). La juxtaposition mar-
que un lien quil sertad constituer un message unitaire. Quel--
qu'yn peut &tre en train de dire p au téléphone et q & ‘quel--
qu'un d'autre, de vive voix; il n'aura pas dit "p,q". Les con
ditions de vérité de "p,q" sont proches de celles de la con--
jonction fondamentale sous plusieurs rapports. Mais il semble
qu'il y ait dans la juxtaposition -et dans les emplois de 'et
paraphrasables comme .des’ juktapositions- une moindre exigence,
si bien qu'un mensonge ou.quasi-mensonge dit en juxtaposition
avec des phrases extrémement vraies donne pour résultat unmes
sage moins mensonger (et de méme pour les faussetés contenues
dans un livre, un article, ete.). La juxtaposition parailt =
donc pouvoir &tre formellement représentée comme 1l'un desfong
teurs '_' ou ' '.

D'un autre c8té, il y a aussi un 'et! d'insistance:
14 ol le double 'et! est présent ou sous-entendu (et qui équi
vaut A une particule discontinue : 'non seulement... mais aus
sit'). Cette insistance indique une fonction interactive (au
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sens de Zadeh), telle que /et p et g/ puisse &tre inférieure=
a /p/ et & /q/. Cet 'et! d'insistance est formellement repré
senté par le foncteur '7'. ‘

On pourrait form.ler des considérations semblables=
4 propos des différences entre les divers foncteurs de disjonc
tion (et les divers emplois du 'ou!), mais une extrapolation=
de ce qui précéde -non sans quelques modifications et nuances,
certes- pourrait suffire.

§7.- Un avantage de la sémantique proposéedans le chapitre 3et
de 1la caractérisation des foncteurs que nous sommes en train=
dteffectuer dans ce chapitre (et qui se fonde sur la sémant 1-
que susmentionnée, méme si le portée de nos classifications =
est-beaucoup plus générale et ne se confinz pas & un seul sys
téme ou & une sémantique déterminée) réside dans le fait qu'=
une phrase disjonctive peut &tre vraie simpliciter sans qu'a
cun membre disjonctif ne soit simpliciter (c-a-d : fonciercmat
ou”strictementi vrai. C'est pourquoi nous n'avons pas deman-—
dé =méme pas pour la disjonction fondamentale- pour qu'unfonc
teur $ soit considéré comme une disjonction que /p$ soit dé
signé seulement si ou bien /p/ est désigné ou bien /q/ est dZ
signé (de méme que nous n'avons demandé pour aucune carjonc--
tion § que /p§q/ soit antidésigné. seulement si soit /p/ estan
tidésigné ou est antidésigné). En ce sens, toute disjonc
tion est intensionnelle, au sens ou Lewis entendait ce.mot ap
pliqué & la disjonction, & .roire l'interprétation pro.osée =
par H.S. Chandlz. (C:15, p.32): .

'Perhaps Lewis should say that a true disjunctive assertion
- is intensional for those who know it to be true without =
~knowing which member is trie, and 1s extensional for tho-

 gse who know the truth of at least one member.

, Si nous disons qu'ten ce sens toute disjonction est=
intensionnelle, c'est dque toute disjonction est, de par notre
sémantique, telle que ni sa vérité stricte (le fait que la
disjonction posséde une valeur de vérité désignée) ni méme son
degré exact de vérité ne nous renseignent univoquement sur les
degrés de vérité que peuvent posséder les membres disjonctifs.
(Ceéla permet de répondre & certains arguments intuitionnistes
contre la loi de tiers exclu).

Un dernier point pour conclure ce commentaire sur=
les contraintes imposées aux foncteurs de conjonction et de
disjonction : nous avons imposé (84, condition (7)) comme con
dition pour qu'un foncteur soilt disjonctif que la loi d'addi-
tion, & droite ou A gauche, soit valide (plus exactement : la
régle d'addition). D'aucuns -surtout des philosophes d'obé--
dience oxonienne- ont repoussé cette régle. Chandler (C:16 ,
p.36n.) rejette les exemples allégués par les partisans de la
régle, comme 'le Panama est en Amérique ou Jje suls le Roi de=
Perse'! (son exemple c'est '... or I am a monkey's uncle'); il
affirme qu'il s'agit 1a d'un idiome, d'une phrase courante tou
te faite. DMals cette réponse est inadéquate, car il y aurait
une infinité de telles phrases soi-disant toutes faites, com-
me '...ou le Soleil est froid', '...ou je suis un ours', '...
ou tout est faux', '...ou trois fois trois clest huit', ctc.).
Toutes ces expressions ne sont pas pareillement heureuses, du
point de vue pragmatique, mais sémantiquement elles sont tou-
tes vraies (les unes, sans doute, plus que les autres).

§8.- DNous zbordons maintenant 1'étude des foncteurs condition
nels. Un foncteur $ cst conditionnel ssi :
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/p$p/ est désigné pour chaque ' . _
Si /p%q/ est %e51gne et /q$r/pest désigné, alors /p§r/est
désigné.

I1 vy a quelque p tel que , pour quelque q, /p$a/ est de——
signé et q%p / n'est pas désigné,

Si /p/ ect désigné et /p$a/ est désigné, /a/ est désigné.

Si- /g/ est fortement désigné et /pha/ est . . Tdé-
51gne /q/ est fortement désign S '

i /p/ est surdésigné et p$q§ est surdésigné, /q/ est =
surdes né.
Si /p$q§ est’ désigné et /q/ fortement ant1d881gne /p/ est

\'fortement antlde51gne

/p$q/‘est désigné, alors une de ces conditions-ci‘est=
vrale : :

) /a/ est une valeur antidésignée seulement si /p/ est =

une valeur antlde81gnee‘

b) /q/ est non désigné seulement si /p/ est non désigné.

Des foncteurs qui remplissent ces huit conditions =
sont : C, G, C, D, DD, D, plus la famille de foncteurs &, 4 E
a4, 4a, etc. Aussi lesfoncteurs'cc' tet, :
Un conditionnelfest simple ssi il satisfait |

9) 5i /p/ est .la valeur minimale , /pHa/=/a/.
10) S8i /q/ est la valeur maximale, /p$q/ q.
11) Si /q/ est désigne, /p$a/ est désigné.

Des conditionnels simples sont : ¢, ¢, G, c.
- Un foncteur condltlonnel$ est naturel ssi il rem--
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plit, ocutre les condltions(ﬁ a (8), celles-ci :

2) /pﬁp% $a/ est désigné, pour tout p et q. RN

13) /ps!( % )$.p$ad. phr est désigné, pour tout P, 9y To

14) Si § est une négation simple ou une surnegdtlon, alors =
/P$§p$§p/ est désigné. . :

15) si est une conjonction fondamentale, alors pour tout pJ‘
et tout a, /phad.p8r$qa/ est désigné.

16) Si § est une disjonction fondamentale, alors pour chaque~

p, q et r, /pPas.ph.qSr/ est désigné.
- Les conditionnels suivants sont naturels : €, C, G,
D, DD, D, ¢. En revanche, 'cc! n'est pas naturel (il ne sams

alt Eas la condition (145 pour la negatlon simple 1la formule
ch ccNi' n'a pas de valeur. de51gnee, bien entendu).

Un condltlonnel normal est un cond1t10nnel$31mpleet
naturel qui satisfait, au surplus, les conditions : '
17) si §- -est une disj onctlon naturelle alors pour chaque pet

.~ chaque q /p$q§.q$p/ est désign
18) Pour tout p, 4, r, /ph.adr/= §q$ pfi?»r/ /pSadr/, ot § est ure
conjonction fondamentale.

3] RN e

) |
21) /p$.q p/ est désigné.
22) /p est désigné.
R3) /p qﬁp%/? est de51 né. . _
24) /g .q°r/=/p$q° p$r est désigné, si ° est soit une conjonc
tion fondamentale, 501t une dlsgonctlon fondamentale.
25) /p q$r/~/p$r§ q$r/ ( ° est une conjonction fondamentale
t § une ‘disjonction fondamentale, ou vice versa) est dé-
51gne.

Cet ensemble de conditions parait caracterlser uni
quement deux seuls foncteurs : 'C! -le conditionnel fort
usuellement employé dans nos déductions- et le conditionnel
gddelien 'c!'. Nous introduisons la notion de conditionnel

i II ll
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commun tout conditionnel normal$qui satisfait la condition

26) 51 § est une disjonction fondamentale, il y a un fong
teur de négation forte.ou surnégution £ tel que /p$q/=
=/&p8a/s

Le seul foncteur conditionnel commun de As est 'C!.

§9.- DNous 1ntrodu1ronq dans ce paragraphe les notions de fong
teur quasi-conditionnel et de foncteur pseudo-conditionnel.

Un foncteur quuw¢—cond1t¢onnei (ou conditionnel-fai
ble) est un foncteur dyadique 3 tel que !
1) Si /p$a/ est désigné et /p/ fortement désigné, /q/ est dé
signé.
2) Slg/p$q/ est désigné et /q/ fortement gnt1d651gne /v/ ntet
pas fortement désigné et ; e%t nt1d651gne '
3) Si /p/ est antidésigné, /pha/ est désigné.
L) Si /a/ est désigné, /phg/ est désigné.
5) Si: /p/ n'est pas de51gne /p$a/ n'est pas antidésigné.
6) /pPp/ est désigné.
7) I1y a quelquesp et q tels que /p%q/ est désigné et /q@o/
n'est pas désigné.
8) /phas. q¢r$ p$r§ est désigné pour chaque p, q, r.

Un foncteur qul satlsfalt ces huit conditions cles.
VAN

On appellera 'foncteur filtrant' un foncteur asser-
tif § possédant les caractZ-istiques indiquées dans 1. pro .8
se de la corndition (10) des conjorctions (vid, plus houb, 577
p. 40) et tel que, pour quclque g, 2/ est *2cigné et /8p/ est
fortement antidésigné. Alors on dit d'une valeur u qu'elle =
est §-désignée ssi : /p/=u seu:lement si /§p/ est désigné. Ce
la étant, on dira d'un foncteur dyadique $ qu'il est un pseu-
do-conditionnel ssi : .
) Ip¥p/ est désigné.-
) Pour quelques P, g /pha/ est, d951gne et /q$p/ n'est pas de

sig
Sl /p%q/ et /q$r/ sont des*gnes /pdr/ est désigné.

Si /p/ n'est pas §-désigné, pba/ n'est pas antidésigné.
/p$.q / est désigné.
si /p q/ est désigné et /p/ est §-désigné, /q/ est §-désiré.
Si /q/  est = §-désigné, /pha/ est désigné.

Les quatre foncteurs sulvants sont pseudo-condition
nels : Q, QQ, R, RR. Les foncteurs filtrans par rapport aux--
quels ces pseudo ~conditionnels sont définis comme tels sont:.
'P!' pour les deux premiers; 'F' pour les deux derniers. '

N OoOWE W N

§10.- Nous examinerons dans ce paragraphe la notion d!'implica-
tion et celles d'implication stricte et d'implication parfal-.
te. Ce que nous voulons véhiculer par le terme 'implica--
tion' se rapproche de ce que les logiciens de langue anglaise
appellent 'entailment'. Le terme anglais Yimplication’ nous=
le traduisons comme 'entrainement! %et de méme, 'strict im-
plication! comme tentrainement strict'). En vertu de notre ex
tensionalisme, nous ne falsons pas de différence entre des =
foncteurs d’entrainement et des conditionnels : tout conditimn
nel, simple ou non, naturel ou non, est un foncteuwr d'entral
ment car tout conditionnel, selon 12 condition (4) du §8, pos
séde la qualité du MP. De preference cependant, nous parlqm
d'entrainement dans le cas du condltlonnel commun par sa plus
grande utilité et efficacité déductive dans la plupart des=
cas. Un foncteur dfentrainement strict est le foncteur 'G', =
qui n'est pas normal {au sens que nous avons défini, & ne pas
confondre avec des acceptions de ce terme employees d'ordinai
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re 4 propos des systémes de logique multivalente, véhiculant=
¢ une notion-qui nous semble d'une moindre importance et, dures
te, problématique). 'G' est & 'C! & peu prés comme.le condi~
tionnel de Lewis (et plus concrétement, de S5) est au condi-
tionnel "matériel"™ ou frégéen. La dlfference principale entre
un conditionnel normal et un conditionnel strict, comme 'G?,
réside dans le fait qu'un conditionnel strict ne Satisfaitpas
les conditions (17), (18), (21), (22), (23), (24), (25).

: Cela dit, venons-en aux foncteurs 1mpllcat1fs. Ces
foncteurs exprlment un lien vérifonctionnel plus étroit que =
les autres conditionnels, qu'ils soient normaux ou stricts. =
Un foncteur 1mpllcat1f est un conditionnel $ tel que : :
1) Si § est une négation simple, /o$a/=/8a$Sp/.

2) Si'§ est une conjonction et 5 une disjonction, alors il y
a au moins trois valeurs de vérité w, w!' et w'" telles que,
si /p/=w, /q/=w', /r/=wm aucune des valeurs suivantes =
n'test d651gneer /p$q .p$U 't est un foncteur quel
con%ue de négation ndturelle& $ q$p/ /p$.phada/;
/r$(adr)$.a$.phr/; /pSadr.p q$r/

Les foncteurs suivants remplissent toutes ces condi
tions : D, DD, D et cc. Une implication naturelle est un’ con
ditionnel naturel$qu1 est, par surcroit, une 1mpllcat10n et
qui satisfait les condltlons suivantes :

3) Si § est une négation naturelle et /p$q/ est désigné, =
alors /p$8q/ est antidésigné. = .

4) Il 'y a au moins deux valeurs de vérité.w et w' telles que

© osi /p/*w et//q/—w’ alors la valeur suivante n'est pas dé

signée : (p$a)$.ph.pha/.

.Toutes les 1mpllcatlon501—dessus énumérées, sauf 'cc',
sont des 1mpllcatlons naturelles (le foncteur 'cec?, outre qu!
il n'est pas un conditionnel naturel, ne satlsfalt aucune des:
conditions (3) et (4)). .

. Une implication ‘stricte est un foncteur $ drim-
pllcatlon naturelle pour lequel 1l n'y a aucun foncteur dis-
jonctif ° tel que, pour chaque p et q, /p$q°.q¥p/ soit désigné
DDt et 'D' sont deux foncteurs d'implication stricte.

, Une 1mpllcatlon$est parfaite si elle remplit cette=
condition : /p$qa/ et /q¥p/ sont désignés tous les deux ssi =
p/=/q/. Le seul foncteur d'implication parfaite c'est 'D'.

Comme on le voit, i1l m'y a pas non plus de colInciden
ce entre notre notion d'implication et la conception de 'en--
tailment'! des logiciens relevants. Toutefois, il y a une cer-
taine parenté entre ces notions, pulsqu'elles demandent toutes
les deux des conditions plus strictes que l'entrainement =
strict, et notamment la non-validité d'un certain nombre de
theoremes. Néanmoins, 1les logiciens relevants entendent for-
maliser 1'idée de Moore comme quoi p implique q ssi p est dé-
duisible & partlr de ce que q. Ce lien entre 1mpllcatlon et=
déduisibilité s'explique dans une logique ol précisément le =
MP est l'apanage de l'implication; pour nous, en revanche, =
tout foncteur conditionnel, implicatlf ou non, posséde la qua
1ité du MP. La divergence principale entre les deux apprahes
réside dans l'admission ou le rejet des preuves par réduction
&4 l'absurde (ex absurdo quodlibet). Dans As on peut avoir le
principe 'ex absurdo quodllbet’ parce que As possede une foule
de foncteurs négatifs, si bien qu'une contradiction n'entrai-
ne pas forcément n’lmporte quoi, mais une surcontradiction en
traine bien n'importe qu01. La logique relevante dialectique
de Routley et Meyer, qui entend, elle ausci, reconnaitre la =

h
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contradictorialité du réel, évite la saturation par un proné=~
dé alternatif : affaiblir les régles dtinférence (investir du
MP le seul foncteur d'implication, un foncteur qui grosso mo-
do pourrait correspondre .u foncteur 'DD' de As si on élimie
de ce systéme tous les foncteurs & l'exception de DD, T+ =
et 'N'; cette correspondance n'est pourtant-qu’approximativg,
et elle devrait faire ltobjet d'une investigation plus pousse
que nous n'abordercons pas dans cette étude). A nos yeux, le
principe 'ex absurdo quodlibet! -ou version de 1o 1loi de Pseu
do=Scot pour la surnégation- est un principe intuitivement =
plausible dont l'abandon serait un saerifice douloureux.

Mzis le principe en question ne constitu€ pas la
seule divergence entre les deux approches. Une autre, non =
moins importante, concerne le principe d'assertion "pC.qCp™" =
-ou sa version stricte.: BpG.gGp-. . Pour nous c'est un princi
pe valide pour un foncteur dtentrainement pourvu de la quall
té et de la régle du MP, quoique -de toute évidence- 1l ne =
stagisse point d'un principe valide pour un foncteur implica-
tif. Nous avons constaté, d'une maniére gérérale, que la =
grande majorité des théses que Routley et Meyer rejettent (as
sertion, syllogisme disjonctif, antilogisme, exportaticn, le
principe de Stalnaker -dans notre transcription : "pDDq+.pDDL "
commutation, la formule "p.q.(pDDq)DD.NpDDNg", la formule =
"pDD.pDDgDDqQ", expansion -i.e.: "plD.p.qt.p.Ng"- et, naturelle

menc, les soi-disant "parai-xes de l'implication mater elle'=
-de 1'entrafnement matériel serait une tradrction plus adegud

te= et méme 13s bizarreries de 1'sntrair-=iat strict) sont
des non théses de As, si nous nous rapportons seulement aux.
foncteurs susmentionnés ('DD!, '+!' et 'N'). Iu différence re

side -rappelons~le- dans l'admission ou non d'autres foncteurs
doués de qualités déductives plus fortes que celles de 1'impli
caticn (stricte)., _ » E :

En dépit de ce désaccord, nous ‘coincidons pleinement
avec le. point de vue de R. Routley, V. Routley et RK. Meyer =
(R:7, chap. I), lorsqu’ils affirment : : ’

... no rationzl logic is finitely many-valued. An n-va--
lued logic can only distinguish n statements; yet entall-
mentally there are infinitely many non-equivalent state--
ments. In any sequence of n+l-variables pj...ppsl at leess
two of these must be assigned the same truth value in an

n-valued logic. So -given that pDDp, since a correct en-
tailment (and conditional) takes a designated value, and=
that a disjunction with a designated disjunct takes a de-
signated value- the disjunction (plDDp2§+(plDDp Jtaee F
+(P1DDPn)+(p2DDp1)+~--+€PnDDpn_l) must hoid go0od .
for the reason that one component at léast will have the=
same value as pbDDp in an n-valued logic. :

(Nous avons substitué notre notation a celle des au
teurs). La critique nous parait décisive et irrécusable. =
Signalons toutefois que. la critique parait valable seulement=
si 1t'implication est vérifonctionnelle -comme nous croyons =
qu'elle doit &tre-; 'si la vérifonctionalité devait &tre reje-
tée, une logique finiment polyvalente pourrait &tre conservée.
Notre sémantique non seulement infinivalente, mais tensorielle.
nous met & l'abri de ces résultats 1inacceptables; puisque =
la classe des valeurs de vérité est un ensemble infini et, qui
plus est, non pas totalement ordonné. ! ' '

Aussi pouvons-nous constater des convergences fort=
importantes entre notre approche et l'approche relevante-~dia-
lectique, notamment en ce qui concerne 1'implication. Une pg
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t.ite divergence secondaire concerne:le principe dl'augmentaion
que Routley et Meyer conservent seulement en forme de regle,
tandis que dans As il est maintenu comme une thése, méme pour
l'lmpllcatlon stricte. : pDDgDD.p.rDDq. Une autre dlvergence~t
plus sérieuse concerne le principe de Boéce, que notre appro=
che incorpore (vid. plus haut : condition (3), p. 47). Ce =
prlnc1pe, qui ‘'semble remonter & Aristote et qul est défendude
nos jours par le courant connexiviste. Le principe soutient=
que, si p'implique q, 11 est faux (pas nécessairement qu'il =
soit tout & fait faux) que p implidque non-gq. S'il y a des vé
rités mutuellement contradictoires -et i1l y en a-, la consé--
quence du principe de Boéce -sur la base d'une ver51on quelcwn
que, si faible soit-elle, de la loi involutive de la négation, -
comme notre formulation dans le dernier-alinéa dé la p. 38~
qu’ll est faux que_ p 1mp11que p, si p est une vérité dont la
négation est aussi vraie. Cela constitue une raison de plus=
(& verser au dossier de celles qui furent énumérés dans le =
chapitre precedent §5, pp. 32=33) pour accorder dloffice une
valeur antlde31gnee a4 toute formule 'n 'D', si nous tenons &
sauvegarder aussi le théoréme "pDDpI.qDDq" (sémantiquement, =
il s'agit deé sauver ce principe : pour tout p et q /pDp/= /quA
(Notons que dans le chapitre précédent nous parlions du fonc-
teur 'I', i.e. du foncteurfd’équivalence, non pas de 1'impli-~
cation; mais en vertu de notre définition de 1l'implication
comme 1'equ1valence de l'antecedent et de la conjonction de
ltantécédent et du consequent les deux problemes se confon--
dent). Aux arguments avancés pour étayer le principe de Boeéce
on a opposé le fait que les exemples invoqués concernent tou~
jours des antécédents p0531bles tandis que le principe appa-
raftrait comme non valide si on l'instancie avec des exemples
ayant pour antécédent une phrase non satisfaisable.  Cetterg
ponse, outre qu'elle nous - semble philosophiquement erronée
(par le clivage radical-dqu'elle établit entre le nécessaire
et le contingent) n'est pas satisfaisante; car un prlnc1pe'
plausible c'est que p implique p dans la méme mesure U q im
plique q; si donc il y a -en vertu de la plausibilité du prin
cipe de Boéce pour des antécédents.possibles ou satlsfalsabmg
et admettant-que tout fait, contradictoire ou non, qui soit =
réel est, a fortiori, p0351b1e- et qutil- ex1ste£mnmaadmet o=
Routley) d&SSltuathnS contradictoires, alors il parait juste’
dtaffirmer que, pour .tout p, il-est (peu ou prou) faux.que p
implique p; et, par conséquent, si l'on admet‘ les théses @
"pDgDD. pDp" et '"pDqDD . ,NgDNp", 1a conclusion & tirer c'lest que
pour tout p et-q "N (pDq)" est vrai; et, dans ce cas, le prin-
cipe de Boéce est a fortiori vrai pour tous les cas.

o

o g

Nous avons dit plus haut que les bizarreries des en
trafnements matériel et strict ne sont pds des théses valides
pour l'implicati.n, telle que nous la concevons (et encore =
moins pour l'lmpllcatlon strlcte) Toutefois, il faut admet-
tre que des théses de As peuvent &tre con81dereescomme en =

quelque sens, des versions atténuées de ces blzarreples com
me p.ex : "Fp+ qDLp" "p+ qu" "Ep-‘- qDDLp" "Jp+ DDq" =
'BpODL (qDDLp) ", "pDL(qDLp)", "pDL{FpDq)", "FpDOL(pDDQ)", efc.

I1 nous semble néanmoins que ces versions sont suffisamment =
nuancées, assouplies et mltlgees pour ne pas tomber sous .les
coups des critiques adressées, a4 juste -titre, au conditionnel
matériel et au conditionnel strlct comme expressions de la no
tion d‘lmpllcatlon - critiques. qui. portalent - sur des versiors
ol n'intervenalent point des foncteurs comme 'plus ou moins!'=
('L'), !'fonciérement' (!'B!). Ces nouvelles versions paraisset
donc bénines.- ' ' R '
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§ll.~ Un biconditionnel est un foncteur dyadique $ tel que

) /pdp/ est désigné.

/pgq/—/q$

/p / et /q$r/ sont dé-ignés seulement si /p$r/ est désigé.
7 est désigné et /pa/ est désigné, /q/ est désigné.

_;Sl /p/ est fortement antlde51gne et p%q/ est désigné, /q

est. fortement antidésigné.

) I1 v a un foncteur conditionnel § et une conjonction fonda

mentale conj tels que /pha/=/pSaconj.aSp/

. _ Les foncteurs sulvants sont blcondltionnels 2=, =,
I’ II’ _I.., "5 ’

o nEWN

v Un foncteur pseudo—blcondltlonnél est deflnl a par
tir des biconditionnels de maniére analogue & la définition =
des pseudo-conditionnels & partir des conditionnels. 'M!' est
un foncteur pseudo-biconditionnel. (Alternativement on peut=
définir un foncteur pseudo-biconditionnel comme un foncteur =

tel qu'il y a un foncteur pseudo-conditionnel § et une con-

Jjonction fondamentale conj tels que /p#q/ = /pSqconj.aqlp/)

Un foncteur biconditionnel $ est une équivalence ss.
il y a une implication § telle que :-
1) I1 y a une conjonction fondamentale con ] telle que
/p$a/ = /pSqconi.alp/. .
Si r est une formule contenant une occurrence de p, et r!
est le résultat de remplacer dans r l'occurrence en ques--
tion de p pur- une occurrence du g, alore si /p/ est dD31gne
et r! antidésigné, /p$q/ est antidesigne.
) /p$d/=/adp/ .
Les foncteurs suivants sont des foncteurs dréqui-
valence : I, II, I.
- Un fonctrur d'equlvalence $ est une équivalence pdr
faite ssi : /p8q/ est désigné ssi /e/=/a/. 1'1' est la seule=
equlvalence parfaite dans As.

§12.— Un foncteur surimplicatif est un foncteur _$ Qui: 
) /pdp/ est fortement antidésigné. :
Sl p q/ est désigné, /qp/ est fortement antidésigné.

2)
3) s q$r/ sont désignés, pdr/ est désigné.
L) S q/ et /p/ sont désignés, /q/ est désigné.
5) S /p / n'est pas désigné et /q/ est désigné, /p $q/ n'est =
: pas fortement antidésign
6)-S p% est deqlgne ?q/ n'est pas fortement antlde51gne.
7) S a/ est désigné, / n'est pas fortement désigné.
' Les Ffoncteurs uu;vants sont surimplicatifs : %, %%??.
Un foncteur quasi-surimplicatif est un foncteur $
tel:que '

l) /p¥p/ est fortement antidésigné.

Si p/ est fortement antidésigné et /q/ ne l'est pas, /28y
est désigné.

si /p/ n'est pas désigné et /q/ est désigné, /phg/ est dé-
signé.

Si /q/ est fortement désigné et /p/ ne ltlest pas, /phq/ est
de51gn€. '

2y
3)
)
% Ou bien /p$q/ est désigné, ou bien /qfp/ est désigné.
)

=

Si /p¥a/ est d651gne q n’est pas fortement antlde51gne
Si /p$q/ est désigné, /p/ n'est pas fortement désigné.
- Le foncteur ’Z' est quasi-surimplicatif.

\10\\)1

§13.- Pour clbturer ce chapitre, nous préciserons dans ce pa-
ragraphe 1la notlon de valeur fortement antidésignée, introdui
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te au §1, p. 38,de ce méme chapitre. Une valeur w est forte-
ment antidésignée dans un systéme S si S contient un fonctew
monadique $ tel que : :
1) 8i /$p/ est désigné, /p/ est antidésigné et n'est pas dé-
signé. v :
2) Si /p/=w, /$p/ est désigné.
3) S contient la régle d'inférence (a) on.la régle (b) :
ou § est un foncteur monadique tel que :
i) S8i /p/ est désigné, /§p/ est désigné; e
ii) I1 ¥ a quelque valeur w' telle que, si /q/=w', /q/ ntest
, pas désigné et cependant /§q/ est désigné.
b) $o , p Fa.

Dans la logique classique, la régle effectivement =
possédée est la régle (b) et le foncteur $ la négation. Dans
Ls, la régle possédée est (a), ot $=F et §=J. Dans la séman
tique de As est fortement antidésigné tout tenseur aléthique=
ne contenantr qu'un nombre fini d!'items non nuls. Remarquons
" que notre définition nous empéche de tenir pour fortement an-

tidésigné un tenseur comme (0,%,0,%,0,3...), en identifiant ,
- p.ex., $ 4 B et § 4 B, car -'B! ne sctisfait pas la condition=
(ii) pour les foncteurs § en question.

Chapitre 5.- UN ELARGISSEMENT DE Lh SYLLOGISTIQUE SUR Lk
BASE DU SYSTEME A

~ §1.- La méthode de Hilbert et Ackermann (H:20, chap. II) et
celle de Hasenjaeger (H:12, 1.3) nous permettent, en les appl
quant & un calcul sententiel contradictoriel comme As, de for
maliser un certain nombre de syllogismes valides, qui ne sont
susceptibles de formalisation que dans le cadre d'un sy stéme=
paraconsistant (sauf dans le sens ou, dans un systéme surcon-
sistant, une prémisse contradictoire entraine n'importe quoi).

. Souvenons-nous que, & cbté des phrases affirmatives
et des phrases négatives, aussi bien universelles que particu
liéres ou existentielles, il est possiblé d'introduire dans =
une logique contradictorielle des phrases affirmativo-négati
ves (ou mixtes) ‘Au surplus, il est possible aussi d'introdu

-re des phrases encore plus complexes; ou la portée des fonc--
- teurs monadiques de semi-affirmation et semi-négation atteint
non seulement - lé "prédicat" -au sens traditionnel-~ mais toute
-la phrase, y compris donc le quantificateur, si bien que la=
“phrase est. alors mixte non seulement par la qualité mais aussi
par la quantité; il s'agit en somme de phrases semi-existen--
tielles, dont la lecture est : 'il y a.et il n'y a pas quelque
veo qui ==='. Il s'agit donc de phrases commengant par lequa
tificateur flou 'Ux' -avec n!importe quelle variable & la pla
ce de x-. Nous nous bornerons cependant pour l'instant & des
phrases soit strictement particuliéres, soit strictement uni-
‘'verselles. S o - -
o La méthode de Hilbert consiste dans l'interprétation
“des variables sententielles comme des classes, et de certai--
nes occurrences de foncteurs du calcul sententiel comme desog
currences d'opérateurs formateurs de classes.- A cbté du com-
plément dTune classe ('Np!', par rapport & p), nous introduisas
des semicompléments ('Sp!), qui englobent les éléments faisat
partie en méme temps d'une classe et de son complément.

Quant au foncteur conditionnel (pouwré&tre plus exacts,
pseudo-conditionnel), nous avons choisi aussi bien 0! que R
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On trouvera plus bas les motifs de ce choix.

g Une phrdse unlverselle afflrmatlvo—negatlve est la
conjonction d'une phrase universelle affirmative et d'une phrn
se universelle négative. 1insi, pour dire que chaque s estet
n'est pas un p {(ou qu'il est un p sans 1'8tre), on peut écrie
-selon un élargissement de la méthode de Hilbert-, soit =
"sRp..sRNp" (ou plus simplement "sRSp"), soit "sQp..sQNp" (ou
plus simplement’%QSp”). En revanche, ce n'est que par rapport
au symbolisme treés imparfait d'un calcul semblable ~commode =
pour sa simplicité, certes- que les phrases particulieéres=
afflrmatlvo-negatlves prennent ici la forme d'une conJonctlon
“d'une particul. sre affirmative et dlune particuliére négative.
A vrai dire, tandis que 'tous les mérites sont dignes d'éloge
sans 1lt!'étre? peut et doit se concevoir comme une COnJonction
de 'tous les mérites sont dignes d'éloge! et de 'aucun mérite
n'est digne d'éloge', en revanche 'certains mérites sont diges
d'éloge sans l'&tre! n'est nullement la conjonction:de Jcer--
tains mérites sont dignes d'éloge' et de 'certains mérites nec
sont pas dignes d'éloger elle n'est pas non plus la congonc—
tion de 'certains mérites sont dignes d'éloge' et de ‘'aucunm
rite n'est digne d'eloge' cette derniére conjonction donnlnt
lieu, au contraire, & une phrase semi-existentielle, qu'on =
doit lire : 'il est vral et faux en méme temps que cer ainsmé
rites sont dignes d'eloge’, ou bien 'il y a et 11l n'y a pas =
des mérites dignes d'éloge!, i.e: : Ux{xmerRN(xlaud)) {(&lterna
tivement : Ux(xmerQN(xlaud}). Cependant, de par la foimalisg
tion que -dens cette premiére aporoche- nous avons choisie, =
dans le 51llage de Hilbert, 'il y a des choses qui sont des x
et des y en méme temps' cqulvaudrait a 'l y a des x et il y=
a des y'. Mais aprés cette exploration initiale de (1l'appli-
cabilité & une logique contradictoire de) la méthode de Hilvert,
nous nous tourneror.s vers celle de Hasenjaeger, ou de telles=
anomulles disparaissent.

§2 -~ Passons & l‘expose des nouveaux sylloglsmps correspomhnt
& la I, & la IIT et & la IV Figures {(q étant le terme moyen,

s le sujet et p le prédicat. Nous n’exposerons efpectlvombnt
qu 'ung des formalisations que nous avons choisles; le passage=
a4 l'autre est immédiat, en substituant dans les formules sui-~
vantes une occurrence de 'P' 4 chaque occurrence de 'f!' etune
occurrence de 'Q' & chaque occurrence de 'R' :

I.1.- qgRSp.(sRg)R.sRSp I.5.- qRp.(sRSq)R. st
I.2.- qgRSp.(sRSq)R.sRSp T.6.- gRp.s.SqR.s.p
I.3.- gRSp.s.qR.s.5p I.7.~ qRp.(SsRq)R.3sRkp- - -
IT.4.- qRSp.(s.Sq)R.s.9p T.8.- qRp.Ss.qR.Ss.p

I.7 et 1.8 semblent avoir besoin d'une Ju,tiflcatln:
dans la syllogistique traditionnelle il n'y avait pas d'énon-
cés contenant des termes complemgntalres de sujet; dés lors ,
la conversion per contrapositionem qui conduisait de 'xCy' a
*NyCNX' n'allait pas sans susciter des scrupules, et ce pour=
des raisons legltlmes comme nous le verrons par la.suite. En

- falt, si nous avons introduit des termes semicomplémentaires=
de quet dans I.7 et I.8 c'est en vue de permettre certaines
réductions de modes ne presentant pas parellle anomalie et ap

partenant & la IIT et & la IV Figures a des modes de la I.
IIT1.1.- g.p.(qRSs)R.Ss.p I1I.6 .- q.Sp.(qRSs)R.Ss.p
ITT.2.~ q9.(gRSp).(gRs)Res.Sp III.7 .- qRSp.q.S5sR.s.Sp
ITI.3.- gqRSp.g.sR.s.Sp IIT.8 .- gRp.q.SsR.Ss.p

ITT.4.- q.(qRSp).{(qRSs)R.s.Sp I11.9 .- q.5p.(qRSs)R.s.Sp
III.5.- q.(qRp).(gRSs)R.Ss.p III.10.~ q.Sp.(qRSs)R.s.Sp




IV.1.~'p.(qu) ( RSs)R Ss.p IV.5.- p. (pRSq) (qu)R S.p
IV.2.~ p.(pRSq).(qRSs)R.Ss.p IV.6.- p.S5q. (qu)R S.p
IV.3.~ p.q.(qRSs)R.Ss.p IV.7.- Sp:q. (qu)R.s )
IV.h.~ p.Sq.(gRSs)R.Ss.p ‘

On aurait obtenu une liste beaucoup plus longue si=
1'on avait inclus, en outre, des énoncés des formes 'SsRSp! ,
'Ss.Sp! (alternativement : TSsQSp ). Nous croyons pourtant = -

pouvoir nous passer, dans le cadre limité de ce travail, depa -

reils énoncés, dont la lecture serait : 'toutes les choses =
(certaines choses) qui sont des s sans 1'€tre sont des p sans=
1tétre . S '

Dans la liste : des syllogismes que nous proposonsan
a pu constater l'explicitation des présuppositions existen-=-.
tielles touchant le terme moyen dans III.2, III.4 et III.5, =
ainsi que celles touchant le terme majeur dans IV.1l, IV.2 et=
IV.5; ces six sylloglsmes, de méme que darapti, bamallp, fe
laptoén et fesapo doivent &tre. Lormdllses au moyen de tr01spre
misses.,

§3¢- Venons-en au probleme du choix du foncteur conditionnel.=
Dans la Section IV du Livre I nous cvons considéré quelques=
aspects d'une représentation formelle d-'un fragment de lalan
gue naturelle par le biais d'une extension conservative deAnL
Mais nous n'avons pas soulevé le probléme de la representdtmxl
adéquate des formules quantifiées, comme 'tous les x .sont y!
(ou tous les s sont p). Et pourtant peu d'expressions de la—
langue naturelle sont aussi multivoques que cellés de ce type.
Soit la phrase (1) :

(1) Tous les poissons sont des vertébrés

Par'(l) on peut entendre, entre autres, les choses sulvantes:

(2) ?our tout x, x est un p01sson seulement 51 b'd est un verte
- bré.

(3) Pour tout x, il est plutot vrai que x est un p01sson 'seu-
lement stil’ est plutdt vrai que x est un vertébré.

(4) Pour tout x, il est plus qu'un rien vrai que X est un pois
son seulement s'il est plus qu'un rlen vrai que x est un
vertébré.

(5) Pour tout x, X est un poisson pour autant seulement que X
est un vertebre.

(6) Pour tout x, il est foncidrement - plus qu'un rien vrai
que x est un p01sson ‘'seulement s'il est fonc1erement plus
qu'tun rien vrai que x est un vertébré.

(7) Pour tout x, il.est fonciérement plutdt vral que X est un
poisson seulement s'il est fon01erement plutot vrdi que x
est un vertébré.

Chacune de ces paraphrases capture un message que =
1ton peut véhiculer en pronongant (1). :Puis donc que ces mes
sages ont des budgets inférentiels différents les uns des au-
tres, on vdit bien que la syllogistique formelle peut étre dé
veloppée selon des lignes’ divergentes. Parmi ces dlverses]eg
tures, cependant celles qul nous semblent devoilr Etre rete--
nues comme refletant les sens . ordinairement ' visés par les lo-
‘cuteurs de la langue naturelle sont (3) et (4). En affirmant
cela, nous ne voulons pas dire que chaque phrase-échantillon=
comme (1) ait une structure profonde comme (3). ou (4), car il
y @& dans la languée naturelle, pour des raisons d!'économie, des
procédés d’amblguutlon ermettant de biffer les dlfferences =
profondes entre (2), 3? ), (6) et (7) (én bien d'au-
tres formules encore) pour obtenlr (1). Notre avis c'estnéan
moins que, dans les contextes d'élocution usuels, (3) et (4)=
sont de beaucoup le. plus souvent visés.
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Nous avons donc choisi les foncteurs 'QY et 'R' dars

notre représentation formelle de la sylloglsthue. Or ce fal
sant nous bannissons tous les syllogismes qui ne peuvent seré
duire & des modes de la I Tigure que par la conversion qui va
de 'aucun s n'test p!' a 'aucun p n'est s!' : toute la II Figure,
en plus de calemes, fesapo et fresison. Ce désavantage peut=
8tre compensé en autorisant, précisément pour ces cas-1la, le=
remplacement de 'R' par 'D' {(c-3-d en supposant que la para--
phrase & appliquer dans de tels cas est (5), et non pas (2)ou
(4)). Un inconvénient de 'D' cfest, tout d'abord, le fait quwe
/sDSp/i ne peut &tre un item aléthique non nul que lorsque =
/p/:L est un. ltem 1léthique non plein, ce qui signifie =
que des choses qui, & un certain point de vue, seraient entig
rement des s ne pourraient jsmails &tre con51derées comme des
semi-p, alos qu'on veut dire que, p.ex., bien des actionstout
4 fait matériellement profltables -4 certains égards tout au=
moins~ pour celul qui les accomplit sont et ne sont pas mora=
lement bonnes. D'une maniére plus générdle on peut indiquer
que le désavantage de 'D' pour la representatlon formelle des.
phrases universelles affirmatives (des phrases - du type SaP,

dans la représentation traditionnelle) c'est qufon peut dire=
que toucs les x ‘sont des y. sans vouloir dire que x est ua sous
ensemble, au sens fort, de y, i.e. sans vouloir dire que cha-
que (membre de) x est forcément un (membre de) y dans une me-
sure non inférieure & celle ou il est (membre de) x. Ainsi,
PeeXe, 5'il est vrai de dir.. que tous les ¥alenciens scnt Es-
pagnols, il nt'eapéche que guelqu'va peut &tr:s beaucoup plus =
Valencien qu'il a'est espagnol; le pia.ase c.. ydestion ne peut
donc nullement &tre traduite -si l'on veut en conserver lu vé
rité< comme : 'pour tout x, x 2st valencien pour autant seule

ment que x est espagnol'!. "Crest pourquoi le modus tollens sim
ple n'est pas ici 2wplicable.

Pareillement, on peut dire que tous les amoureux =
sont heureux sans l’etre en se fondant sur le fait que, quels
que soilent par ailleurs ses malheurs, quiconque est plus =
qu'un rien (alternativement : au moins A moitié) amoureux pos
sede toujours plus qu'un rien (alternativement : au moins & =
moitié) une Jole, celle draimer; et que, quelles que puissent
8tre par ailleurs ses Jub¢l tions, il connalt aussi plus qu'w
rien (alternativement .: au moins a moitié) un certain malheur,
1t'amour renfermant urie passion et un désir jamuis assouvis. =
(Tout cela a été fort bien vu par certains poétes, comme Du-
Bellay; cf. 1'Arnexe N° 1 du Livre III de cette étude; si nous
en parlons ici c'est pour qu'on puisse se rendre compte que =
nos constructions formelles ne sont pas le produit des lucubry
tions d'un logicien détaché du réel et de la pcnsee intuitve.
Or, en affirmant cela on ne voudrait sQrement pas dire quequl
conque est amoureux est, au moins dans la méme me—-
sure ou il 1'est, heureux et non heureux car il s'ensuilvrait
que personne ntest assez amoureux (c ~3-d’ que personne n'est =
plus qu'a moitié amoureux)' car la formule suivante est un =
théoréme de Am : Ux,y,z (XyDS(xz)DPN(xy)). I1 serait, dés lors,
plutdt faux qu'll y alt des gens amoureux, ce qui est certai-
nement insensé. _

Pour ce qui est du foncteur 'C! (i.e. d'une lecture
comme  (2)), il est de peu d'intérét, vu que, selon Am, ‘chaque
chose possede dans une mesure ou d 1S une autre toutes les=
propriétés : tout syllogisme en barbara aurait alors une con-
clusion vraie et, par suite, serait 01seux.

Toujours est-il que les syllogismes que nous avons=
repreqentes au moyen des pseudo-conditionnels 'R! et 'Q' peu-
vent €tre aussl représcntés su moyen du foncteur implicatif
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D', Mais l'inverse n'est pas vrail, puisque la loi de contra
position ntest pas valide -si le foncteur de négation employé
‘est la négation simple- pour-les foncteurs pseudoconditionrels
C'R! et 'QTf, tandis qu'elle est valide pour l'implication. Il
-y a donec une différence de force, si 1l'on peut_ dire, entre les
syllogismes qui peuvent étre formallses aussi bien puar 'R'et
~1Q' que par 'D! et ceux qui ne peuvent 1l'&tre que par 'D'. Et
~cette différence de force explique peut-8tre le caractere qwﬂ
que peu malaisé des syllogismes de la II Figure et, en géné--
-ral, de bien des raisonnements basés sur le pr1nc1pe de contra
pos1tlon. ils jouissent d'une clarté et d'une évidence infé-~
rieures et ils peuvent avoir 1l'air de n'étre que des sophis--
mes, ce qui, naturellement, n'est pas Juste (n'est pas 3uste~
si l'on interpréte les mots d'une maniére adéquate).. Lo géne

uton éprouve souvent devant un syllogisme, pourtant valide
?sous une certaine interprétation, il faut le répéter) comme
ce syllogisme-cl en camestres :

. M. Tout ce qui est compose est causé
m. L'absolument necessalre n'est pas causé
c. L'absolument necessalre n'est pas compose
cette géne, donc, s'explique aisémens.par ce critére de force.

§4.- DNous pourrlons élargir le nombre.des syllogismes contra-
dictoires en introduisant des syllogismes de la II Figure. =
Sans inclure aucune conclusion contenant des termes complémen

taires ou semi-complémentaires de sujet, nous obterions

TT.1 .- pDq.(sDSq)GC.sDNp - II.12.- pDNq.(NpDSq).(sDq)C.sDSp
II.2.- pDNq.(sDSq)C.sDNp T1.13.- pDSq.{NpDNq).(sDq)C.sDSp
II.3 .- pDSq.(sDq)C.sDNp IT.14.- p+NpDq.(sDSq)C.sDSp
II.4 .- pDSq.(sDNq)C.sDNp. . .~ II.15.- p+NpDSq.(sDSq)C,sDSp
ITI.5 .- pDSq.(sDSq)C.'sDNp - II.16.- pDSq.(NpDq).(sDSq)C.sDSp
II.6 .- p+NpDq.(sDNq)C.sDSp - II.17.--pDq.(NpDSq).(sDSq)C.sDSp

TI.7 .- pDSq.(NpDq).{sDNq)C.sDSp II.18. -p+Nqu.(sDSq)C -8DSp
II.8 .- p+NpDSq. (sDWq)C sDSq II.19.- p+NpDSq.(sDSq)C.sDSp
I1.9 .-~

p+NpDNg. (sDq)C.sDSp = II1.20.- pDSq. (NpDNq).(sDSq)C.sDSp
II.10.~- p+NpDSq.(sDq)C.sDSp II.21.- pDNq.(NpDSq).(sDSq)C.sDSp

IT.11.- pDq.(NpDSq]. (sDNq)C.sDSp

Cette liste pourrait &tre allongée en 1ntrodulsant“
des énoncés particuliers dans la mineure, ou bien en formu--
lant des syllogismes semblables aux II; 1-11. 5 mais ou le suje&
de la majeure serait constitué por,’Np' (terme complementalre
“de quetg On" pourrait aussi introduire dans certaines préms
ses des termes seml-complementalres de sujet. Pareillement,=
si 1'on avait appliqué cet ensemble de procédés’ aux trois Ju—
tres figures, on aurait pu aussi obtenir un nombre plus consi
dérable de sylloglsmes I1 faut relever, du ‘reste, qu'on pour
~rait formaliser tous les syllogismes de la II Flgure, sans les

rendre sophlsthues, en gardant comme foncteur conditionnel =
~soit 'R' soit 'Q', pourvu que, dans ce cas, on représente la=

negatlon non pas de la maniére simple et naturelle comme !'NT,

mais d'une maniére plus tortueuse, comme -'bN! et !'PN' respec-
" vivement (qu'on peut lire, respectlvement comme : 'il est in
finiment faux que' -ou, ce qui revient au méme, comme : 'il =
n'est point ou guere vrai que’ ; et comme : 'il est assez fawx
que' -ou, ce qui revient ‘au méme, comme : 1il est plus faux =
que vrai que'-). Sans cette interprétation de la negatlon on
doit rejeter comme paralogismes les syllogismes qui . emplolent
quelque forme du MT si l'on vise les réles semanthues les plus
courants de la construction 'tous les ... sont --=!-{les rdbs
(3) et (4) du §3).

Comme notre but n’est pas d’obtenlr des flllgranes—
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tarabiscotées dans un développement purement formel et que =
nous avons reconnu que la base 1ntu1t1ve des modes, vieux can
me nouveaux, de la II Figure est plus mince que celle des syl
logismes qui se fondent sur le MP (et c'est bien ce qui a pro
voqué le rejet de toutes les formes du MT dans certains syste
mes de logique), nous ne reviendrons pas par la suite sur ces
raisonnements (dont plusieurs ne sont pas, du reste, des qyl-
logismes & proprement parler, car ils contiennent tr01s préris
ses; mals sur ce point ils sont dans la méme position que les
syllogismes qui, sans aucune prémisse pd”tlcullere, ont une=
conclusion purflcullere)

- §5.- Nous essayerons de formaliser les 25 syllogismes que nous

avons formulés au §2 selon la méthode de Hasenjaeger. Nous=
- Proceédons aux remplacements suivants : ‘ '

tout s est p sans 1'8tre ‘ devient SuP
quelque s est p sans 1'étre devient SyP
- toute chose qui est s sans 1'8tre est p  devient SHP

quelque chose qui est s sans 1'8tre est p devient SG&P

Nous formulons ainsi- les régles suivantes :

(A)SIH MuP (S)Suﬁ ‘_MQE A(é)SxM __MaP
SyP SaF SiP
SaM  MaP oOM  lar
(7) g5 — (8)~—ggp—

Q3
joy

Nous ajoutons des rigles de "conversion" ((a)
plus une régle de démembrement ((1))

SuP SaP | ,SyP S5P SiP .. SuP
(a)pzs  (Plpzs  (elpms - (diFs (elEs s
SyP st .\ SuP
()P (b3S (i)5p

Les huit premiéres regles coinc1dent avec les hu1t~
sylloglsmes que nous avons ajoutés a la I Flgure. :

Formulons tout de suite une fort importante réserve
quant .3 la validité des regles (a), (b) et (f) : ces trois ré¢
gles ne sont pas valides, absolument parlant; elles sont seu~
lement des régles admissibles dans le cadre d'une affirmation
prealable, expresse ou tacilte, de la phrase :'il y a des mem~
"bres de s'(c-a~d, soit 'il y a quelque x dont il est plutdt =
vral qu'il est (membre de) s', soit : 'il y a quelque x dont=
il est plus qu'un rien vrail qu'll est (membre de) s'; en nota
tion symbolique : 'Exf(xy)' et 'ExF(xy)!, respectivement =-si

'y' désigne le référent du 'S' de la représentation tradi--
tionnelle~), Nous n'admettons donc pas les inférences par sub
alternation; ou -plus exactement- nous les admettons comme dé&
simples enthymemes.

La Justification des douze, parmi ces quinze reégles,
que nous admettons comme (1ncond1tlonnellement) valides se =
trouve dans Am. Voici les représentations (alternatives) for
melles de ces diverses régles dtinférence selon la notation =
symbolique de Am :

'SaP' : ou bien "Ux(xyQxz)! ou bien 'Ux(xyRxz)'
19iP? B " "ExP(xy.xz)" ,oon "Exf(xy.xz)’
1SH5PY @ . " T Ux(S(xy)Qxz) n "Ux (S (xy)Rxz)!




o
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1SoP!' : ou bien  'ExP(xy.N(xz))' - ou bien YEsz¥¥sN(x?x)’

;SuP’, : oo 1Ux(xyQS(xz))!? " 'Ux(x?RS(xz))'
155P1 Mo 1EXP(S(xy).xz)t " . 1Exf(S(xy).xz)!

Nous exposerons maintenant. des régles dtinférence dé
rivées de Am qui ‘se trouvent, pre01sement coincider avec Iesre
gles syllogistiques & Justlfler ; nous n'exposerons que des =
versions en 'f! et 'R', mais les mémes régles sont valides si
lton substitue a chaque occurrence de 'f! une occurrence de
'P', et & chaque occurrence de 'R! une occurrence de: 'Q! : .

(l)BUx(xnyz) ., BUx(xzRS(xu)) CnBUx(xyRS(xz)) ,  BUx(xzRS (xu))
- BUx(xyRS(xu)) : - BUx{xyRS{xu) )

(E)BExf(ky xz) , BUx(xzRS({xu)) (h )BVXf(XY .S(xz))!, BUx(xzRS(xu))
- ‘BExf(xy S{xu)) BExf(xy S{xu))

(é)BUx(xyRS(xz)), BUx(szxu) (6)BExf(xy .S(xz)), BUx(xzRx1)
' BUx(xnyu) * BExf(iy xu)

(7)BUX(.S( )Rxcz). BUx(szxul (8)BEXL(S(y) oxz) |, BUx(xzRoxu)
BU—(S(xy)qu : ’ BExf(STxy) xu) 3

) BUx(xyRS (xz BUx Rxz ( )BEXF (xy.S(xz))
F_%Exf sr’("j‘)"ﬁ)xz -y BExf X7, C'BEXf(S(xz).xy)
BExf(xz xy) BExﬁ(xz.xy)

e BExf(S(xy) xz) ' (i)BUx(xyRS(xz))
BExf(xz xy) BExf (xz. NijT) BUx(xnyz)

: Comme on le voit toutes ces régles sont des regles—
d'lnference valides de Am, hormis (a), (b) et (f), qui nesont
que conditionnellement valides. Mals nous présupposerons, tou
jours dans ces raisonnements les prémisses suivantes !

BExf(xy) , BExf(x= ), BExf(xu). Avec ces trois premlsses supgb
mentaires, ces trois régles deviennent valides, méme si lton=
1ntervert1t les positions de v et de z ou si l’on substltue u

avy.

( )BExf(xy S(xz))

(h)

Venons-en 3 la reductlon des sylloglsmes de la IIIet
de la IV Figure & des syllogismes de la I : A I,1 se réduit=
‘IV «1 comme suit : PaM © MuS

FuS
| . 58P - . -
IV.2 se réduit a 1.2 comme suit : PuM MuS
S&P

,III 1 I1I. 2 CIII. 3, III 4, TIT. 5, I1I. 6 III 7 et IV 3 se re
_,dulsent a I. 3 :

lVI:LP _ " ; R  MasS:
PiM  MuS MuP SiM
(III l)——-—P—S———- (III 2).———8-—y—pf——.—
: S6P . R .
' MuP SiM MuP - SiM MuP : oiM -
(III.B)———§§§—-— (III h)—-—g—ﬁ“f~ (ITI.7)= 5yP
. . MaP ‘ - MyP N - |
‘ PiM  MuS - PiM MuS PiM MuS
(III.5)———15-—§~—‘-—, ,(III.6)—~—E‘-’L§—"—* ’ (IV.B)————-—-—-—-—EX—S—
S6P : S6P ' : SoP

IV. 5 se redult & I 5 et IV.6 se redult 3 I. 6 comme sult :
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PyM  MuS PuM  Ma$S
(IV.4) 775 (IV.S5) =5
S&P SiP
Enfin, IIT.8, I1I.9, IIT.l, et IV.7 se réduisent & I.8 :
S MyS MyP  MuS MyP
. MaP  S8I ;¢ POM -Vas ror 1~ POM __ MaS
(1II.8)——§5F5~— (I1I.9)—p5z— (III.10)——pzg—
' | SyP- SyP
P5M___ MaS ' T
(IV.7) 753 e
SyP ‘

§6.~ Pour le cas ol, parmi les lecteurs de cette etude, il se
trouverait, d'aventure quelque amateur des vieux. procedes mné
motechnlques -et sans guere espérer avoir du succés & cet ¢ =
égard- nous avons inventé des noms pour les nouveaux syllogis
mes de 1la I, de la III et de la IV Figures. Malheureusement,
leur phonethue ‘aurait heurté péniblement les oreilles de]Jdu
teur des Summulae Logicales, le portugals Pierre d'Espagne. =
Voici donc la-liste de ces noms : De la I® Figure (1l'ordreest
le méme que dans la liste ci=dessus) : I.l=Gularu; I.2= Lubrun
tu; I.3=Murtily; I.V=Nubyry; I.5=Parluta; I.6= Rddyll I.7=3a-
larta, I.8=Tabdrsd. De la III® Figure : III.1l= Mlsumbox 1I11.2=
=Murlapy; III.3=Mublisty; III.L4=Muluppry; III 5= Mdpumox =
I1T.6=Myssumdx; III.7= Murtyosyé I11.8=Tadyxd; III.9=Ty>umyxo-
rum; II11.10=Tyzembyx. De le IV- Figure : IV.1=Gadum®pp; I\.Z=
=Lumurldpp; IV.3=Mildumdx; IV.4=Nyrtundéx; rv.o>=Pumartip; =
IV.6=Rymbalbis; IV,7= Tolgamyx. Ltexplication:de l'emploil aus.
sl bien des majuscules Initiales que des minuscules m, s et p
est la méme que pour la logique tratidionnelle (ef., p.ex.- =
S:3, p. 142), mais trois prec151ons s'imposent : 1°, le x in-
dlque l'emp101 dtune des régles réciproques (c) et {(d); 2°, =
le redoublement d'un p indique l'emploi soit de (a), soit de
(b), soit de (f), tandis que le redoublement dfun s iadique =
1temploi de (g); 3° le suffixe de III.9 indique 1'emploi de Iu
régle (i) -régle de démembrement-; tout cela, bien entendu, =
dans la réduction de chacun de ces modes & Jps modes dec la TC

Flgure.

. I1 faut aussi élucider ce que 1l'on entend par 'ré--
duction' : un mode est réduisible & un autre si les premlsqr
du second peuvent &tre obtenues & partir de celles du premer,
et que la conclusion du second entraine la conclusion du pre-
mier.

Bien que nous ayons choisi la méthode de Hasenjaeger
&4 cause de son maniement pratique aisé et du fait qu'elle dis
tingue 501gneusement les syllogismes inconditionnellement va-
lides de ceux qui ne le sont pas (ae ceux qui sont ue simples
enthymémes, ‘car ils présupposent des prémisses existentielles),
nous devons signaler 1l'exlstence d'une méthode élégante pour=
la représentation formelle de la syllogistique : celle de Lu-
kasiewiez (L:22 et Li23). Cette méthode, dans son application
a la syllogistique ‘traditionnelle, n'a besoin que de-deux syl
logismes prlmltlfs (Barbara et Datlsl), plus deux régles d'ida:
tité. ou premlsses valides : SaS et SiS, sans aucune autre ré-
gle de conversion ou de subalternation. On pourrait aussi =
etendre la méthode de Lukasiewicz pour inclure les nouveaux =
syllogismes contradictoires. Ceci serait d'autant plus inté-
ressant que ce fut Lukasiewicz qui mit en lumiére le fait que,
dtaprés Aristote, la syllogistique peut se passer du principe
de non- contrdulctlon se fondant sur le principe 'dictum de =
omni et de nullo! (cf. & cet égard L:21 cité par Arruda dans
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A:11l, p.9).  Une autre méthode facilement adaptable & As ets
qu1 pourralt elle aussi, servir a la formalisation des syllo
gismes contradlct01res c’est celle qui a été proposée par K.=
Sayre dans S:31 pour les qylloglsmes non contradlct01res. Ce
log1c1en affirme a4 ce propos que sa méthode :

... does establish the, claim that no technlques beyond =
- those 'provided by the prop051t10nal calculus are requlred
to assess the correctness of any syllogistic inference.

Nous ne woulons pourtant pas nous appesantir davan-
tage sur ce sujet. )

A simple titre d’lllustratlon voici quelques exem-
ples de sylloglsmes contradictoires :

Gularu : tous les ichtyostegas sont des p01ssons sans 1tétre;
or, tous les quadrupédes du dévonien sont des 1chtyoste--
gasy dés lors, tous les quadrupedes du dévonien ‘sont des=

. poissons sans l'étre.

Murlapy : Tous les vieux habltants de Wilemstad parlent l'es-
pagnol sans le parler; or, tous les vieux habitants de Wi
lemstad sont des habltants de Cu.ragao; dés lors, quelque=
habitant de Curagao parle l'espagnol sans le parler.

Maprumdx : Tous les amphioxus sont des cordés; or, tous les =
amphioxus sont des vertébrés sans 1l'étre; dés lors quelque
individu qui est un vertébré sans 1'8tre est un cordé.

Mublisty : tous les guis sont des parasites sans 1l'&tre; or,=
‘certains guils vivent sur des branches de peuplier; des =
lors, certaines choses vivant sur des branches de peuplies
sont des parasites sans létre.

Tdlgamyx : certains individus qui sont mammlferes sans l'etre
sont monotrémes; or, tous les monotrémes sont ovipares; =
dés lors, certains ov1pares sont mammiféres sans 1%tre.

Tréve d'exemples. Tous les sylloglsmes sont des reg
gles d'inférence valides de Am, hormis ceux-ci : Murlapy, Mu~
luppry, Maprumdx, Gandumdpp, Lumurldpp et Pumantip (qui cou-=~
rent ' le méme sort que les vieux Darapti, Felapton, Bamalip
Calemes et Fesapo) En effet : ces sylloglsmes ne peuvent =
8tre réduits i des syllogismes de la I® Figure que moyennant=
une ou plusieurs des régles (a), (b) et (f). Nous avons déja
vu comment on peut les sauver : comme.de: simplés régles enthy
mématiques, ou ~autrement dit- comme régles valides condition
nellement, sur la base de premlsses ex1stentlelles.

§7.- Strawson (S:20, p.163ss et surtout pp.169 70) indique =

-dans le cadre d'une analyse de  l'interprétation et reconstruc
tilon formelles de la syllogistique traditionnelle, dont nous
ne saurions pas partager les conclusions presupp031tlonalls—-
tes- un désavantage majeur de-toute reconstruction qui postu-~
lera comme formalisation de SaP : '-Ex(s/x/.-p/x/). Exs[f7 ',.a
savoir : que, si certains sylloglsmes sont sauveés par ce biais,
le carré des oppositions cesse d'8tre valide (& moins de rapg
rir 4 d'autres reconstructions, celles-l4 invraisemblables au
plus haut point, que Strawson examine par la suite -ibid.p. =
173-).. En outre, les syllogismes qui dépendent de la contra-
position serailent perdus. Quant & la reconstruction formelle
proposée par Strawson a la p. 173, ibid., elle est -de son pro
pre aveu- tout & fait implausible, car elle conduirait, p.ex.,
a4 ce que fussent vrales ces phrases : 'quelque chimére estman
gée par Alberty 'quelque fleuve est divers de soi-méme', =
'quelque carré absolument circulaire n'est pas visible depuls
1e haut de la Tour Eiffel'. Conscient de ces inconvénients,=




60_ wv ”
Strawson entreprend une défense de la'syllogistique dans leca

dre de sa théorie présuppositionnelle, ol certaines phraoses =
n'ont pas de valeur de vérité, et ol ce que 1l'on demande=
pour passer, p.ex., de SiP a P15 c'est que, si SiP est vralet
si PiS a une valeur de vérité, ulors Pi3 est vral. Toute ceg
te doctrine présuppositionnelle nous parait d'une valeur aute
ment plus réduite que les anclyses, souvent lucides, que OStaw
son venait -dans les pages antérieures- de consacrer aux dive
ses tentatives de reconstruction formelle de la syllogistigue.

En tout cas, les prétendus désavantages de la recors
truction de SaP comme '-Ex(s/%/.-p/X/).BExs/x/! ne nous concer
nent pas, et ce pour deux raisouns. Premiérement, nous ne te-
nons pas & sauver les syllogismes par contraposition, qui ne=
jouent aucun rdle dans notre élargissement (sauf pour les syl
logismes de la II® Figure introduits, d'une maniere purement=
incidente, au §4, sur lesquels nous n'avons pas insisté, nous
bornant par la suite & ceux des trois autres figures); etnous
ne tenons pas non plus & sauver le carré des oppositions, si
bien que nous pourrions concevoir fort bien que SaP ne ft =
point la négation de SoP, mails une conjonction dont un membre
serait ia négation de ScP. '

Deuxiémement, ce que nous avons fait ce n'est pas
d'interpréter SaP comme une variante quelconque de la conjongc
tion susmentionnée, mais simplement affirmer que certains syl
logismes ne sont pas inconditionnellement valides, qu'tilsennt
valides seulemerc sur la base de nrémisses existentielles; au
trement dit : qu'on y doit restreindre les substituts de cer-
taines lettres & des noms de clusses dont nous soyons a méme=
dtaffirmer qu'elles ne sont pas vides (qu'il y a des individus
appartenant a4 ces classes plus qu'infinitésimalement).

Quoi qu'il en soit, la justification de la syllogis
tique traditionnelle dans son intégralité n'entre nullement =
dans nos calculs : une pareille réhabilitation entra‘..eraitla
validité -inconditionnelle~ de tous les syllogismes et toutes
les régles dtinférence par subalternation, que nous rejetons.
A notre avis, Peter Geach (G:12, p. 63) a prouvé que, prise =
dans son intégralité et inconditionnellement, la vieille syl-
logistique conduit 4 des raisonnements implausibles. De SaP=
il découlerait, en vertu des principes d'obversion, conversim
et subalternation, S'oP; de ce que tout étant est auto-identl
que, il découlerait alors que ceralns non-étants ne sont pas=
auto=-identiques. ' ‘

La raison philosophique pour laquelle peut-&tre ces
conclusions contre-intuitives ne sont pas & craindre dans le=
cadre de 'la scolastique -hormis la branche scotiste- c'est la
la thésé aristotélicienne de.l'analogie du terme 'étant' : 1l
n'y aurait aucune classe de tous les étants. Dés lors, chaqe
terme s'appliquerait & seulement une partie des étants (et il
n'y aurait pas non plus, pour les mémes raisons, une classe =
des auto-identiques). Mais cette doctrine catégorialiste fi-
gure parmi celles que l'approche proposée dans cette étude vi
se 4 écarter, afin de permettre la conception logique d'une =
classe de toutes les-choses. En tout cas, la syllogistique =
traditionnelle parait -comme maint auteur l'a souligné- plus=
fidélement représentée dons le calcul quantificationnel par un
systéme multisortal -ol chaque terme correspondrait & un type
particulier de variable- que par un systéme unisortal., Mais,
3 notre avis, les désavantages logiques et philosophiques des
systémes pluri-sortaux sont trop évidents. Relevons enfin que
le résultat désastreux dénoncé par Gezach ne nous menace pas;=
nous n'acceptons méme pas une validité conditionnelle des in-
férences par obversion ou par contraposition.
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Chapitre 6.- UN SYSTEME ALTERNATIF DE THEORIE DES ENSEMBLES ;

Amj
Le systéme alternatif de théorie des ensembles, Amj,
que nous présentons dans ce chapltre est étroitement apparen-
té & am, dont il différe surtout & cause de l'axiome de com--
prehen81on (ou de separatlon) Les différences entre Am et =
Amj au regard de la prévention d'apories loglques seront etu--
diées au chapitre 8 de ce Livre.

‘ Tout comme Ag, Amj est une extension de AQ.
§1.- Définitions ’
/ip/ eq /BYp/ ./fp/ eq /ifp/  /3p/ eq /Ifp.JY¥p/
/3p/ eq /LYp+Lfp/ /3p/ ea /Ip.Hp/  /3p/ eq /Hp+3p/
/%p/ eq /EyUx(f(xy)II(3x.fp)+Hx&y)/ (si p ne contient pas 'T')

Dans Amj nous distinguons, parmi les éléments (i.e.
parmi les choses x telles que Hx), ceux qui sont rangés (les=
éléments x tels que ..5x) et ceux aui sont turbulents (les =~
éléments x tels que 3x). Les derniers ne sont membres d'aucun
ensemble, si ce n'est infinitésimalement, en vertu de AmJOOS
qui est ~comme on va le voir- un ax1ome de Amj.

§2.- Axiomes .

Am3001 xy _

Amjo02 pllp+3p..1lplp

Amjo03 f(xy)D3x

Amjo04 Ez(zxI1Izy+HzDD.xIIy). Ez(zxizy+HzD xIy) o ibre dé'xg
AmjoO5 Ex({xDp)DEx(xIp) (si P ne contlent aucune occurrence .
Am3j006 J&p+Su+iu’+,..+3ull  (si... -vide infra-)

Amj007 EyUx(f(xy)II(3x.fp)+Hx) (si p ne contient pas 'T')
Amjoo8- Y{x&) - o - :

Sch mjl (= Sch ml de Am)

Sch mj2 . (= Sch m2 de 4im)

- : Voici les restrlctlons concernant l'ax1ome AmJOOé :

sip est une. formule - abstractlvement recevable ne contenant =
d'autres variablés libres que : X, u,-.u'...u" et ne contenant

11'
pas 'T Une formule abstractlvement recevable est une formuk

p d'un des trois types que voici :
a) p est une formule ne contenant aucune variable libre.

b) p est égale & la variable x précédée par une suite quelcon
que d'occurrences des foncteurs : F, B, 5, N, P, B, R, E,P
m, 13:‘ E’ P P .

c) p est une formule remplissant ces trois condltlons -ci :

1) p est écrite en notation fine; :
ii) p est stratifiée;
"iii)dans p les quantificateurs’ sont restrelntsavdes elememx
rangés.

Dans la condition (c), on entend par formule écrite
en notation fine'! une formule ou aucune variable ne soit con-
caténée avec une fbf quelconque qui ne soit pas une variable;
ol, en outre, aucune variable ne soit affectée par un foncteur
de As, si ce n'est 'j'.



" Quant & la condition (iii) de (c), la restriction =
en question consiste en ceci : p ne contient aucune quantifi-
cation existentielle 'Eyq', & moins que q ne soit de la forme
Ty qH et .p ne contient aucune quantification universelle =
tUyq' & moins que q ne soit de la forme 1'jyZq' '.

Tout comme dans Am, le test de stratification de
Amj est le méme que dans ML de Quine.

il

§3.~ Les régles de formation de Amj sont les mémes que celles=
de Am.

Les régles d'inférence de Amj sont les mémes que cel
les de Am.

SL4.~- Quelques théorémes

Ex(xI11) B(xl) B(lx) Bx xyllgf(xy)

EyUx(f (xy)IT (3% £p)+Hx. U (£ (x2) 11 (Jx. £p) iinsu.yIIz)
1%pIIEyUx (f (xy)II(Jx.fp)+Hx&ly) ©  Jx=Eyf(xy)
JxC. £ (x%p)IIfp - Uz(3xCY(xz)) $xCY(x1) - 5xC.x1IIal

s%pIIEyUx (£ (xy)II(5x.fp) +Hx&zy) RYpITa - RFpIIgp
&pullEyUx(f (xy)IT (3x.fp)+Hx&yu) RBFxITRx %xII1 xII¥(yx)
5%p1I3(1%p) JxC.x11T1x Uz (f(zx)I1f(zy)+Hz)D.xI1y '
2pIIR(3x.p) 5xC.yxI1Ixquidy

(La définition de 'quidy' est comme dans Am)

Chapitre 7.~ POUR UN NOUVEAU TRAITEMENT DES PARADOXES ET DES
APORIES SEMANTIQUES ‘

Le contenu de ce chapitre aura un caractere :plus mo
destement conjectural que les autres qui composent ce Livre.=
En fait, nous proposerons, non pas une seule manieére d'abcr-
der les apories et paradoxes sémantiques, mais des raiéresdif
férentes. Tout d'abord, nous établirons un distinguo entre =
paradoxes aporétiques et paradoxes non aporethueo En deu--
xiéme lieu, nous proposerons deux stratégies différentes pour
aborder les apories sémantiques proprement dites.

§1.- Un paradoxe sémantique est une contradiction (ou, plus =
generalement une inconsistancé simple) qui semble &tre vraie
et qui englobe des concepts sémantiques, comme 8tre-vrai (au=
sens ou ‘'vrai' est un prédicat relatif aux phrases, sens qu'il
faut -a notre avis- soigneusement dlstlnguer du sens =-apparsn
té mails irréductiblement différent~- ol 'vrai'! s'applique aux=
faits ou prop051tlons) denoter, satisfaire, etc. Un paradoe
est'aporétique ssi l’lncon sistance simple en question engendre
dans le systéme ol elle se situe la saturation de celui-ci. =
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Une aporie peut, du reste, ne pas Etre paradoxale du tout,
sens 1nd1que comme” 1e ‘prouvent les apories de Geach et Curry,
ou la negatlon n'intervient pas; en outre ces apories peuvent
nlavoir guére l'air d'8tre vraies.  Et, en fait -contrairement
- aux paradoxes originels, comme celui d1Eubulide- -ces aparies
"ne paraissent renfermer aucune vérité, Mals, pour -simplifier,
‘nous pouvons parler comme si les apories sémantiques consti--
tuailent un sous- ensemble propre de la classe des paradoxes sé
manthues.

. Ce qui est certain c'lest qu'il v a ‘bien des parado-
_Xes non aporethues (olen que les traitements classiques les=
aient pris, & tort, pour aporétiques). C'est notamment lecas
- du paradoxe d'Eubullde dans une version non renforcée -p-. ex.
~dans celle de LukasieW1cz—. Prenons comme signe syncatégoré-~
matique primitif "yerum(x)" (avec une variable individuelle
queleonque & la place de 1x!), voulant dire : x est sententiek
lement vrai (1 e.”vral au sens ou l'on dit d'une phrase qult=
elle est vraie, non pas au sens ou on le dit d'un fait ou pro
position). Supposons que 'x n'est pas sententiellement vrai'
et 'x est sententiellement faux' sont deux affirmations synoq(
miques. Soit maintenant cette définition :

/pcv/ eq /la phrase écrite & la ligne 25 d'en haut de lap.
63 du Livre II de Contradlctlon et Verlte/ -

Malntenant nous €crivons :
pcv est une phrase fausse (i.e. : Nuerum(p v) )

Méme si l1l'on rejette —v1de infra- une fonction de =
guillemétisation, on peut -conditionnellement tout au moins--
accepter le procede de guillemétisation pour les cas banals =
et penser que, si rien d'inacceptable n'en decoule, 1l'applica
tion du procede est légitime pour obtenir le nom d'une expres
sion & partir de l'expression. Alors nous = faisons correspm
dre & la phraqe 'per est .fausse! (en notation symbolique :
Nuerum(pev)') son nom, & savoir: ' 'Nuerum(pcv)' '; abrégeons
ce nom comme 'e’. Accep ons provisoirement le schéma T de Tas
ki et 1'évidence des congbatations empiriques (plus la substi
tuabilité des identiques). Alors on conclut :

uerum(e)IINuerum(e)

- I1 n'y a dans ce resultat rien d'aporethue. Le ré-
sultat nous dit que e {c-a-d pcv) est une phrase en méme temps
-et dans la méme mesure- vrale et fausse; c-é—d une phrase 50
% vraie et 50% fausse. ' R

P Repetons la’ méme suite de démarches en substituant
‘a la formule qul se trouve sur la sellette une autre ou le
foncteur de negatlon simple ('N', i.e. 'ce n'est. pas le cas
que...') a été remplacée par la surnegatlon ~1F' ~(tce n'est
point le cas que...'). Nous procédons & cette définition
/pev/ eq /la phrase écrite & la ligne 49 d'en haut de la  p.
63 du Livre II de Contradlctlon et verltg/ :

n’nlln

_ - Malntenant nous écrivons :
Fuerum(fcv)

Le résultat serait : uerum(2~_)IIF(uerum(pgz))

Or cette formule trivialiserait notre systéme, pulsqu'elleest
surcontradictoire.” Il en ressort qu'une au moins des hypothe
ses sur lesquelles 'se fonde la conclusion absurde doit é&tre =
absolument’ faussé : soit le schéma T de Tarski est faux dans=
toute sa generallte soit ce n'est point le cas qu'il y ait =
une phrase et une seule qui se trouve & la ligne 49 d'enhaut




o4

de la p. 63 du Livre II de Contradiction et vérité; soit ce =
ntest point le cas que le résultat d'enfermer entre guillemets
cette phrase-13 constitue un nom de la phrdse en question; =
soit ce nom désigne plusieurs choses et non seulement la phra
se en question; soit plusieurs de ces possibilités sont réali
sées simultanément. Quoi qu'il en soit, les hypothéses nepeu
~vent pas 8tre toutes vraies.

Toujours est-11 que des paradoxes sémantigues non =
aporétiques (comme celul qui est constitué par pcv, p.ex.)sub
~sistent, et leur existence est reconnue par une logigue contrm
dictorielle, tandis que les systémes surconsistants de logique
ravalent tous les paradoxes au rang d'apories. Or dans lacon
versation courante une phrase comme 'Jje suis en train de men-
tir?!, et d'autres semblables, s'aveérent paradoxales, mais non
aporétiques : la personne qui dit cela ment pour autant, et =
pour autant seulement, qu'elle-dit vrail; i.e. elle dit quelque
~‘chose dlaussi vrai que faux. (Si quelqu'un dit : 'Je suils en
train de dire un mensonge absolu', alors, pour les raisons in
voquées, on ne peut pas tenir pour admissibles les hypotheses
qui, & partir d'une telle déclaration, permettraient d!engen-
drer une aporie). :

. §2.=« Notre premier essail de solution des apories sémantiques=
consistera & substituer au schéma T de Tarski le schéms (T} =

(U) Buerum(x)IIBqg :
. -pourvu que ¢ soic une p'-u.e transcrite en
notation primitive qui ne contienne aucune

‘ . occurrence d'un de ces deux foncteurs :
- - ITT1 et 'Bia . ) )

ol 1'on substitue & 'x' le nom de la phrase g, et ou 'uerum'=
‘est un syncatégoréme primitif. (Alternativement, on peut con
ditionaliser le schéma (U), en énongant une protase qui affir
me que X est le nom d'une phrase =-ou son nombre gic. lien=-;=
on peut aussi remplacer le membre de gauche de la formule équi
valentielle stricte (U) par 'f(xexpr)&Bq!, ol 'expr' est une=
constante primitive désignant la classe des fbf]).

Reconstruisons mdntenant 1'argument qui, & partir de
certaines prémisses prima facie acceptables, nous amenait tan-
tdt & une conclusion aporétique. Reprenons le cas de pev. =
Nous supposons que 'pcv'! est un nom de la phrase écrite a la=
ligne 49 d'en haut de la p. 63 du Livre Il de Contradictionet
vérité. Nous supposons aussi que le résultat d'enfermer entre
gulllemets ladite phrase en constitue un autre nom. Et, bien
entendu, nous supposons la substituabilité des termes co-exten

sionnels. Alors nous aurons :
(2) Buerum(pcv.)IIF uerum(pcv)
Dtou il découle :

(3) Juerum(pev).Buerum(pev)

conclusion qui n'a rien-d'aporétique, loin sten faut : Pcv se
trouve &tre une phrase qui n'est ni foncierement vraie ni ab-
solument fausse, mais & certains points de vue vraie et ad'au
tres points de vue tout a fait fausse. (Notons qu'on ne.peut
pas substituer & 'Pcv' 'Fuerum(pecv)', c-&-d qu'on ne peut pas
 substituer au nom de la phrase la phrase méme -le schéma (U)
'ne nous y autorise pas; pas plus, du reste, que le schémaT de
Tarski-. Ce que nous pouvons substituer & 'pev' c'est :
' tFuerum(pecv)' ').
_ S1 pcv est une phrase relativement vraie et aussi=
relativement tout & fait fausse, que savons-nous de la vérité
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propositionnelle de son référent (puisque, n'étant pas une =

phrase superabsolumen® fausse, pcv a bien un référent, selon

la sémantique phllosophlquement motivée et non strictement fonc
tionnelle esqulssee 4 la fin du chap. 3 de ‘ce Livre)? - Eh bien!
nous n'en savons riern., Le schéma (U) ne nous renseigne pas =
sur le degré de verlte-prop081tlonnelle (ou factuelle) descar

rélats ObJeCtlfS des phrases qui ne sont ni fon01erement vraies
'ni absolument fausses.

- Cela dit, le langage ChOlSl pourrait méme contenir=
des noms de toutes ses expressions et des procédés pour indi-
viduer ces expre351ons univoquement, & partir des noms, et vi
ce versa, en méme temps qu'il contlendralt le predlcat deflnl
‘par le schéma (U). On pourralt alors vouloir gravir un éche-
lon et, se plagant dans un metalangage y formuler un prédicat
qui repondralt aux conditions du schema T,”et non pas seule--
ment aux conditions, plus. restrelntes, du schéma (U).’ Mais =
‘4 une telle aspiration on pourralt rétorquer (et cela consti-
tuera un des’ polnts de .cette premiére tentative de solution =
qué nous proposons a ﬁltre d'hypothese) qu'il n'est point be
" soin dtaller chercher -ce prédicat on que ce soit, car il n'ya
~nulle part rien de tel. Dés lors, la nécessité de dénivella-
tion linguisthue cesse d'exister. Le prix a payer c'est la
renonciation & '1'idéal d'un predlcat qui soit vral de chad ue=
nom de phrase exactement dans la méme mesure ol le corrélat
objectif de la phrase qu'il désigne (& supposer- qu'il en de~-
signe une) est:propositionnellement vrail, c-a-d existe; (cf.=
la Section II du Livre III de cette étude A ce sujet). Puis-
que cet idéal semble &tre incompatible avec 1!'idéal de 1l'uni-
versalité ~autreément plus important-, le choix est, & nosyeux,
facile. Car, pour. affirmer qu'aucune langue n'est universelle,
il faut se situer dans une langue qui parle de toutes les lan
gues, y comprls d'elle~-m8me, tandis que, pour dire-que (4) -c
apres- est vrai, point n'est bes.in de s'exprimer dans une lan
ue qui contienne : une phrase comme celles dont
L) nie l'existence : o -

(4) il n'y a aucune phrase ouverte p ayant unelvariable libre -
x et telle qu’est assertable la farmule -€quivalentielle =
stricte dont le membre de gauche est le résultat de subs--
tituer dans p & 'x' le nom (ou le nombre godellen) d-*une=
‘phrase donnée q et dont le membre de droite est.g elleﬂeme

Il est vrai qu'a l'encontre de.ld p0331billte d'exis
tence de langues universelles on a érioncé des arguments indé=
pendants du = théoréme de Tarski. GC'est, en particulier, cet
te 1mp0551b111te que. s'est évertué i prouver Hans Herzberger—
dans H:33. Nous n'entrerons pas ici dans le détail des argu-
ments de Herzberger. Sauf erreur de notre part, ses argumentq
présupposent que la langue en question doit étre sur-ccnsis-—-—
tante (ou, tout au moins, qu'est surconsistante la langue ou=
1'on est en train d'énoncer les preuves) Les apories que =:
Herzberger prouve . & partir de la presupp051tlon dtuniversali
té ne sont pas démontrables dans un systeme ayant une logique .
contradictoire, comme Am ou Amj, a moins que des, ‘hypothésesul
térieures et 1mplau51bles ne solent ajoutées. Ainsi donc, di
ment interprétées, les conclusions de Herzberger sont paradoxg
les, mais elles ne semblent pas &tre aporétiques si.l'on se=
place dans une l.gique 51mplement inconsistante. Il faut re-
marquer, du reste, que, au cas ou -contrairement & notre avis-
Herzberger aurait raison -c-a-d que ses arguments. s'appliquas
sent & tout systéme, montrant qu'il est absolument faux qu'ue
langue,; quelle qu'elle soit, puisse &tre universelle- ce qu'il
dit semblerait ne pas pouvoir: &tre dit du tout.
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Par conséquent -et ce disant nous conclurons notre=
premier essai de solution de. l'aporie du menteur- nous pou--
vons avoir une langue universelle dans laguelle cependant on
ne saurait avoir aucun prédicat satisfaisant le schéma T de =
Tarski, non pas & cause d'une faiblesse intrinséque du systé-
me, mals parce qu'un tel prédicat n'existerait nulle part.

§3.- Quant aux apories de Grelling, Berry et Richard, onpeut
les traiter, dans le cadre - de ce premier essail le solution =
que .nous énongons, soit comme des problémes concernant lathén
rie des ensembles (interprétant alors hétérologique comme : =
classe des expressions hétérologiques; c=a-d .catégorématique-
ment; et les autres concepts aporétiques ou paradoXxaux a =
ltavenant), soit comme des problémes purement sémantiques, in
terprétant alors "est hétérologique" comme une expression syn
catégorématique -3 1l'instar de 'uerum'- et en lul appliquant=
un schéma similaire & celui que nous avons cong¢u plus haut =
pour 'uerum' (le schéma (U)), c-a-d : déterminant, non pasles
conditions d'hétérologicité en général, mais seulement d'hété
rologicité foncidre ou stricte, et, 2u surplus, en ¢tublissant
des restrictions quant aux expressions qui peuvent figurer com
me substituts dans le schéma. (S'il s'agit d'un probléme de
théorie des ensembles, alors la solution est donnée, dans Am,
par le fait qu'hétérologique est une classe sans matrice ca=--
ractéristique abstractivement recevable et que, par suite, rien
ne permet de dirc qutun élément est hétérolc.ique pour autant
qu'il est vrai cu peu s'en faut qu’ir désig.. une classe dort
il ne ‘'soit .guére membre; et dans amj la conclusion seralt =
que le terme 'hétérologique! n'est pas un élément rangé, mais
turbulent). Pour les apories de Berry et Richard, des consld
rations similaires peuvent &tre énoncées. '

I1 faut relever que les définitions partielles des=
notions syncatégorématiques de vérité sententielle (1~ schéma
(U)), d'hétérologicité, etc., ne coincident pas avec iesapmo
ches présuppositionnelles d'inspiration strawsonienne {comme=
celle de van Fraassen, dont il sera question au §11), ni non
plus avec les approches de tous ceux qui -tel Kripke dans K: 25,
D. Grover dans G:38, etc.- pensent que, pour certains substi-
tuts de x qui sont pourtant des noms de phrases, la phrase =
1x est (sententiellement) vrai'! est une phrase sans valeur de
vérité -ou, comme le dit Kripke, que le prédicat "&tre-vrai'=
est (objectivement?) indéfini dans un certain nombre de cas-.
Non, dans le cadre de 1'approche ici brossée tout est défini,
toute phrase bien formée a une valeur de vérité. Pour chaque
substitut de 'x', la phrase 'uerum(x)' aura une valeur de v¢&
rité bien précise et objectivement déterminée. Seulement,ncus
ignorons laquelle dans certains cas, tout comme bien des théo
ries axiomatiques des ensembles -y compris Am- ne nous permel
tent pas de dire dans quelle mesure une chose quelconque apmr

_tient 4 un ensemble donné (& moins que cet ensemble ne soitca

~ractérisé par une matrice possédant certaines caractéristiqes)
i1 n'empé&che qu'objectivement chaque chose posséde ur degré =
bien déterminé, et un seul, d'appartenance & un ensemble don-
né quel qu'il soit.

Soit p.ex. cette abréviation : /ev/ eq /la phrase =
écrite & la ligne 4 'en bas de la p.66 du Livre II de Con-
tradiction et vérité/. Nous écrivons maintenant :

ev est une phrase vraie (en notation symbolique : uerum(ev))

, Est-ce que ev est vrai? Eh bien! tout ce.que'lesxbé
me (U) nous permet de dire c'est que ev est fonciérement vrail

dans la mesure ol ev est fonciérement vrai, ce qui ne nous =
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fait pas avancer beaucoup. Est-ce 4 dire que ev n'a pas dewa -
leur de vérité, ou qu'il aura la valeur de vérité que nous d&
cidions arbitrairement de lui assigner? Pas du tout. gev pos -,
séde bien une valeur de vérité, mais nos axiomes ne nous per-
mettent pas de savoir laquelle; et pour certaines versionsfor
tes du paradoxe du menteur, le schéma (U), ajouté & nos autres
axiomes, ne nous permettra méme pas de tirer des conclusions=

- partielles sur le degré de vérité des phrases en gquestion. =
Mais cela n'est rien moins qu'étonnant, puisque, aprés tout,
la plupart des vérités ne découlent pas de nos axiomes (nous=
rie pouvons pas déduire la plume de Herr Krug!). T

: Similairement, si pcv était une phrase de la forme=
- 'Fuerum{pcv)' ('la phrase Pcv est absolument fausse!), ou dela
forme 'F uerum(pcv)+.Buerum({fev ). Juerum(pev)' ('fcv est une =
- phrase soit absolument fausse soit telle qu'elle est & . certais
égards tout A fait fausse et & d'autres égards vraie'), ou de
la forme 'Buerum(fecv) ('Pcv est une phrase relativement touta
fait fausse'), alors nous ne saurions rien -¢onclure sur lawvwa
leur de vérité de Pcv, car le schéma (U) ne nous renseigne pas
sur la valeur de vérité de ce type 42 phrases. La deuxiémeet
la troisiéme des phrases-citées engendrerailent des apories si
le schéma (U) était asserté sans aucune restriction.

: Notons cependant -qu'une fagon alternative.d'aborder
la question pourrait 8&tre celle-ci : affirmer le schéma (U'),
ci-dessous, dans une extension Asu de As, ol 'f' serait un
.foncteur pour lequel on introduirait des axiomes identiques a
A1l/2, A2/2, A3/2 de As, en substituant & chaque occurrence de
1Tt dans (la transcription en notation primitive de) ces axig
mes une occurrence de '('; mais '§! ne posséderait rien decom
parable & l'axiome AO/2 de As. Le schéma (U') est alors form
lable sans Testrictions : ' ' ‘

S (U")  fuerum(x)IIfq

(ol 'x' est un nom de q). .Une sémantique vérifonctionnelle=
pour ce systéme n'est pas difficile & formuler. Les proprié-
tés de 'J' ressembleraient & celles de l'opérateur de nécessi
té dans le systéme modal T, tandis que 'B! et 'T!' ont, dans =
As, des propriétés similaires & celles de l'opérateur de néces
sité dans S5. Formulons donc . les axiomes supplémentaires de=

Asu i 41/3 Ppc.UpIB " a2/3 B(pCq)C.YpClq- -
P AB% 5(qu)0-¢£qu PRI

On ajouterait aussi une régle d'!'inférence 1.ter : pktTp (si=
p est un théoréme de Asu). La lecture de 1§ 1. pourrait &tre :
'il est. guthentiquement vrai que!. Une sémantique adéquate =
pour Asu serait une sémantique matricielle, c-a-d une sémanti
que ou chaque valeur de vérité.fOt une matrice aléthique (soit
une suite de tenseurs aléthiques). La notion de validité dans
Asu ne présenterait pas trop de complications. Mais nous =
n'aborderons pas ici une telle tache. S

84.~- Des .solutions & certains égards semblables & celle que =
nous avons esquissée au §2 ont déjia -été avancées par d'autres
auteurs; un des travaux qui figurent.dans M:20 -celui de John
Pollock~ contient, lui aussi, une suggestion visant & affaiblir
le schéma T. Doy - S
- Un avantage du traitement proposé a. titre d'essaiau
§2 clest qu'il permet, sans restrictions, des auto-références,
qutelles soient fondées (grounded) ou non.. Des exemples comne
celi de 'jack', inventé par Kripke (K:25, p.693) sont possiiles:
soit la suite de lettres 'jack est court'; appelons cette suil
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te, prealablement non 1nterpretee 'Jjac Alors elle deviert
d'emblée un énoncé 1nterprete et vral. Une difficulté supple
mentaire pourrait néanmoins &tre congue pour des procédés dku

to=-dénomination du type de 'Jjack'!. Pow adapter un exemple de
Grover (G:38, p. 601) : soit la suite de lettres 'Faut! (il =
est absolument faux que aut existe'); appelons cette suite =

""autt!'. Est-ce que cela nfentraine pas 'autIIFaut!', ce qul se
rait aporétique? Non, tout ce que nous pouvons s conclure c &x
autII'Faut'!'. Dés lors nous n'avons pas exactement le caspré
VU par Grover, celui ou le definiendum entre dans le definins:
la suite de lettres 'aut'! dans le definiens est ensevelle a -
1tintérieur des guillemets, elle n'est donc pas en usage ouem
ploi, mais en mention. Ce qui serait inadmissible ce serait=
de définir : /aut/ eq /Faut/ (ou, parallélement : /jack/ eq
/Jjack est cour%77

Pareillement, nous n'avons pas besoin pour éviter
qu'une 1por1e ne decoule de 1'exemple de cv, que nous avons=
considéré plus haut, de recourir & une négation de l'auto- ré-
férence de Pcv; ni i’ex1ger que la référentialité soit confé-
rée aux expr6551ons par paliers, en commengant forcément par=
des expressions qui ne parlent pas du tout d'expre051ons en
continuant par des expressions sur les expression de premier=
type, et ainsi de suite. L'approche alternative. que nousbros
serons tout 4 l'heure n'a pas besoin non plus de cette hiédvar
chie ascendante, mais elle doit, en revanche, bannir certaireas
formes d'auto-r2iTérence; dans le cas de ficy “LTe pourralt s'an
tirer en niant 1 1dent1te empiriquement conkuatee qui eng@ndm
l'aporle et en affirmant qu'il y a plus d'une phrase €écrite=
4 la ligne 49 d'en haut de la p. 63 du Livre IT de Contradic-
tion et vérité; et les arguments'qutelle contient pour éviter
1la demonstratlon de Tarski auront toujours pour résultat des=
négations dl'auto-référence dans certains cas, c-a-a =-plus con
crétement- l'impossibilité pratique de construire une nhrase=
qui dise d'elle-méme qu'elle n'est nullement vraie. L. regead
de tout cela, le premler traitement que nous venons d'exposer
est plus libéral et s'adapte mieux a certaines intuitions. =
(Selon 1l'approche alternative que nous énoncerons tout & 1'heu
re, l'autorisation de procédés d'suto-dénomination, comme ce-
lui qui engendre le cas susmentionné de jack,. aurait sans dou
te pour résultat la démolition des défenses érigées contre le
surgissement d'apories).

Tout le monde n'est pourtant pas enthousiaste des
p0851b111tes d'auto-référence (et surtout pas d!une auto-réfg
rence .obtenue sans passer par le relais d'une référence a
quclquo chose d'autre -obtenue, eIm, sans circularité ni régres
sion & 1'infini-. L’exclu51on méme de toute auto-référentia-
1ité ou la circularité ou la régression a 1'infini jouent quel
que rdle constitue le principe de 'groundedness' qua tantd'au
teurs estiment nécessaire pour prévenir les apories (cf., p,
ex., G:38, pp. 597s8; pour ltauteur de cet article, D. Grover,
la formule qui engendre le paradoxe du menteur- n'est pas 1ncc1
sistante : elle manque de contenu; mais le point de vue dont=
découle pareille conclusion souleve des difficultés apparem--—
ment insurmontables, comme l'a montré Pollock dans sa critiae
-P:20- de l'article de Grover). 11 est difficile de trouver=
un argument décisif pour ou contre le pr1n01pe de groundedness.
Une raison pour le rejeter serait peut-&tre le respect d'unau
tre principe, apparemment plus haut placé dans 1l'échelle des=
principes rationnels : le principe de vérifonctionalité, qui=
empéche 1'existence de trous vérivalents : chaque phrase doit
avoir une valeur de vérité déterminée; ou -pour le dire d'une
manidre superficiellement différente~ toute phrase qui ne soit

i
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pas superabsolument fausse désigne une valeur de vérité réelle
{aux phrases superabsolument fausses on assigne la pseudo-vas= .
leur (0,0,0...) . qui n'existe pas réellement, mais est un ex
pédient formel purement fictif pour manipuler la sémantique =
d'une maniére plus commode). - '

§5.- Venons—en & notre seconde tentative de solution des apo--
ries sémantiques. Elle exploitera le fait,que A est un syste
me béant, c-ia-d syntaxiquement ouvert. Un systeme semblable=
est tel que la classc dc ses fbf n'est pas récursivement énu-
mérable (encore moins récursive), car les régles de formation .
explicitées n'engendrent qu'un sous-ensemble propre des formu
les bien formées du systeme. . Pour toute formule engendrée par
ces régles-1a on peut donc dire, & coup sir, qu'elle est une=
fbf; mais, & propos d'une chose quelconque qui ne soit pas en
gendrée par ces régles, on ne peut pas dire si oul ou nonelle
est une fbf du systéme. Les langues naturelles dont des sys-
témes béants. (A notre connaissance, A est le seul systéme =
béant formalisé). - R - R

Comme won le sait, une aporie. sémantique apparalt =
dans tout systdme syntaxiquement et sémantiquement fermé qui=
soit suffisamment fort pour représenter la fonction de substi
tution (en sorte que le lemme du.point fixe y soit démontrahE)
qui contienne un prédicat satisfaisant le schéma, T et qui. ne
soit pas une logique relevante. Ceci a été bien étudié par =
van Benthem (V:5, pp. 56-7). Mais voyons ce qui arrive dans=
un systéme  syntaxiquement ouvert. AR ' :

Nous appelons”’fragment'repfésentable‘de X' (o X
est un systéme syntaxiquement ouvert) un fragment gtdelisable
X' de X. Pour que lton puisse prouver le lemme du point fixe
(cf. la démonstration de van Benthem, p. 56), il faut que plu
sieurs conditions soient remplies . . B
1) qu'il y ait un numéral et un seul correspondant au némbreﬁfj

gddelien d'une formule donnée quelconque; :
2) qu'en substituant un numéral & une variable libre dans une -

formule quelconque le résultat soit unique, en sorte qu'un
seul et unique nombre gddelien corresponde & ce resultat,

Mais, pour que le lemme soit formellement prouvé =
dans un systéme qui agit comme son propre métalangage, une au
tre condition est requise S '

3) (1) et (2) doivent &tre formellement prouvables dans le sys

téme. . 4 : : ' B '
Pour que (3) soit vrai, le systéme. {ou sous-systéme)
doit avoir des constantes désignant la classe des expressions,
la relation ‘de’désignation.et l'opération de substitution.Nor.
malement, 6n se passe de tout cela, car on ne prouve pas le =
lemme dans la langue qu'on étudie, mais dans une métalangue.=
Et pour toutes les langues formelles qui ont été étudiées Jjus
qu'ici’ (qui se trouvent &tre, toutes, syntaxiquement fermées),
les conditions (1) et (2) sont valides. - : : :

Mais une langue syntaxiquement ouverte peut, bienen
tendu, ne pas respectér les conditions (1) et (2). En ce qui
concerne’ la condition (1), ceci est obvie : il suffit qu'il y
ait un couple de synonymes désignant le méme nombre {quoi de
plus banal aprés tout?). En ce qui concerne (2), un exemple=
suffira & montrer que la non-satisfaction de cette condition=
est possible. Supposons qu'iune langue contienne des prédicas
dont la notation présente un nombre impair de trous, au mini
mum trois; chaque variable s'écrit dans le trou central, mais
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" les constantes peuvent s'écrire dans n'importe quel trou. On=
peut certes établir une fonction dont la valeur soit, pour =
chaque ensemble de substitutions d'une constante 4 une varia-
ble dans une formule, le plus petit des nombres gbdeliens de=

ces diverscs substitutions. Mals on peut aussi penser a des=
langues ayant un nombre indénombrable de trous (et peut~&tre=
méme un nombre inaccessible de trous) dans Certains‘prédicats,
voire dans un nombre indénombrable de prédicats; pour ces lan
gues, il serait impossible d'établir une telle fonction. Et=
sans doute bien d'autres possibilités existent, qui dépassent
ltimagination.

Quoi qu'il en soit, ce qui est certaln -pour reve-
nir au cas d'un nombre fini de trous- clest que diverses for-
mules qui, en vertu des lois de quantification, doivent étre=
parfaitement équivalentes, peuvent &tre des formules diverses
et avoir donc des nombres gddeliens différents (nous supposons
que les trous sont tous vides sauf un). '

Supposons néanmoins que nous délimitons, 4 1'inté~--~
rieur d'une langue syntaxiquement ouverte X (comme A) un frag
ment, représentable X' qui satisfasse aux conditions (1) et (Z).
Mais rien ne prouve que, méme si X est sémantiquement fermé==
-au sens de Tarski- X! le soit aussi. Dé&s lors, la condition
(3) pourrait ne pas tenir et il se pourrait que le lemme du =
point fixe ne pt pas 8tre prouvé & 1'intérieur de X'..  Par
ailleurs, comme nous le verrons plus loin en détail, il s«
peut que le syutdme ne puisse pas du *out €tre prouve, méme
dans une métalangue, & propos de X', n'y ayant a lvintérieur
de X! aucun théoreme similaire au schéma T de Tarski (mais ==
ol la place du nom de la phrase est occupée, non pas par un
nom, mais par un nombre godelien; vide infra). -

|
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Ce que Tarski a prouvé -et ce que (conformément aux
paradoxes de Geach et L&b; cf. L:18) peut &tre prouvé d'unema
niére plus générole- clest qu'une langue syntaxiquemcrt fermée
“non triviale ne peut pas 8tre sémantiquement fermée au sens =
de Tarski (c-a-d contenir des noms de toutes ses expressions=
et un prédicat satisfaisant les conditions du schéma T). Dés
lors, tout ce gque nous pouvons conclure a propos dtun fragmewnt
représentable X' d'un systéme béant X c'est que X' ne peutpas
8tre sémantiquement fermé; mois cela est parfaitement compabti
ble avec le fait que X soit sémantiquement fermé. Ltauto-ré-
férentianlité ne peut donc pas &tre compléte dans X'; mails elle
peut 1'é&tre dans X. :

: I1. faut, dtailleurs, préciser que l'ouverture sémnn
tique nécessaire peut &tre beaucoup plus réduite que Tarski-
ne parait l'avoir pensé. R. Routley a prouvé cela. Routley=
commence (R:22) par rappeler que, dtapres Tarski, un systeme=
est sémantiquement fermé ssi : as il contient les noms de tou
tes ses expressions; b) il contient des expressions sémanti--
ques, comme 'phrase vraie', 'nom', 'dénoter!, etc.; et c) tou
. tes les phrases qui déterminent l'emplol adéquat des expres-—-
sions sémontiques -dans le cas de 'yral', toutes les instances
du schéma T- peuvent &tre assertées dans le systéme. Ensuite.
11 formulé ce commentaire lucide et incontestable (p.lén.): '

The orthodox approach in fact imposes on the languages 1t
is prepared to consider much stronger requirements than =
are necessary : it would suffice to reject in part one of

(a) or (b) or (c).

Ce qui étonne c'est qu'on ne l'ait pas vu plus tot.
Ainsi donc, en nous rapportant & un fragment représentable X!
d'une langue syntaxiquement ouverte X, tout ce qu'il faut pour
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qu'une aporie n2 puisse pas y &tre engendree par le biais de

Ta gbdelisation c'est que X' ne satisfasse pas 1ntegralement—
les conditions™ (a), (b) et (c). .

Dans notre premiére tentative de solutlon (celle du
§2 de ce méme chapitre), nous affaiblissions (c), non seule--
ment pour un fragment représentable du systéme, mais pour tout
le systéme. Dans le cadre de la proposition que nous sommes=
en train de brosser maintenant, chaque fragment représentable
A' de A est tel qu'il ne satisfait pas intégralement (a) : cer
talnes expressions de A' sont telles qu'elles ne possédent pas,
4 1l'intérieur de A', leurs dénominations; par suite, chaque =
fragment representable A' de A, .quand bien méme 1l Contlendram
un schéma similaire & celui de Tarski {(au schéma T), serait =
tel qu'il ne pourralt pas instancier ce schéma pour chaque =
phrase de A'!, si bien que A'! ne satisferait pas non plus inté
gralement la condition (c¢). Mais un fragment représentable =
de 4 peut satisfaire intégralement la condition (b) et assexz

largement -mais non pas compldtement- les conditions (a),(c).

§6.~ GComme nous 1€ verrons un peu.plus en détail tout & 1'heg
re, Tarski déduisit de ses preuves un théoréme aux termes du-
quel un prédicat Y ne peut &tre défini arithmétiquement (dans

une langue permettant la diagonalisation), en vertu duquel =
pour chaque phrase p dont le nombre godellen soit /p/ : :

p=T(/p/) .
Van Benthem (V:5, p. 64) prouve que, dans les condi

tions indiquées, predlcat T ne peut méme pas satlsfalre la
condltlon que pour tout p :

T(/p/)Cp . pk T{(/p/)

Mals a4 cela on peut réagir optant prec1sement pour=
un systéme béant (eyntax1quement ouvert). D'un systéme pareil
nous ne pouvons expliciter qu'un fragment qui soit un sous=-en
semble de ses formules -et ce méme dans un temps infini-.  On
ne peut donc pas gddeliser tout le systéme. Il n'est pas vrai
qu'd chaque formule du systeéme on puisse faire correspondre =
un n?mbre gddelien (encore moins, un et un seul nombre gbdde--
lien).

Au surplus —-et coincidant en cela avec notre premle
re tentative de solution- nous pouvons sacrifier aussi,’ dans=
le cadre de notre tentative actuelle, le schéma T. TI1 peut y
aveoir dés motif's philosophiques 1ndependants pour rejeter ce
schéma, comme nous le verrons. Précisons toutefois : le sché
ma T peut-maintenant Btre. gardé pour tout substitut tel que =
nous - pu1581ons spec1f1er (ecr1re§ simultanément: et lui-méme=
et un nom qui le de51gne. Mais en fait, nous proposerons une
deflnltlon de la vérité seritentielle qu1 n'entraine pas comme
consequence le schéma T, méme pas pour ces cas-la, pour obte-
nir le schéma. T ou" quelque chose de semblable a partir de no-
tre définition, il faudrait aJouter des. premlsses supplemenml
res.

Comme nous l'avons déja dit, nous dlstlnguons deux=
acceptlons diverses, mais liées 1tune & ltautre, du mot 'véri
té' : la vérité propositionnelle ("absolue" du sens ou l'on’
emp101e couramment cet adjectif pre01sement 4 propos de la vé
rité : pour 1nd1quer la non-relativité & une phrase ni donc 3
une langue) et la vérité semanthue ou sententielle. La véri
té prop051tlonnelle est une proprlete des.états de choses (i.
e. des choses, puisque nous n'établissons aucune distinction=
catégorielle entre les choses et les faits ou états de choses).
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Cette propriété est la propriété d'lexister (propriété qui ad-
met une infinité de degrés?, c-a-d un ensemble dont la fonc-
tion caractéristique est une transformation nulle ou identige.
Il-est~vrai-que-p = p. Par conséquent, il-est-plutbt-vrai---
que-p = plutdt-p (et 1l en va de mérne pour les autres modifi-
cateurs aléthiques). ILa vérité sémantique ou sententielleest
une propriété des seules phrases : une phrase "p" est senten-
tiellement-vraie dans la méme mesure ol 11 y a quelque chosex
qutelle désigne et que, surtout, x existe (x est proposition=-.
nellement-vrai). Nous prenons comme constantes catégorémati-.
ques primitives celles~ci : 'des', qui désigne le relation de”
désignation, & savoir la classe des couples ordonnés x;y tels
que x désigne y4{ 'expr' qui désigne la classe des fbf. (Re--
marquons, par parenthése, que, dans sa reconstruction de lasé
mantique tarskienne dans F:12, H, Field accorde une place de
premier ordre & la relation de désignation prise comme primi-
tive). Alors nous définissons la vérité-sententielle comme =
suit : ' :
(df Vr) /uerum(y)/ eq /Ex(f(y;xdes.yexpr)é&x)/
(Altérnativement, nous pourrions nous passer de la=
constante 'expr', pensant que, si y n'est guére une fbf, le
couple ordonné y;x n'lappartiendra guére, non plus, a4 1l» rela-
tion de désignation). :
Nous avons donc une des conditions nécessairespour=
que notre langage soit sémantiquement fermé, puisque nou., .=
avons une ‘définition de la vérité-sententiellc & 1'intérieur=
du langage m&me cue nous employons. Yue not.. uéfinition n'en
traine pas forcément le schéma T c'est quelque chose que nous
aurons tout & ltheure l'occasion de montrer. Toujours est-il
que notre définition de la vérité sententielle est faite, non
seulement & l'intérieur de la lungue que nous employons, mais,
qui plus est, & 1'intérieur d'un fragment explicité, donc gb
délisable, de cette langue. Etant donné que la logique sous-
Jjacente de notre systéme n'est pas relevapte (et qu'elis con-
tient des négations fortes, des conditionnels forts, etc.), si
notre définition de la vérité entrainait le schéma T et que,=
au surplus, des noms de toutes les expressions faisant partie
d'un fragment représentable (g8délisable) de notre langue pus
sent faire partie de ce méme fragment, notre systéme serait =
trivial. L o
Or, dans un systeéme béant il se peut qu'il y aitdes
noms d'expressions tels qu'on ne puisse pas expliciter, dans=
un méme fragment gddélisable, et le nom désignant l'expression
et l'expression désignée par le nom. Les preuves de gbdélisa
tion utilisent toutes l'énumérabilité récursive de la classe
des fbf d'une théorie donnée (cf., p.ex., K:26, §§ 42 et 52
N:3, chap. VII; L:32, §68; R:5, p+197). Or cette propriété==
n'est pas posseédée par un systeme béant. A chaque expression
d'un systéme béant sémantiquement fermé il correspondrca au =
moins un nom dans le systéme; mais il se peut qu'aucun de ces
noms ne soit engendré par des régles explicitées, voire méme=

~“e

qu'aucun d'eux ne puisse 8tre explicité dans un corps de signes . .

échantillons ol apparaisse un échantillon de l'expression qu'
il désigne. Et l'inverse est aussi fort possible. Ainsi dme
nous pouvons connaitre une expression d'une langue béante et .
cependant ne pas &tre & méme de trouver le nom qui la désigne, .
et, réciproquement, nolus pouvons connaltre le nom d'une expres
sion de la méme langue et ne pas pouvoir expliciter l'expres—
sion désignée par lui.

_ Cela €étant, on peut conjecturer que chaque fragment
représentable d'un systéme béant sémantiquement fermé -comme=
Aln et ses extensions=- est tel qu'd certaines des expressionss
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qu'il contient il ne correspond, & l'intérieur du fragment,=
aucun nom ou description; et aussi, peut-8tre, que chaque. fr
ment représentable d'un systéme beant contlent des noms quide
signent des expressions du systéme mais qul ne peuvent pds fai
re partie du fragment représentable en question. . ~

On pourrait toutefols penser que, si cela empechequa
1l'aporie pulsse &tre prouvee (et, par suite, que le théoréme=
de Tarski puisse é&tre démontré comme vallde aussi pour cessys
témes-1a), la situation n'en serailt pas moins obJectlvementln
tenable, car il suffirait qu'on pQt trouver un moyen d'élargr
le fragment représentable du systéme pour que 1l'aporie
reparfit. Mais il est fort vraisemblable qu'en elarglssant le
fragment on y fasse entrer dtautres expressions qui ont leurs
noms & l'extérieur seulement du nouveau fragment. Toutefols,
on pourrait penser, derechef, que, si cela nous empéche, nous,
de prouver une aporie, la 51tuatlon réelle devrait demeurer =
aporétique tout de méme pulsque, le systéme contenant les =
noms de toutes ses expre551ons, il contiendra au moins un cou
ple d'expressions qui reproduisent une relation semblable a
celle qu'il y a entre la formule g8délisée du menteur et le nu
meral de son nombre godellen.

A cela nous répondrons que ce n’est que par le biais
de l'arlthmetlsetlon gqu'on a pu prouver l'existence- obJectlve
d'une telle paire d'expre581on3' un systéme qui ne soit pasin
tégralement arithmétisable ne semble pas condamné & contenir=
objectivement une telle paire d'expressions. La restriction=
de ltexplicitabilité des noms d'expre851ons ne ‘concerne donc=
pas seulement nos possibilités a nous de -prouver l’aporle,: =
elle concerne avant tout la situation obJectlve du systéme con
sidéré.

Enfin, non seulement rien ne permet de dire qu'il =
peut y avoir un 1somorphlsme entre la classe .des noms des eX-
pressions d'un systéme béant et un sous—ensemble que lconque de
la- classe des nombres naturels : rien ne permet non plus de di
re-que, si S' est un fragment representable dtun systéme -béant
S, il y aura une bijection (encore moins qu'il y aura un iso-
morphisme) entre 1l'ensemble des noms des expressions de S' et
un sous-ensemble de l'ensemble des noms naturels; ou qu'au ;=
moins un nom de chaque expression de 3! sera explicitabledans
S!'. Plus évidemment encore, rien ne permet de dire que dans=
un systéme béant S on pulqse assigner & chaque expression e
d'un fragment representable S’ de S un nom de. cette expression
qui ferait, lui aussi, partie de S!'. Car, méme si un systeéme
béant .S contient des noms de toutes ses expre351ons, il se =
peut qu'a, chacune de ses expressions il fasse correspondre
non pas un seul nom, mais une pluralité de noms telle que cha
que matrice p exp11c1tab1e dans un fragment représentable St=
de S et formulée en vue de les départager -et obtenir.par la=
"le nom de e qui p"-~ soit telle qufil y a plusieurs de cesnoms

qui satisfassent ex aequo, p, ou qu'il n'y en ait aucun.

" Les procedes empiriques qu'on peut 1nvoquer, comme=
les gulllemets ou l'epelage stavérent impuissants. En parti
culier, Tarski a présenté des objections plutdt convaincantes
contre toute fonction de guillemétisation (T:l4 pp.167-8). =
Tel ou tel de ses arguments est contestable, mais il y en aun.
en tout cas qu1 parait devoir &tre retenu : 1'ambiguité qui se
rait engendrée par une telle fonction lorsqulelle prend comme
argument une varlable. En outre -et sur ce point notre argu-
ment est contraire & un des arguments de Tarski, bien qu'ilme
ne a la méme conclusion- les guillemets ne paralssent pas pou
voir &tre une fonction, puisque n'importe quelle suite de ca-
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ractéres latins enfermée entre guillemets constitue un mot du
francais écrit (et dlune autre langue quelconque écrite dans=
le méme alphabet; et similairement pour les suites de phonémes
et la langue parlée), & telles enseignes que, lorsque la suite
de caractéres (ou de phonémes) n'est pas une expression dusys
téme, il n'y a aucun argument que les guillemets envolent sur
une valeur qui serait l'expression contenant les guillemets =
et, & 1l'intérieur des guillemets, la suite de caractéres en =
question. Or, apparemment 1l ne peut pes y avoir deux sortes
de guillemets, des guillemets fonctionnels et des guillemets=
non Ffonctionnels. Des remarques en partie similaires pourrdeat
8tre formulées & propos de 1l'épelage. :

En fait, nous pouvons continuer de nous servir aussi
bien des guillemets que de 1l'épelage pour construire ou expli
citer, dans les cas banals, des noms d'expressions, quitte a=
nous rétracter le cas échéant si quelque aporie surgissait (en
faisant donc un emploi implicitement conditionnel de ces deux:
procédés). 4

§7.- . Nous aborderons maintenant une autre question : peut-on=
éviter que de (df Vr) il ne découle un schémz similoire au . =
schéma T de Tarski? Et, au cas ol ce serait effectivement pos
sible, est-ce souhaitable? ‘ '

Pour répondre & ces questions, commengons par réexa
miner de plus prés la preuve de théoréme de Tarski. Une ver.
sion extrémemert agréable et claire Au théor2r> de Tarski se=
trouve dans R:5 (pp. 210=5); un examen plus détaillé se trou-
ve dans L:32, §8187ss. Nous suivons cependant la formulation
originelle offerte par Tarski lui-méme.

Dans T:14k(pp. 243ss) Tarski prouve gqu'une languesyn

taxiquement fermée et suffisamment  puissante 1.6 peut pas
contenir un prédicat Vr dont la définition satisfasse la con-
vention P (ibid. p. 191), i.e. entraine les conséquen ::s sui-
vantes : a) toutes les phrases obtenues & partir de l1l'expres-
sion "x&Vr ssi p", moyennant la substitution au symbole 'x'=
du nom décrivant la structure d'une phrase quelconque de la =
méme langue, et au symbole 'p! de la phrase donnée; b) laphra
se : "toute phrase qui. est membre de Vr est une phrase du sys
téme". : , ‘ , .
, Ltessentiel de la preuve réside en ceci : si un el
prédicat existe, comme on peut établir un isomorphisme entre=
la classe des expressions et un sous-ensemble de l'ensemble =
des noms naturels, , alors on peut faire correspondre & Vrune
classe de nombres naturels représentant des expressions Texri
mée par Yg). Mais alors, comme il y aura un nombre gddelien=
k représentant la formule "-(xeVr)", il suffit de substituer
dans cette formule le numéral de k & la variable 'x' pour obte
nir la formule contradictoire.

Un systéme contradictoriel comme A contient des con
tradictions, mals ne peut tolérer aucune surcontradiction. 53
nous substituons, dans la formule en question,a la négation *-'.
la surnégation 'F!' ou le foncteur ultranégatif 'F' (respecti-
vement : 'il est tout & fait faux que! et il est absolument=
faux que'!), alors une aporie découlerait de la prémisse comme
quoi la classe des énoncés vrais est arithmétiquement représen
table. Mais pour que le prédicat 'Vr' soit arithmétiquements=
représentable et entraine donc lu conclusion de Tarski ilfaut
se donner la. prémisse .comme quol la classe des expressions du
systéme est isamorphique & une classe de nombres naturels (cel
le des nombres gddeliens, p.ex.) ou tout au moins que la clas
se des noms des expressions d'un fragment explicitable du sys
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téme oli-le schéma exprlmant la convention P puisse étre asser
té est isomorphique & un sous-ensemble de l'ensemble des nom-.
bres naturels. Or, nous venons de constater, au §6, que de =
telles suppos1tlons sont parfaitement gratuites & propos d'un

systéme béant. Et cela suffit pour bloquer ltapplicabilitédu
théoréme de Tarski & notre systéme, en dépit du fait que ce-=

lui=-ci (si 1'on devait retenir l'actuelle proposition) contien-
drait une‘défihition de la vérité.sententielle (df Vr).

Neanm01ns, une gurantle supplémentaire (peut-€tre su
perflue mais qui tout de méme mériterait d'&tre recherchée =
pour - plus de securlte) contre le surgissement de l'aporlepour
rait €tre constituée par le rejet du schéma T (ou.de la conven
tion P qui lul est equlvalenteg A cette fln, on. pourralt re
jeter les premlsses qui, ajoutées & nos axiomes et A (af Vr)
donneraient pour résultat l'affirmation d'un schéma 51mlla1re
a4 T (i.e. d'un schéma satlsf isant les conditions du schéma =.
T ou de la convention P, & ceci prés, toutefois, que les 1ns-
tanciations ne pourralent pas se falre selon ce qui est prévu
dans la convention P, pour les raisons ci-dessus ment ionnées).

Or, "pour qu'on puisse obtenir, A& partir de (df Vr)
un' schéma’ comme T, il faudrait que chaque X quir sodt, plus
qu’lnflnlte31mdlement une expre531on du systéme de31gne unet
un ‘seul objet. En effet si nous pouvons affirmer (2), alors
nous obtiendrons la conclusion (3) :

(2) XeXpr R°E-yf( _,Y@)"'UYBbN( ;y(_j-g_s,) '
(3) xexprR.uerum(x)II&yf(x;ydes)

: (Laissons de c6té la difficulté qui découle, dans =
Am, ‘de la définition de "E!xp", qui restreint aux seuls é16<m
ments les valeurs de x qui peuvent rendre vrale une telle phra
se; laissons aussi de cbté le fait que, dans Am, pour chaque X
le couple x;1 est strictement identique au couple X;x -nous =
rev1endrons sur cette question au §10).

Quelle que soit la plau51b111te 1n1t1ale de (2) =ou
de toute autre formule similaire, en substituant &.'f' quelque
autre foncteur dt'assertion-, on a des motifs pour rejeter une
telle- premlsse., Une expre881on donnée d'une extension cohéren
te de Am peut, & certains égards, de51gner plus qu'1nf1n1t651
malement une chose, et a d'autres égards ne désigner rien si
ce n'est infinitésimalement. . On pourrait, certes, substituer
a (2) ()« ' : .
(4) xexprRE!yJf(x;ydes)+UyBbN(x;ydes) ‘

Or, dans un systeme béant il se peut qu’ll y aitnon
seulement des expres51ons qui ne désignent rien, mais aussi =
des expre381ons qui. de51gnent plus d'une chose.' Appelons 'sys
téme plurisémique! un systéme qui contienne au moins une expres
sion e telle que pour deux choses différentes, voire diverses,
xet y, &4 certains égards e désigne plus qu'lnflnlte51malement
x et & certains égards e des1gne plus qu'infinitésimalement vy,
mais qui, chaque fois que e se trouve dans une phrase p affec
tée par quelque 51gne .que ce. soit (le référent de p étant une
fonction d'un référent de e) c'est uniformément x, et x seul,
qui est pris comme argument (comme référent de e, dont le ré-
férent de p est une fonctlon) : :

Comme nous le dirons plus en détail dans la Sectlon
IT du,lere ITT, un signe signifie’ seulement lorsqu'il ne se=
trouve dans le contexte d'aucune phrase (contrairement au dic-
ton souvent répété), lorsqulil est en traln de constituer un=
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message & lui tout seul. Autrement, il me signifie rien, il
permet seulement de trouver, & l'aide des autres signes, ce =
que la phrase entiére signifie. -Ainsi donc, qu'une expression
e désigne une chose veut dire seulement que la phrase qui est
constituée de la seule expression e désigne telle chose. lais
si une expression e désigne plusieurs choses, alors chaque =
phrase-échantillon constituée par un seul échantillon de e dé
signera chacune de ces choses-la. Mais cn vertu du fait que=
toutes les phrasges ou e figure accompagnée par dleutres signes
sont des éxpressions dont les référents sont des fonctions =
d'un seul référent de e unique et déterminé dans tous les cas
(toujours le méme), aucune aporie, aucune surcontradiction ne
surgit. Un systéme plurisémique est univoque au sens rigou--
reux de Quine : tous ses théorémes seront vrails (pourvu que =

les deux ou plus référentsde e soient tous les deux fonclere~ -
ment réels, i.e. soient des tenseurs aléthiques désignés). Un

systéme plurisémique ne permet point dfaffirmer (&)

Une difficulté parait surgir : quelle sera alors la
valeur qui correspond au résultat de substituer dens tuerum(x)!
4 la veriable x un nom de e? Eh bien! c'est simple : soit e?!
un tel nom de e; alors, si /e'j;xdes/=(i,i',i",iM...) et=
/etiydes/=(3,3',3",3Mwi), alors/uerum(e!)/=(max(1,j),max(1",3",
max(i",j")...g S

A partir du nom d'une expression donnée quelccagque=
on ne peut donc pas toujours obtenir une autre expression dl-
signant univoquement "le" référent dc la premiire, si le syste
me considéré est plurisémique.: Et nous n'avéns sucun motif=
pour exclure la possibilité qu'un systéme Dbéant soit plurisé-
mique. :

§8.~ Dans-le cadre de notre seconde tentative de solution, nous
nous sommes jusqu'ici confiné au seul paradoxe du nenteur == h
(dans sa version aporétique et, plus concrétement, dans une
version formalisée & la Tarskﬁo Dtune maniére sembloole, ce
nous semble, il est loisible de traiter d'autres paradoxes sé
mantiques : ceux de Grelling, Berry et Richard, notamment (ctf.
B:26 §§6, 7 et 8).

: Prenons le paradoxe de Grelling. Nous en trouvons=
tout d'abord des versions qui -dans un systéme contradictoriel
comme Am- ne sont pas aporétiques. On déduit (& partir d'hypo
théses vraisemblables qui ne semblent pas démenties par les =
conclusions qutelles entrainent) que le terme 'hétérologique’
stapplique & lui-méme pour autant, et pour autant seulement,=
qu'il ne s'applique pas & lui-méme. Cela se comprend fort bien,
et tout ce qui en découle c'est un résultat bénin, & savoir =
que 'hétérologique! s'applique & soi-méme dans une mesure de
50%. :

Venons-en & la propriété d'étre fortement hétérologi-
ue, définie ainsi : la classe des expressions e telles qu'til
est plus ou moins vrai qu'il est plus qu'infinitésimalement =
vral que e désigne. une classe x telle qu'il est infiniment =
faux que e appartienne & x. Si 'fortement hétérologique! ap-
partient -plus qu'infinitésimalement- & la classe des choses=.
fortement hétérologiques, alors il est infiniment faux qu’il=
appartienne & la classe qu'il désigne; si, par surcroiift, il
se trouve désigner la classe des’'choses fortement hétérologi~
ques, alors il ne sera guére -dans l'hypothése envisagée--
fortement hétérologique. Or, s'il .n'est guére fortement heté
rologique -4 supposer toujours qu'il désigne la classe deschg
ses fortement hétérologiques, il .se trouvera &tre Ffortement hg
térologique (plus qu'infinitésimalement). Outre que ce raison
nement ntest valide ni en vertu de Am ni en vertu de amj (& =
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cause des restrictions de 1l'axiome de compréhension dans ces=
systémes), les deux branches de l'alternative présupposent =
1thypothése comme quoi 'fortement héténologique!’ désigne -plus
qu'infinitésimalemeni- la classe des choses fortement hétéro-
logiques, hypothése qui —~au cas ou’le raisonnement rie serait=
pas vicieux- serait donc & rejeter, dans le cadre de notre ag
tuelle tentative d'approche.

Nous pourrions tout aussi bien formuler une autre =
variante de l'aporie de Grelling, en définissant la classedes
é1éments fortement hétérologiques comme la classe des expres-
sions y- telles qu'il est infiniment faux que y désigne une =
classe x telle que y appartienne plus qu'infinitésimalement a
x. Abrégeons '"fortement hétérologique! comme 'a' et soit e
la classe des éléments fortement hétérologiques. OSi a est, =
plus qu'infinitésimalement, fortement héteérologique, et que a
désigne e (& supposer d'ailleurs que les restrictions de . =.
l'axiome dé compréhension ne nous empéchent pas de ralsonner=
de la sorte, supposition évidemment contre-factuelle), a appar

" tiendra & e plus qu'infinitésimalement (nous supposons que a

ne désigne rien d'autre, 'si ce n'est infinitésimalement seule
ment); mais alors a n'est guére hétérologique. Et, toujours=
3 partir des mémes hypothéses, on conclut que si a n'est gue-
re hétérologique, a est plus qu'infinitésimalement hétérologi
que. Mais les objections & ce paralogisme sont les mémes que
ci-dessus pour l'tautre version; et, en tout cas, lthypothése=
comme quoi a désigne e serait & rejeter, au cas ou le ralson-
nement' ne fOt pas sophistique -mais il l'est-. On voit bien=
qu'il s'agit de paralogismes si l'on songe que les matrices’=
caractéristiques de ces ensembles ne sont pas abstractivement
‘recevables. Dés lors, dans Am on ne peut pas dire-dans quelle
mesure un ¢élément donné quelconque . appartient & une de ces =
classes (tout ce que l'on.sait c'est que si un élément donné=
x appartient. & un certain point de vue, plus qu'infinitésima
lement & une de ces classes, alors, & ce méme point de vue=13,
x. s ~isfaitplus qu'infinitésimalement la matrice caractéris-
tique de la classe en question). Et dans Amj 7 un €1¢°
ment donné posséde plus qu'infinitésimalement une de ces pro-
priétés dans la mesure ol il est rangé et qu'il en satisfait=:
la matrice; mais rien ne prouve que l'expression. 'fortement =
hétérologique' soit rangée; au contraire, la conclusion laplus
vraisemblable, si nous raisonnons dans le cadre de Amj, c'est

que l'expression !'fortemént hétérologique' est turbulente. ==

Comme on le voit, les apories de Grelling ressortissent davan

tage & la théorie des ensembles qu'a la sémantique pure. '

g Des considérations analogues peuvent &tre faitessur.
le paradoxe de Berry. (dans ses formes aporétiques et non apo-
rétiques). Tout d'abord on constate l'existence de formesnon
aporétiques du paradoxe. Que le plus petit nombre naturelqui
n'est pas désignable par une formule de moins de 50 mots soit
désignable par une formule de moins de 50 mots, tout en ne
1'étant pas, cela constitue un paradoxe, nullement une aporie.
Dés lors, les hypothéses ou apparentes constatations empiriques
sur lesquelles repose une telle conclusion peuvent &tre main=
tenues en raison de leur vraisemblance et de.leur absence de=
conséquences absurdes. R o o .

I1 en va tout autrement pour des formulations diffé
rentes, telle celle-ci : 'le plus petit nombre naturel n tel=
qu'il est infiniment faux qu'il y ait une description de ncon
tenant tout au plus’‘cinguante mots?. Résumons la formulation
précédente comme 'e’. Alors i1l faut dire que, de par les con
séquences absurdes qui découleraient de la these comme quol e
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désigne plus qu'infinitésimalement le plus petit nombre natu
rel n tel qu'il est infiniment faux qu'il y ailt une descriptim
de n ayant tout au plus cinquante mots, il faut conclure que=
e ne désigne gudre ledit nombre (alternativement, dans Amj, on
pourrait conclure gue e est turbulent).

§9.= Feu Arthur Prior essaya de sauver 1a possibilité dtauto-.
référentialité (cf. P:12). Il soutint que ce n'est point ltau
to-référentialité; mais bien 1l'impossibilité d'é@tre classific
d'une maniére consistante comme vrai ~ou Ffaux ce - qui
rend un énoncé dépourvu de sens. (Nous reviendrons au §13 sur
le traitement priorien des apories sémantiques).

- A ce propos, N. Rescher (R:12) « signalé, tout en =
montrant de la sympathie envers la solution priorienne, undés
avantage qu'elle comporte, & savoir la dépendance qui en résul
te de certaines vérités nécessaires vis-a-vis de certaines ve
rités contingentes. Comme nous le verrons dans le Livre II1
nous considérons que toute vérité est nécessaire (seulement,
il se peut qu'il soit moins vrail qu'une proposition est néceg
sairement vraie que non pas qu'elle est vrale tout court). Dés
lors, cet inconvénient n'en est pas un & notre gré. Cette dé
pendance ¢ s'explique comme suit, par un exemple. . Si Epiméni
de affirme qu'aucune assertion faite par un crétols n'estwrale
alors, soit son affirmstion est un non-sens, soit il y ¢ une=
autre assertion quelconque faite par un crétois qui se trouve
étre vraie, et rans ce cas son asserviun es* ~lcessalrement =
fausse. Rescher estime 'distateful' cette conséquence comme=
quoi 'there are statements whose very meaningfulness (and not
merely truth or falsity) can hinge upon = matter of contingert
fact! et surtout.contre 'the anomaly that there are conditio-
nally L-true (and L-false) stutements’.

Il

L'objection de Rescher ne nous semble pos comvain--
cante, car, dans notre conception sémantique (cf. Seccion II
du Livre III) il n'y =z aucune différence pour une fbf quelcon
que entre désigner quelque chose, &tre (sententiellement)vnﬁe

et avoir du sens (ici nous parlons des expressions pourvues--

" de-sens au sens sémantique; on peut aussi employer l'eXpres--
‘sion 'avoir du sens! en un sens purement -syntaxique, comme Sy
nonyme de 'étre bien formé'). Cet extensionalisme radical de
notre approche supprime donc la buise sur luquelle repose 1'ar
gument de Rescher.

Mais nous rejetons, pour une raoison similcire, laso
lution de Prior, puisque cette solution-1la, elle aussi, sefon
de sur un clivage entre avoir du sens (sémantiquement, bien =
sir, car les phrases contentieuses sont incontestablement bien
‘formées) et 8&tre vrai. S

Voici donc la solution que nous proposerions dans =
le cadre de notre seconde tentative de solution des aporiessé
"mantiques. Soit, p.ex., le paradoxe de Buridan que Prior con
sidére. Dans un boudoir il y a quatre personnes, dont deux =
font des affirmations indiscutablement vraies, une failt uneal
firmation indiscutablement fausse et cependant le quatriéme =
interlocuteur affirme qu'il y a autant d'affirmations vrales=
que d'affirmations fausses faites en ce moment dans ce-salon-
De cette situation i1 découlerait que le quatrieéme interio-
cuteur dit vrai ssi il dit faux. Sous cette formulation sim-
ple, le paradoxe n'est pas aporétique, et notre conclusion sg
rait que le quatriéme interlocuteur fait une affirmation & dg
mi vraie et & demi fausse. Supposons, en revanche, maintemnt
que l'on parle d¥noncés, non pas simplement vraie, mais plutbt
vrais {(et, non pas simplement faux, mais assez faux). S1. la



79

classe des énoncés plutdt vrals proférés a cet endroit et &=
ce momént-1la appartient plutdt au nombre deux, alors l'affir-
mation paradoxale sera donc plutbét vraie ot, des lors, laclag
se des énoncés plutdt vrais appartiendra plutdt au nombre trads
et il sera, par suite, entiérement faux que cette classe ap--
partienne plutdt (c a~d dans une mesure d'au moins 50%) aunom
bre deux; de la méme fagon, on prouve que si cette classe ap
partient moins qu’a moitié au nombre deux, alors elle y appar-
tient plutdt, c--a-d au moins & moitié. Nous avons donc une =
aporie. -.Le caractére. spécifique de cette aporie réside dans=
le fait unune operatlon ensembliste (les nombres) entre en. =
jeu, ce -qui entrafne une imbrication de la sémantique et. de la
théorle des ensembles. La difficulté réside notamment dans le
fait qu'une méme classe ne peut p01nt appartenir dans une me-
sure d'au moins cinquante pour cent & deux nombres divers. Mais -
la solution pourrait 8tre la reconnaissance de l'impossibilié
d'une 31tuatlon pareille:-: dans un cas semblable il y aura, en
fait, non pas quatre, mais au moins cing énoncés, méme si em-
plrlquement deux d'entre eux paraissent indiscernables. Cette
solution ressemble & celle ‘que, dans le cadre de notre secon-

de tentative d'approche, on peut -proposer pour une version ap "

rethue mails non godellsee du menteur : 1la ou, a premlere VUe, .
il n'y a qu'un seul énoncé, il y en a en falt au moins deux,=
reliés peut- -8tre entre eux par un certain type de 51m111tude"
ou égalité moins forte que la mémeté, Pareillement, la situa
tion de Mr. X qui pense, dans la chambre N° 7 d'un hétel a.
heures sonnantes qu'est faux tout ce qui est pensé par quel——
qutun dans ladite chambré & ce moment-13 doit &tre traitée’ =
d'une maniére analogue. Telle quelle, cette situation est, de
nouveau, paradoxale sans &tre aporethue. Mais si par 'fnux'
on entend, p.ex., assez faux (ou extrémement faux, ou infini-
ment faux, etc,). alors ce qu'il faut conclure. clest que lasi
tuation ne saurait pao exister : en fait, & 1l'insu de Mr X, =
ou bien il y a cuelqu’un d'autre dans lg méme piéce qui pense
quelque chose  d'ouvtrn, ¢7 bien . .Me. - pensera quel—
que chose d'autre en plus de la phrase susmentionnée (c-a-d =
qu'il sera -en train de penser deux choses dlverses, si indis=-

cernables soient-elles -4 premieére vue).

(Dans le cadre de notre premlere tentatlve de solu~
tion.on pourrait conclure, pour ce ' qui est du boud01r, quel%s
sertion de la quUatriéme personne n'est ni finciérement plutdt
vraie ni foriciérement assez fausse; quant & Mr. X, & supposer
qu'il soit seul dans sa chambre et qu'il ne pense qu’une seule
chose, sa pensée. sera, elle aussi, relatlvement plutdt vraie=
et relatlvement assez fausse) -

§10.- Comme nous l'avons dit precedemment la définition de la
vérité sententielle présentée -dans le cadre de notre seconde
approche (df Vr) ne constitue qu'une premiére apprux1matlon.r
Tout d'abord il faut avouer l'existence d'une difficulté. Se
lon les théories des ensembles Am et Amj, chaque phrase cons-
tituée ‘par une seule occurrence d'une variable 1nd1v1duelle,
seule ou précédée d'un quantificateur universel, est une thé
se valide, donc vraie. Cela veut dire que les seules valeurs
p0551b1es des variables individuelles sont des tenseurs aléthi.
ques. désignés. Mais alors, pour qu'une phrase comme le defi=
niens de 'uerum( ¢} —quelque fbf 'x'= soit & certains égards
vraie et & dlautres égards tout & fait fav- ,il faut que =
'Eyf(x;ydes)’ soit & certains égards vrai et & dtautres égards
tout & fait faux. Or, intuitivement cela est a rejeter, car=
sans doute les choses se passent-elles autrement : une phrase
parait devoir 8&tre & certains égards tout a fait fausse si el
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le ne désigne qu'une seule chose, laquelle est réelle & cer--
tains égards mais n'existe point & d'autres égards. La solu
tion & cette difficulté ne peut pas &tre offerte par les theg
ries des ensembles Am et Amj, mais par une théorie des ensem-
bles plus vaste, ot les valeurs possibles des variables indi
viduelles seraient, ou bien tous les tenseurs différents de
(0,0,0...), ou bien tous les tenseurs sontenant un nombre=
infini d'items non nuls. On peut faire cela sans sortir duca
dre d'une logique unisortale, pourvu que l'on conditionalise=
certains axiomes de Am (ou de Amj). Toutefols le probléme ici
considéré nous semble 8tre suffisamment marginal pour pouvoir
8tre négligé dans cette tentative d'approche, qui se veut une
simple -ébauche d'un traitement ultérieur plus poussé et plus=
fin. - , ; _ :

o Pour plus de rigueur il faudra introduife aussi =
une modification dans notre définition dens notre définition=
de la vérité sententielle : selon Am et Amj, le couple x;1 =
équivaut strictement au couple x;x. Dés lors, on ne peut pas
exprimer le fait que la phrase '1! désigne l'absolumsnt Vrai=
(c-a-d 1l'absolument réel) en disant ''1';ldes', car cela signi
fie que '1!' se désigne soit-méme. Par conseéquent, le schéma=
définitionnel devrait &tre amendé comme suit. On prendrait =
comme relation sémantique primitive, au lieu de des, 1z rela-
tion denot, telle que :

xjydesITy;xdenot+.Hy.Bf (y;xdenot)

A%Orsy:'/EEEEE(X)/ eq '/Ey(f(y;xdenot.xekbr)&y)/

’ Cette question parait &tre cependant seccndairedans
1télucidation globale du probléme de la vérité sententielle,=
et, s'il est vrai qu'un traitement plus rigoureux ne devrait=
pas omettre cette rectification, toutefois, notre approche ac
tuelle -de méme que notre premieére approche-~ constitu:z:t une=
_simple ébauche, nous pouvons nous contenter provisoirement de
la relation 'des' qui va des expressions aux choses.

. Clest pourquoi dans le reste de cette étude (et nc- -
tamment dans le chap. 8 de la Section II du Livre III, pp. 17
-ss du Livre III) nous nous abstiendrons dfévoquer les compli-
cations auxquelles nous venons de faire allusion, de méme que
la possibilité d'admettre le caractére plurisémique d'un syst
me béant (puisque, apparemment, on peut éviter -dans le cadre
méme de notre seconde tentative d'approche- les apories séman
tiques sans recourir & la plurisémie) et aussi tout ce quitou’
che la premiére tentative de solution des apories sémantiques
brossée dans ce chapitre -celle du §2-, car, philosophiquemert,
_la seconde solution parailt &tre plus satisfaisante pour.plu=-
sieurs raisons : elle définit la vérité sententielle -chose =
. que la premiére ne peut pas faire-; elle relie plus clairememn:
~la vérité sententielle des phrases & la vérité propositionnel
le ou degré de réalité de leurs référents; elle ne comporte=
aucune restriction plus ou moins ad hoc et n'a pas besoin non
‘plus d'introduire de nouveaux foncteurs primitifs dans aAs. =
On pourrait aussi essayer des solutions intermédiaires, visant
& capturer le lien entre vérité sententielle et existence des
référents tout en introduisant la vérité sententielle comme =
une constanté primitive au moyen d'un s¢héma axiomatique,; et
non pas d'une définition. (En fait, dans le cadre de la pre-
midre tentative de solution, on peut affirmer, comme conclusion
prouvable & partir de (U ) ceci : Buerum(x)IIEy(pIIy&y), ol
X est un nom de la phrase p).
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§11,- Dans le reste de ce chapitre nous examinerons plusiars

traitements alternatifs des apories sémantiques proposés pen-
dant les derniéres années.

Une intéressante tentative de solution des apories=
sémantiques a été réalisée pur van Fraassen (cf. Vi6). Elle="
se fonde sur la théorie strawsonienne de la presupp051tion.
Son fond consiste & soutenir qu'une phrase peut n'avoir aucure
valeur de vérité. Tout en admettant le schéma T de Tarski, =
van Fracssen l'interpréte, non pas comme une implication mutu
elle de p et de '""p" est une phrase vrale'!, mais comme une ne
cessitation mutuelle; or la nécessitation ne permettrait pdS
généralement parlant, ltapplication du Modus Tollens., Dés =
lors, on ne pourrait pas dériver dudit schéma la loi de biva-
lence, i.e. : ' "p" est une phrase vraie ou "-p" est une phlra
se vraie'. La distinction de niveaux est conservée : il y au.-
ra des phrases de premier niveau, qui parlent sur les choses';
de deuxiéme niveau, qui parlent sur les expressions de premier.
niveau, et ainsi de suite. En méme temps, les lois de la lo-
gique cla581que demeurent intactes. °

Ltapproche de van Fraassen nous parait comporterdes
inconvénients, Premiérement, elle postule des relations de =
présupposition et de nece581tatlon dont la structure logigque
est douteuse et qui sont fort vraisemblablement chlmerlques.
Aucun foncteur vérifonctionnel ne saurait capturer ou exprime
un lien semblable. Le caractére bizarre de ce rapport de né-
‘cessitation est manifeste, surtout dans le cadre de la logigue
classique ~dont la conservatlon est le voeu le plus ardent de
van Fraassen~; car cette logique n'autorise aucune relation =
telle qu'une phrase qui entretlent cette relation avec une au
tre soit telle que, avancée la premiére, la seconde s'ensuive

" forcément, sans que pour autant le modus tollens ne soit pos-
sible. Et pourtant c’est bien ce dont van Fraassen aurailt be
“soin. Pour faire face & ce dilemme, van Fra 155en opte pour=
1'abandon de la vérifonctionalité. : ‘

-

La racine de cette situation curieuse est exposée =
par van Fraassen dans ledit article; il s'agit de la position

de ltauteur envers la logique classique (ibid. p. 140) :.

With reqpect to logic I am conservative : I would resist=
any imperinlism on behalf of classical logic; I would not
accept the idea that it is applicable to all contexts or=
that it is sufficient for all (important) purposes, buton
the other hand I have no inclination to change it.

Ainsi, tout en admettant du moins la possibilité que
la logique classique ne s'appllque pas & tous les contextesou
qu'elle ne soit pas adéquate & toutes les fins, van Fraassen=
annonce sa décision de s'y tenir. Toute son approche est ins
plree par le double souci de conserver intacte la logique das
sique et de faire face & des situations que cette logique ne=
permet pas. de comprendre. Le résultat c'est, comme nous leci
sions tout & ltheure, la renonciation & la verlfonctlonallte.

Ce desavantage de l'approche supervaluatlonnelle de

van Fraassén a été mis en relief par son disciple Merrie Berg
mann, qui en reléve (B:10, p. 70) le caractére non vérifonc--
tionnel (sans toutefois l'lndlquer comme un défaut; M. Berg-~
mann propose, au demeurant ~une alternative plus sophlstxmee
-pour le traitement des enonces contenant des clauses "sorta-
lement incorrectes'"- qui, de son propre aveu, n'est pas non =
plus vérifonctionnelle -¢f. B:10, p. 75-). Geci tient aufait
que la méthode des supervaluatlons postule l'existence de thra
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ses bien formées qui n'ont aucune valeur de vérité, ce qui est
fort difficile a admettre. . _

Au demeurant, les expressions de van Fraassen soule
vent des difficultés quant & leur exactitude : que veut-on di
re par un 'changement de la logique classique®? Aussi bien les
partisans de systémes rivaux au regard de la logique classique
que les partisans de systeémes ¢largis contenant la logique clas
sique veulent construire diautres logiques, non pas changer 1a
logique classique. Le cramponnement a le logique classique =
nous parait étre dt & deux raiscns que le professeur R, Rout-
ley a signalées dans R:7, lorsqu’il y dit (chap. I) o

It is our view that the importance of classical logilc
-which captured the market because first into it and beca
se of its childish simplicity- has been grossly exaggera-
ted... What .importance classical logic does have 1is in pm
viding a simple model, and testing ground, for arguments=
that “can be re-engineered to extend to more adequate alter
native systems.

Une autre difficulté dans l'approche présupposition
nelle de van Fraassen c'est qu'elle maintient -avec les solu-
tions traditionnelles, depuis Russell et Tarski- 1'idée de dé
nivellation, méme si, comme le dit l'auteur, 'the notion of =
"level™ has been made much less sharp'; car -comme 11 ajoute=
aussitdt aprés-'there is still a clear and distinct syntacti~
notion of leveli, Dé&s lors, l'avto-référence et l'universall
té paraissent demeurer proscrites par ce traitement., Clest =
pourquoi, comme van Fraassen lui-méme le dit (p. 150) :

we shall not get to a point when we can say everything,
and yet not have anv presuppositions that could fail. To
be presuppositionless may be a regulative ideal in philo-
sophy, but it is not an achievable end. '

La conséquence de cette dénivellation clest que, ==
pour préciser les conditions dfinssertabilité ou niabilité
dtune phrase de degré n, il faut postuler explicitement une=
relation ds nécessitaticn de degré an+l; vu que van Fraassenypa
rait garder le point de vue ciassique comme quoi chaque langwe
formelle est syntaxiquement fermée, il en résulte que le pro-
jet d'une langue formelle universelle n'est pas atteignable =
moyennant les procédés supervaluationnels échafaudés par lui.

i

En dépit de ses défauts, l'approche supervaluation-
nelle comporte un aspect extrémement positif : elle admet que
certaines phrases ne sont ni assertables ni niables. Nous ag
ceptons cela; non pas que les phrases en question manquent de
toute valeur de vérité, mals qu'elles sont relativement tout=
4 fait fausses et relativement vraies, c-3-d qu'elles possédat
des valeurs de vérité qui ne sont ni désignées ni antidésigrées.
Van Fraassen a aussi raison lorsqu'!il distingue la loi de bi-
valence du principe de tiers exclu. Toutefois, il ne distin-
‘gue pas la version faible de la version forte de la loi de bi
valence; il ne distingue pas non plus la vérité sententielle=
de 1o vérité propositionnelle. Cl'est pourquoi il cite, dans=
une note annexée 4 son article, & l'appul de son propre point
de vue, la thése de Paul Weiss (ou, plus exactement, 1l cite=
une phrase de Quine critiquant la thése de Weiss qu'il identi
fie a sa propre négation du principe dé bivalence) comme quol
111 est vrai que p ou q'! n'entraine pas 'il est vrai que p ou
il est vrai que g' Les confusions dont reléve une telle these
-confusions que nous venons de mentionner- seront réfutées en

détail dans la Section II du Livre III.
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Le probléme du rapport entre le schéma T de Tarskis=

et la technique des supervaluations a été discuté aussi dans=
la littérature récente. Selon van Fraassen i1l faut calculer=
la valeur des phrases privées de valeur de vérité comme si el
les en avaient une; notre propre approche €carte comme inutile
ce fictionalisme, pulsqu?on peut. calculer la valeur de vérité
d'une molécule item par item, composante par' composante, vu
que le référent de chaque phrase est une valeur de verlte (a

o H

adoptions une semanthue non strictement fonctionnelle).

K. Machina soutlentque 1ltapproche supervaluation
nelle ést incompatible avec le schéma T. Ce point de vue a =
été critiqué par N. Griffin dans G:27. L'objection de Griffin
“se fonde sur le fait .que dans le schéma T le 'sd' peut 8&tre=

interprété en deux sens, qui produilsent respectivement les =
deux phrases ci-dessous :

’gg% %% ; éy% ? Zp/ l»sib/p/=l

O autrement

Or, si l'on met en lumiére cette équivocité, l'argu
ment de Machina s'avére fallacieux. Griffin, pour sa part,
jette SchTl, car 'under it, the operator 'T! [g e. 'W1' dans=
notre transcrlptlog7 loses its characteristic feature of yiel
ding only two-valued sentences for any given sentential argu-
ment'. :

En vérité, il faut avouer que le schéma T de Tarski
_ ne prevoyalt pas de parellles complications et qufll se borndt

a env1sager des cas ol chaque atome est soit vrai (simplicite)
soit faux (simpliciter), et jamais, bien ‘entendu, les deux en
méme temps. .51 1'on prev01t dautres possibilités, onlinter=
prétera ‘toujours en un sens qui dépasse les 1ntentlons origi-
nelles de Ldrsk¢ﬂ

Quant & nous, le Sch T2 nous parait aberrant, car il
rev1ent & dire que, si une phrase n'est pas tout a falt vrale,
elle est tout a falt fausse. Essayons maintenant de cerner =
1t'argument de Machina et l‘obJec ion de Griffin de plus prés.
Machina- env1sage le cas ol une phrase, atomique n'aurait aucune
valeur de vérité. Alors dire que sa valeur est le vrai c'est
faux, donc : :

2)/W1l(p)/=0 ‘ . )
‘ - Alors, en vertu de schéma T :

) /p/=0 o ‘ t
ce qui contredit l'hy othése. Griffin répond que le Sch Tl =
parmet de conclure a4 partir de (2), mais non pas de conclu
re (2) & partir de l'hypothese, tandis que le Sch T2 permet,=
inversement, de’ conclure (2) & partir de l'hypothése, maisnon
pas (3) a partlr de (2). L'objection paralt fondée. Mais un

‘Peut rien conclure quant i la valeur de vérité de "p' est
vrai'!, lorsque 'p! n'a pas de valeur de vérité. Alors, que
~1lton lalsse le schéma T dans sa formulation originelle ou que
lton adopte Sch T1l, on se trouvera en face d'une instruction=
pour calculer "la' valeur de vérité d'une phrase 4 partir de=
' "celle" d'une autre qui n'existerait point, si bien qu'enfait
il n'y aurait rien a calculer du tout. Des anomolies sembla-
bles nous paraissent déconseiller le recours a l‘apprpchepre
supp051tlonnelle. (Slgnelons qu'une autre approche presuppo—
~51t10?nelle a été proposée par Douglas Odegard dans 0:2, pp.
333ss

oo
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§12.- Parmi les nombreux traitements des apories qui congoivert
les formules contentieuses comme vides de sens et sans v.leur
de vérité, 01tons celui -inspiré de Ryle- de J. Muckie. Mnc~-
kie (M:5, p. 260) dit de la phrase qui engendre l'aporie du
menteur : ’Thls utterance makes no statement, and no falseone
because even 1f 1t were uttered assercively 1t would assert =
nothing'. Pour l'auteur, la firmule 'ce que je suls en train
de dire n’est pas vral! 'cannot be firmly characterized asnot
true : it cannot be chnaracterized with respect to truth... an
argumerit that starts from the presupposition 'Either it'strue
or it's not true! -should not be allowed to get off the groundt
Mackie pense que 1l'approche ryléenne, d'aprés laquelle des af-
firmations comme ' 'autologique'® est ﬂutologlque' ' 'Thétéro-
logique! est hétérologique! sont indéfinies ~-n' ont aucunc
valeur de vérité, constitue la solution adéquate a ce type de
paradoxes. Et l'duteur de s'insurger contre le traltement qul
néen des apories (des apories logiques il est vrai, muispour
Mackie le traitement des apories logiques et celuil des séman-
tigques doit relever du méme procede%, il affirme (M:5, p.26.4):

There is a fundamental fallacy to be exposed, not « need=

for an ad hoc restriction to thin down the universe of =
‘classes to consistence.

Tout d’abord on peut penser que ce que Quine fa1t~
reellement dans son plus important traité de logique, ML, cc
n'est pas amenuiser l'ensemble des clesses exis*antes, malq
nuancer'les condicions d'appartenance a4 une classe caractéri-
sée par une matrice donnée, ce qui est tout autre chose. Maxs
ce point dépasse notre dctuel sujet et empiéte sur la prublé
mathue du chapitre 8 de ce Livre. L'essentiel réside en ce-
ci :"Mackie cherche quelque chose de chimérique, a nos yeux :
une espece d'illusion transcendentale ou de pdraloglsme fonda
mental dont découleraient toutes les apories, et 1l serntle sug
gérer qu'il stagit d'une instanciation ”m@canlque" du princi-
pe de tiers exclu. Pour notre part, si nous ne sommes pas for
cément attaché & toutes les solutions concrétes de Qulne nous
croyons que Quine a raison de penser que l'intuition 2 elle =
seule n'est pas une voilx magiquement infaillible et invariabl
a4 travers les &ges, et nous nous refusons & opposer radicale-
ment -comme le fait Muckie- traitement philoscphique et cons-
truction de systémes. Si par un procédé formel on parvient a
prévenir des résultats implausibles et & sn wvegurder dos résul
tats plausibles et si, ce faisant, 1'éventail des résultats =
plausibles sauvegardés est fort vaste le procédé s'avére ain
si plausible sans qu'il soit besoin de déceler guelque racie
vicieuse ou paraloglsme fondamental dans une optique catharti
que. En fait, il n'y a .wucune racine de cet ordre. . Il ¥ ades

apories qu 11 faut prévenir par des systémes formels wdequuts
aussi riches que possible (aussi bien des systemes de théorie
des ensembles que des systémes semanthues) systéemes qui en-
trainent le moins possible de conséquences chheuses ou haute
ment implausibles et le plus, p0551ble de conséquences plausi
bles (dont une est -i notre avis- qu’en disant 91mp1ement 1ie
mens', je mens dans-la méme mesure ol je dis la vérité, donc=
je mens et Je dis la vérité tout & la fois). Il n'y = :ucune
racine mysterleuse commune de tous les. paradoxes, aporétiques
et non aporétiques; ercore moins une racine dont 1!'élucida tion
permettrnit de:nous en guérir, comme le pense Mackie. Clest=
pourquoi il semble qu'iucune solutlon ~hum.ine~ ne puisse étre
exhaystive et définitive. .

Enfln, pour ce qui est de 1l'abandon du principe =
d'instanciation "mécanique" de 1la loi de tiers exclu, certai-
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nement le remede est pire que le mal. Nous avons déja parlé
4 la fin du Chapltre 1 de ce Livre, sur cette questlon énon=-
cant .. des raisons contre tout abundon dudit principe; sans
lui, la logique devient 1mpulssante et son tranchant ‘est émows:
sé. Ce serait encore moins grave que d'abandonner - la Dum~
mett- le principe méme de tiers exclu. :

Mais pourquoi le principe de tiers exclu ne peut-il
pas etre instancié "meoanlquement"9 Parce qu’ll y a des phra
ses qui, tout en ayant un sens, sont indéterminées quant a =.
leur valeur de verlte vu qu'elles dependent d'elles-mémes,
autrement dit : wvu leur 'failure to raise a substantial 15&3’
(ibid. p. 279) Les phrases engendrant les paradoxes sont ==
telles qu'il ne saurait y avolr rien en quoi pQt consister lew
statut de vérité; autrement dit’ (p 295): dans de tels tas ==
"there Just is no how things are in the key respect'. Mais =
cela est impossible. Il y a toujours un 'how things are' car .
les choses sont toujours comme elles sont (méme: si, tout a la
fois, elles ne sont pas -comme elles sont et elles sont en re

vanche, comme elles ne sont pa s). A o N

§13.- Une autre solutlon de ltaporie du menteur fut proposee—
par Jean Buridan et Paul de Venise (Paolo Veneto) -cf. & ce =
propos le §5 du chap. 8 de la Section II du Livre III de cette
étude; p. 180 du Livre IIT). Feu Arthur Prior, comme ¢n le=
sait, fit sienne cette solution de Buridan con51stant a dlre—
que chaque phrase .- contient 1taffirmation de sa propre verlu%
quoi qu'elle dise d'autre.

A cette solution, vraiment ingénieuse, on peut oppc
ser deux choses : s'il est certain qu'elle peut prévenir le =
surgissement de 17'aporie du-menteur (et probablement. aussi de
celle de Geach), le prix & payer semble &tre une régressicn &
1tinfini : chdque phrase p contiendrait, enchéssée dans p, une
phrase p' disant que p est vraile; alors on peut esperer que p'
contienne une phrase p" disant que p! est vraie, et ainsi a

1'1nf1n1, chaque phrase serait une conjonction 1nf1n1e.

La deuxieme obJectlon qu'on peut avancer contre cet
te solution (elle a été énoncée par Mackie; cf., M:5, pp. 252=.
3) clest que la solution paraft ad hoc pour le seul cas du =
menteur (ou d'autres semblables) et inefficace, en revanche,= -
pour falre face aux aporles de Richard, Berry et Grelling.

§1he~ Parml les traltements respectueux de l'orthodox1e clas—-
sique ~du moins en un sens particulier- celui de Kripke dans=
K:25 est, 4 nos yeux, le plus. captivant. I1 nous semble pré-
férable & calui de Tarski et & tous ceux que nous avons men-
tionnés ci-dessus; il conduit & plusieurs résultats fort sou-
haitables, comme un langage contenant son propré predlcat de=
vérité., Le caractére technique de la deuxiéme moitié de l'ar
ticle de Kripke nous empéche d'en aborder ici’l'examen, car =
nous ne voulons pas allonger excessivement ce chapitre. Parmi
les grands mérites de ce travail il faut compter celui d'avoir
démontré qutaucun procédé ne peut &tre établi qui permette,
par simple inspection syntaxique de la forme d'un énoncé, de
déterminer s'il enfreint ou non les interdictions denlvella
trices (biénh que Kripke repousse le terme '1nterdlctlon' dans
de tels contextes).

La solution de Kripke, pour captivante qu’elle soit,
ne nous satisfait pas. Tout d'abord, si elle n'établit aucune
indexicalisation & la Tarski, elle maintient tout de méme un=
concept de vérité par paliers : une phrase étant donnée qui =
contienne le mot 'vral', il  faudra en chercher le niveau em
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“piriquement; une fois son niveau trouvé, on pourra alors déci
der si elle a ou elle n'a pas de valeur de vérité (et, éventu
ellement, connaftre la valeur de vérité qutelle a, sl tantest
‘qu'elle en possede une). Face & cela, nos deux notions de veE
rité sententielle (aussi bien celle, primitive, de notre pre-
miére -approche =& laquelle était associé le ‘schéma QU)- que
celle, définie, de notre seconde approche) sont non ‘dénive les.
Dans nos deux approches, le sens du mot 'sententiellement vral
“est univoque et chaque phrase posséde une valeur de vérité, =
méme si nous ignorons laquelle.

Deuxiémement, Kripke admet des phrases sans aucune=
valeur de vérité, ce qui nous semble inacceptable, puisqu'ou=
bien il faut alors sacrifier le principe de tiers exclu, ou =
bien il faut sacrifier le principe d'instanciation des véri-
tés logiques par n'importe quelle fbf, ou bien enfin il faut=
recourir aux procédés supervaluationnels que nous avons criti
qués au §11l. _ S
. Enfin, et surtout, le traitement de Kripke (et 1'au
teur lui-méme met cela fort énergiquement en évidence ; K:25,
p..714) ne nous rapproche nullement de 1'admission d'une lan-
gue universelle. Ainsi, p.ex., les phrases comme celle du =
menteur ne sont pas vrales dans le langage-objet, mais on ne=
peut pas le diredans lui. On doit le dire dans un métalanga-
ge atteint dans 'some later stage in the development of natu-
ral ‘language'. ut Kripke de conclure ° 'The necessity to as-
cend to a metalanguage may be one of the weaknesses of the pre
sent theory. The ghost of the Tarski hierarchy is still with
us'. - Qui plus est : 1lé¢ langage ou perlent les lofuteurs non=,
prévenus philosophigquement serait différent de celui ou Krip-
ke a écrit son article. : o '

Chapitre 8.- LA PREVENTION DES APORIES LOGIQUES DnNS Am ET Amj

§1l.- L'axiome de compréhension (ou de séparation) peut =
8tre formulé de plusieurs fagons différentes, selon qu'on ad-
mette ou non la préfixation par des quantificateurs universels
et/ou existentiels, soit de l'axiome, soit du membre bicondi-.
tionnel de droite (i.e. du résultat de substituer dans‘la for-
mule abstractive A chaque occurrence de la variable du préfi
xe abstracteur une occurrence de la variable du quantificateur
préfixé & l'axiome). Ces diverses possibilités furent étudges
il y a une quinzaine d'années par Th. Skolem qui montra que ,
pour certains modéles, on peut avec une' logique sententielle=
trivalente ou infinivalente asserter une version de l'axiome=
de compréhension ol on ne place aucune restriction (sur le ca
ractére stratifiée de la matrice abstractive, p.ex.) (Cf.S:15).
Toutefois, généralement parlant, une logique multivalente peut
engendrer des apories dans la théorie des ensembles.

Maydole, dans M:8, aborde ce sujet d'une maniére ap
profondie et présente nombre de résultats intéressants (pour=
la plupart négatifs, hélas!; cf. notamment chaps. I1I et I11).
Le caractére quelque peu décevant des résultats obtenus peut=
8tre en partie -mais en partie seulement- mis sur le compte =
du fait que Maydole étudie seulement -sauf erreur de notre =
part- des systémes surconsistants. Mais 1l n'y a Jusqulaux =
systémes paraconsistants qui ne solent impuissants & &as==
serter un shéma de compréhension naif (c-3-d sans restrictiors)
sauf, peut-8&tre, lorsque la logique sententielle sous-Jjacente
est relevante. (Notons toutefois que Maydole lui-méme parviert
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4 quelques résultats positifs, congus par lui sous l'inspira-
tion des travaux de Zadeh i M:8, pp. 246ss; et notamment ilaf
firme -ce qui est confirmé dans Am et Aml- le. Caractere flou—
de la classe russelllenne)“ :

§2.- La solution que nous Proposons aux aporles logiques dans
le cadre de Am . est, pour une part, semblable 4 celle de Quine
dans NF (systeme dont on a prouvé, apparemment, la consistan-
ce récemment; cette preuve semble -en vertu d’un théoréme =
prealablement prouvé- démontrer aussi la consistance de ML);=
mais elle en différe & deux points de vue :

1) A la différence de NF, Am admet ltexistence de n’lmpor”
te quelle classe (c-a-d de chaque classe caractérisée par une
matrice donnée, quelle qu'elle soit). Ce que Am restreint ce

sont les conditions qui nous permettent dtasserter le degre =
(ou seuil) d'appartenance d'un élément & un ensemble donné.

2) & la différence de- NF, Am admet non seulement lYeX1s—~
tence de classes a4 matrice non stratlflee mais méme l'asser-
tabilité des conditions déterminant le degre d‘appartenance a
certalnes de ces classes 14.

Quant au point (1), remarquons en effet que "Xp” =
(pour chaque substitut de p) est un théoréme de Am; or "Xp" =
veut dire précisément : la classe des choses qui p existe(puis
que dans Am chaque chose x est strictement identique au fait=
que x existe). '

Venons-en au point (2). - Selon 1taxiome de comprehen
sion AR008., on peut affirmer, dans Am, ce qui suit :

x®NxTIgNx - xXFxIIng *®PxTIgPx  xRLYxIIgLYx

En outre, on prouve aisément que chacune de ces classes la =.
(XNX, kFx %Px, RLYx...) est un élément, c-a-d est telle que=
le résultat de préfixer du foncteur 't 1a formule qui la dé-
signe est une phrase vrale (mieux : ce résultat est, dans les
cas mentionnés, une.thése du systéme). Or, les matrlces de =
ces classes sont abstractivement recevables de type (b). On=.
peut, par suite, en vertu.du fait que ce sont des éléments, I
sérer ces formules abstractives dans la matrice d'une oldese—
dont la matrice est abstractivement r- evable de type (c)
(i.e. stratifiée). Soit, p.ex. ‘ - '

(3) 2Ev(vyIllzy'.Bf(zy").Kv&N(zv))

Substituons maintenant dans (3) &y, y' et y" '&Px',
et on aura alors ce que nous avons appelé 'classe neo—russellmn
ne'((?n notation symbolique & neor), puisqu'on aura & la plae
de (3 , -

(4)  2BEv(fv.BPv.(gPzIlgPv)&N(zv))

Or (4) équivaut -on le prouvevaisément--é (5)
(5) 2(BPz&N(zz))

ce qui est précisément la formule abregee comme 'neor'. Dés =
lors, en vertu de AROQ8 :

(6) Uz(Hz+ zneorIIg(BPz&N(zz))

Or neor -c-i-d la classe désignée par (5)~ est un =
é1lément comme on le prouvé fort aisément. En effet : R1 est=
un élément divers de la classe nulle -donc de l!'infinitésima-
lement vrai; si neor n'était pas un élément, c-a-d si neor =
était strictement identique & 1'&tre -au referent de 117 alors
nous aurions (7,, donc (8)

(7) Jf(R1neor) o (8) JINI(®1%1)
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Or (8) est une absurdité. Par consequent, neor est
un élément. Nous pouvons maintenant prouver commodément tous

les résultats sur la classe neor que l'on trouve dans les théo

rémes: A223955 de l'annexe Ne 2 du Livre I.

On pourrdlt penser que dlautres classes qua51-rus&i
lienries ou para-russelliennes pourralent nous donner du fil &
retordre. Soit, p.exs, RF(xx). En vertu de AROOL nous avons -
que : -

(9) F(xx)IT0

Des lors, houu avons ce théoréme : &F(xx)IIR0; donc : =
$F (xx)I1¢ (et, par conséguent, en vertu de 42009, xF(xx)IIa))
De tout cela 11 découle (10), donc (11)

(10) Ux(Y (3&F (3x) +Hx) - (11) Y(&F (xx)%F (xx) )

Cela veut dire que la classe de toutes les classes=
qui ne s 'appartiennent point a elles-mémes s'appartient adelle
méme infinitésimalement. Et cela n'engendre aucune aporie 15
gique, mais une simple antinomie non trivialisante, a savoir:
&F xxiﬁF(xx).N(ﬁF(xx)ﬁF(xx)). D'une maniére: generale nous =
avons, en vertu de 42001, que (12) est vrai : ’

(12) Ux(x®F (xx )IIgF(xx)) _

(La preuve de (12) utilise aussi AR009; sans cet»axiome tout
ce que nous pourrions prouver seralt (l?blS)
(12b15)HUX(XﬁF(xx)IIgF( )+§x)

Le principe de compféhen51on est donc applicable a=
la matrice 'F(xx )', méme si celle-ci n'est pas abstractivement
recevable. (Ces résultats sont exposés ddns l'Annexe N°  2-°du
lere I; théorémes A2241ss).

Il n’en va pas de méme pour la matrice 'N{xxj', cel
le qui détermine la classe purement et authentiquement russel
lienne -~celle que nous avons appelée 'rus'- Ceci constitue=

une particularité remarquable de Am, & la dlfference d'autres
théories inconsistantes des ensembles, ol les matrices qui po
sent probleme sont celles qui, sans stre strdtlflees contien ..
nent une négation forte. Mdls, rassurons-nous!, . 1'axiome de=
comprehen51on de Aim (A2008) ne permet point d’affirmer‘(lB) :

(13) Ux(xrusIIgN( )fﬁx,

(13) entratnerait des aﬁorles. En effet, en vertu=
de 42008, on peut prouver la démonstration qu1 va de (14)a(18),
si l'an se donne la prémisse (13) :

143 Hx+Hy+.x%P (xy )IIgP (xy)
_ rus

(16) Hx+.P(x%P(xrus) )IIP(xrus)

+, P (xRN (xx) ) IIPN (xx)

(17) KXPN(XX) | ’

(18) P (RPN (xx xx ) REN (xx) ) IIPN (REN (xx) RPN (xx) )

Or (18) est une surcontradiction.- Dé&s lors (13) =
absolument faux, Mais (13) n'est pas un théoréme de Am (au
contraire, la surnégatidn de (13) est un théoréme de Am, conre
nous venons de le prouver a l’lnstant) " Cela veut. dlre que==
la classe russellienne, bien qu'elle existe selon Am {comme =
toute autre classe), n'a pas pour ‘condition d'appartendnce la
simple satisfaction de “sa matrice caracterlsthue mais des =
conditions plus compliquées que nous ignorons. Tout ce gque =
nous savons c'est que chaque élément est tel que, ou bien il
appartient & rus dans la mesure ol il ne s'appartient pas a

ihon
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lui-méme, ou bien il appartient & rus infinitésimalement; car
un element quelconque appartient & une classe Cdracterlsee par
une matrice donnée p, quelle qulelle solt, ou bien infinitési
malement ou bien dans la mesure ou.il satlsfalt la matrice D~
Cela nous permet de prouver dans Am un certain nombre de théc
rémes concernant la classe russellienne -c-a-d concernant les -
conditions d'appartenance a cette classe~la~. Ces théorémes=
figurent dans l'Annexe N° 2 du Livre I (théorémes A2240ss). =
Aucun de ces théorémes ne semble renfermer quelque risqued'apo
rie que ce soit.

Par les mémes procédés que nous avons employés pour
obtenir.(é) & partir de (3), (4) et (5), on peut obtenir d'au
tres classes quasi-russelliennes, dont 11 est question, p.eX.,
dans les théorémes A2242ss de l'Annexe N° 2 du Livre I.

Notons que, si- la restriction des substituts des =
variables. libres & des termes désignant des éléments (ou des=
variables prenant comme valeurs uniquement des éléments) était
abandonnée, des apories s'ensuivraient, car on aurait (19) -

(19) 2Ev(zyIIvy'&LY(zv))

Or (19) est stratifié; on pourrait donc avoir par instancia--
tion et en vertu de Aq : ‘ '

(20) £(8LY(22)8LY(2z))=Y (41 (22)8LY (zz)) i

Or (20) est une surcontradiction. Mais (R20) ne découle pas =
des axiomes de Am,. car tout ce que AZOOS permet d’obtenlr ce=
sont. des. formules: comme.(2]) « b

(21) £(8(B§z&LY(22) )2 (B§z&lY (22 )):;B$ﬁ(B$z&LY(zz)) ( B$z&
v LY( ))Q(B’z&ﬂY(zz))) : .

(ol 1Ton. substitue & '$' un des foncteurs : Y, f, t, tN, P, D,
N, etc. ). Dans chacun de ces cas-1la on aura‘que la classe =
définie par la matrice en question, u, s'appartient.infinitési
malement & elle~méme et qu'til est reldtlvement tout & fait faw
que B$u. Tout celd est paradoxal parce que le réel est para
doxal; mais rien de tout cela n’iest surcontradictoire. “(No-
tons que méme pour la classe XLV(XX), dont la matrice est non
abstractivement recevable, on peut demontrer dans am des théo
rémes intéressants, tels que ceux énumérés dans l'innexe N° 2.
du Livre I, theoremes A2243ss). avant de fermer ce paragraple,
notons que si la restriction des quantlflcateurs(dans les ma-
trices stratlfleeé 4 des éléments était abandonnée, des résul
tats aporétiques s ensulvralent et de méme si l'on permettaﬁ
dans les matrices ‘stratifiées des occurrences de variables ==
affectées par des foncteurs, ou concaténées avec des fbf qui=
ne fussent pas des varlables individuelles. La démonstration
de ces afflrmatlons ‘est fort 51mple, et nous l'omettons 1c1,

§3.~ Venons-en & ld solutlon des aporles loglques dans le ca-
dre de Amj. Amj divise les éléments en deux _grands groupes :
les éléments turbulents et les éléments ranges. Les éléments
turbulents sont les individus-qui, & certains égards, existent

plus qu'infinitésimalement et qui & dlautres égards n'exis-~-
tent qu'tinfinitésimalement. ST

Grosso modo (mais grosso modo seulement) les§ classes
dont Am deflnlt les condltlons d’appartenance (les classes ca
ractérisées par des matrices &bSuractlvement recevables de Aﬁ)

correspéndetd des individus rangés de Amj. Il y a pourtant des
exceptions, a savolr lés claqees 7t les matrices sont

)

Ty
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sont constituées par une seule variable individuelle précédée
diune suite de foncteurs ol figurent des occurrerices de : f,7,
b, j. (Certaines de ces matrices peuvent &tre montrées, indi
rectement, comme déterminant.des élément rqnges tel est le=
cas, pP. ex., de XLfx, c-a-d du support de l'etre- dtautres, ap
paremment, ne peuvent pas 1'étre}. D'autres matrlces ubSthC
tivement recpv&ble dans Am sont soumises a une restrictionul
térieure dans é@l : les.seuls substituts des variables libres
sont, dans Amj, les éléments ran es; et les quantlflcateurs =
doivent 8tre restreints, non pas a des éléments en general
mais & des éléments rangés. Cela dit, il reste que, & ces ex
ceptions et restrictions prés, les mdtrlces abstractlvement =
- recevables des deux sy stémes 001n01dent.ﬂ :

“Les éléments turbulents de Amj appartiennent & une
zone intermédiaire entre le fonciérement . "un rien réel
(la classe nulle ou vide) et les ¢éléments fonciérement plus =
qu'un rien réels. Les éléments turbulents sont donc non ran-
ges et non rangeables. Ils n'appartiennent a aucune classe =
‘sl ce n'est infinitésimalement. :

Dans Amj, en dépit des restrictions. supplémentaireu
.par rapport & Am concernant les formules abstractivement rece
vables, on peut obtenir, & cause de 1l'axiome de compréhension
-qui, lul ne connalt aucune restriction (sauf, évidemment, =
l'interdiction de toute occurrencs du foncteur 1T AijO?,
presque tous les résultats =voire peut-&tre tous~ qu'on obte-
nait dans Am plus directement. Ainsi, p.ex., & propos du sup
port de l'etre, on peut méme prouver qu'll s’aglt d'un élément
range et, par suite, on peut demontrcr ce théoréme de Am : =

supls ElIILf upl v .
Mieux : dans AmJ, on peut prouver (et ceci n'est pas prouvable
dans Am) ce qui suit : H(suplsupl. Pour prouver. ces :*Zsultats
- on’ exploite le fait que suglIle°sugconfla . o :

Dans Amj nous savons beaucoup plus dc choscs que
dans Am sur la classe russellienne (c-a-d &N(xx) ), car Amj
‘détermine non seulcment les conditions nécessaires mais aussi
les condltlons suffisantecs pour appartenir plus qu'lnflnlta81
malement & rus. Toutefois, rus n'est pas un élément rangé; =
‘cela est facile & prouver (d'une maniére analo ue & celle- nu=

- nous avons prouvé tantdt, dans Am, que 'Ex (Kx. (xrusIgN(xx)) 1)
Autrement dit : dans Amj ceci est un theoreme T 4% (xx). Dés=
lors, rus s'appartlent a elle-méme 1nf1n1te81malement. Nous

‘avons donc les théorémes suivants dans amj ¢

il

UzY (rusz) Jfrus.J¥rus = rusrus.N(rusrus) | Ff(rusrus)

y Dans Amj on a, comme dans Am, que &F(xx) est laclas
se nulle (i.e. I1Tinfinitésimalement reel)

- D'autres matrices qua51-russelllennes determlnent
dans Amj des éléments ranges, PeEX. Z(BfNZ&LY(zz)), et bien
drautres identiques A des matrices de ‘Am-qui s'averent -indi-
rectement-. dbstractlvement recevables, bien qu'elles ne soiert
pas ‘stratifiées. - (Le procédé par 1equel ces matrices : s’avemmt
abstractivement recevables est touJours le méme : insérer =
dans une matrice stratifiée des abstracteurs de clwsse abstrac
tlvement recevables mais non stratlfles)

it

i

Une "classe qui est turbulente selon amj c'est QLY(XX)
Si. cette classe était rangée nous acurions :.
f(ﬁLY( JRLY (xx) ) =Y (KLY (xx)RLY (xx) ). On aura donc 1a conclu~
sion par Modus Tollens : 3RLY(xx). Cela dit, dans Amj nous
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ouvons déterminer une foule de classes qui appartiennent tout

4 fait audit énsemble, comme : £(BfNz&LY(zz)), 2(BPa&LY{zz)) ;
2(BPZ&LY(ZZ)), etc.; et aussi : ixl, iigl, 1iigl, 1iiigl... ;
ia, 1ig, iiia, iiiia... Chacune de ces classés est telle =
‘,qu’ll est, tout A la fois, infiniment faux et infinitésimale- -
ment vrai qu'elle s’appartient 4 elle-méme. Nous parvenons =
ainsi, dans Amj, & de nouveaux résultats paradoxaux; mais au-
cun de ces résultats ne sembl engendrer des consequences apo

rethues.

"§4.~ L'aporie de Curry—Moh Shaw-kwei (cf. M:16) peut, elle =
-aussi 8tre traitée avec succés dans Am et Amj. Solt, p.eX.,

" la classe de Curry : Jcur/ eq /%(xxCp)/

- (A vrai dire, cela n'est pas une définition, mais =

"un schéma deflnltlonnel il n'y a donc pas une classe, de Cuny,
mais un nombre infini® de telles classes, en “vertu des divers=

substituts non:équivalents de "p" dans. ledit schéma définitim

nel). Am ne permet pas d'affirmer : Ux(Hx+. xcurIIg(xxCp)) ,

. ‘car la matrice de cur n'est pas abstractivement recevable. =
Mais on _peut 1ntrodu1re, par voie d!'instanciation, des. claqgs

néo-curryeniies ou quasi- curryennes telles celle- ci R
f(xxRp.BLPx) . 2(xxRp.FYNx) 2(xxRp.LBfNx)

. Prenons la premlere de ces.classes. Plus exactement -rappe--
lons-le- il s'agit d'une famille de classes. Nous auronsdonc
(puisque Mx xxRp.BLPx)) :

X(XXRp BLPX) {xxRp. BLPx)IIg(R(xxRp. BLPx)R(xxRpLBLPx)Rp.'
.BLP% (xxRp.BLPx))

Les 1015 d’dbsorptlon sont valides dans As. Certeo, les proce
_dés utilisés dans la logique cla551que pour prouver qu'une =
théorie nalive des ensembles conduit & ltaporie de Curryne
sont pas, tels quels, epplicables dans As, car As n tadmet pas
le MP pour le conaltlonnel fort 'C!', & moins qu'il ne soit af
~fecté dtun foncteur 'BT, Toutef01s, moyennant certaines modi
fications (semblables ‘4 celles neﬁessalres pour adapter la =
preuve & un calcul modal comme- S5, ou le MP serait restreinc=

~au Condltlonnel strlct) on obtient :.
BP% (xxRp.BPx)GBfp

Si on substitue & la variable sententielle p une formule gqtel
le que "Bfq' soit tout & fait faux, la conclusion, par contra
p031t10n sersg EPX (xxRq.BPx) . Mals cela n‘a rien d’apo
vrethue. : '
- .. Venons-en & Amj. De la méme faqon que nous venons=
de prouver dans Am que X(xqu BPx) (si'q est une formule =
telle que "Bfq" soit tout & fait faux), on obtlent des résul~
tats analogues dans Amj, .car on peut prouver que X(xxRp BPx)
est un é1ément range—T%lus exactement : on peut prouver cela=s
pour un certain nombre de substituts de p; il en va de méme,=
au demeurant, pour Am; mais, pour 51mp11f1er on peut’ suppo--
ser que p est une formule stratifiée quelconque telle qu'il =
'soit tout & fait faux que "pr") Mais dans Amj on peut, au=
surplus, prouver un autre résultat : la classe des classesqui
s’dppartlennent plus qu'un rien 4 elles-mémes seulement s'il=
~est plus qu'un riéen vral que p -si p_est une formule telle que
NBfp". soit entlerement faux- cette classe-13 donc est un é1lé-
‘ment turbulent; en.notation symbolique : ‘32 (xxRp) . Par con
séquent, l'axiome de. compréhension de Amj empéche d’aff;rmer,

£{%(3xRp) R (xxRp) ) IT£ (& (xRp) R (xxRp) Rp)

Ltaporie est donc évitée.

™

s . - e
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§5.- Une question que l'on pourra se poser & propos du traite
ment des apories loglquee dans le cadre de Am et Amj est cel~
le-ci ¢ qutapporte-t-il de neuf par rapport aux traitements
de Quine dans NF et ML respectivement? Ce qu'il apporte de =
neuf clest : 1° -et comme nous l'avons déja indiqué- la démal
thusianisation de 1la théorie des ensembles ~au regdrd de NF~-=
et ‘1'affirmabilité des conditions dtappartenance 4 des nombreu
ses cdlgsses caractérigées par des matrices non stratifiées = |
-dont certaines sont abstractivement recevables et dlautres,=
sans 1l'&tre, peuvent &tre l'objet d'une détermination (dansAm
et, encere pluq, dans Amj) des conditions d'appartenance qu'
elles imposent aux divers éléments-. 2° le failt que bien des
classes caractérisées par des matrlces non stratifiées uppar--
tiennent plus qu'infinitésimalement & d'autres ensembles, et=
que toute.classe, quelle qu'elle soit, appartlent -ne seralt—
ce. qu'1nf1n1t981malement— a4 chaque ensemble. Sur ce dernier=,
point, Amj est plus restrictif que Am, pulsque, tandis que
pour Am i1 est vrai, p.ex., que "P(rusirus)", Selon A Amj, en =
revanche,. rus étant un élément turbulent, il n’appurulent qu!
1nf111t951mqlement a quelque classe que ce soit. Mais &g;cog
fére le statut drélément range 4 des ensembles caractérisés =
par des matrices non stratifiées. qui s’ﬂverent ~indirectement-
abstractivement recevables, tels @ '
2 (BPx&xx) -, R(BPx&LY {xx ))’, X(BPX&N(XX/) , etc.

On obtient ninsi dans Am et dans Am; un élargisse~
ment con31derable des horizons, un accr01seement ontologique=
(par rapport a VF) et un assoupllssement fort important des =
conditions imposées aux ¢léments rangés (par rapport a ML, si -
nous ideritifions les éléments de ML aux éléments ranges de =
Amj). Cela dit, i} demeure que le profil. de am et amj garde
une ressembbnce certaine avec celuil de NF et M—Tla ressemblan
ce est plus prononcée entre. Amﬂ et ML que ne 1'est entre Amet

NF)

il

Sl Quine etalt parvenu, dans le cadre de la logique
classique, & surmonter partiellement les contraintes:de déni-
vellation, les théories des ensembles Am et Amj poursuivent =
dans le 51llage de l'oeuvre logique de Quine, cette’entreprie
et la ménent beaucoup plus loin. Ce franchissement de certai
nes barrleres, tout en gardant des precautlons nécessaires
pour prevenlr des apories, est conforme & nos intuitions.

Un avantage majeur. des deux sys*emes NF et ML c'est
1'admission d'une classe de tous les €léments, classe qui, au=
surplus, est elle-méme un élément et, dés lors, 8 appartlent"
4 elle -méme, Or, on ne niera pas, croyonq~nous que des eX~-
pressions comme 'toutes les choses' 'n'lmporte quoi?!, 'Ttout=
ce qui existe', etc. sont des expre851ons extrémement .fréquen
tes dans le parler courant et, encore plus, dans le parlerphl
losophlque. A ce propos, neanm01ns NF peut paraitre prefera
ble & ML, ou dans de telles expre551ons il faut toujours ajou
ter une nuance précisant que l'on parle, non pas des chosesen
général, mais seulement des éléments. On pourrait.craindre =
que cet inconvénient de ML ne fat partage par Amj. Mais non:
dans Amj la classe de toutes les chose& (1'étre) est telleque
méme les éléments non rangés en sont des membres, seulement ,
ils en sont des membres dans une mesure. infinitésimale.

En regard dlautres theorles classiques des ensentles,
NF et surtout.-ML (en dépit de la réserve que nous venons de fr
muler) nous semblent beaucoup plus satisfaisantes : elles n'in
troduisent pas’ les ensembles par bribes et morceaux;. elles ne
placent pas des bornes contre-intuitives et encombrantes aux=
fof. Am et Amj conservent et developpent ces bons resultutsde
»l'lnvestlgntlon qulneenn , .



ANNEXE Ne 1-

'Un des arguments avances contre la con51deratlon des
logiques non classiques comme pouvant étre traitées de plain=
pied avec la logique classique c'est que ces systémes sont =
s0it triviaux soit incomplets. Cette thése ressort d'une ana
- 1yse de Tarski (T:5). Les Kneale en tirent cette conclusion=
(K:10, p. 575)

It appears therefore that even from the purely formal poirt
of view the ordinary two-valued system has a unique status
among deductive systems which can plausibly be called lo-
gic, since it contains all the others as fragments of it~
self In short, they are not alternatives to classicallo
gic in the sense in which LobacheVSJl’s geometry 1% alter
native to Euclid's,

La preuve formelle de Tarskl est 1mpeccable. Les =
conclus1onsqu'on veut en tirer ne sont cependant pas fondées.

. Premlerement le travail de Tarski se fonde sur Ile
théoréme (ou lemme) de Llndenbuum. Or ce théoréme n'est pas=
valide sans restriction pour le systéme A. Le théoréme de Lin
denbaum paralt applicable -dans sa version entiére- & des-théo
ries fermées par rapport 4 la régle simple de détachement. 11
faudrait une preuve sHe01ale pour démontrer que des systémes=
qui ne sont pas fermés par rapport & ladite régle posseédent ,
eux aussi, des extensions simples complétes hon. saturées. (En
falt nous montrerons dans l'Annexe N° 3 de ce Livre que le =
theoreme de - Llndenbaum est infirmé par g_;,_car toute exten--
sion: complete de "Amj est inconevenle), .

: Deux1emcman (et cecil est beaucoup plus 1mportant)
il faut prouver qu'un. systeme complet est preferable a un ‘sys
téme 1ncomplet. 5i1'on peut éviter des apories en payant~
le prix de l'lncompletude alors le prix nous parait dérispie
car-lé¢s "solutions denlvellatrlces ont dQlenconvenlents par = o
trop manlfestes. ' e

. ' Tr01s1emement ‘et surtout, ld preuve de Tarski con-
cerne dés systémes possedant un seul foncteur conditionnel 'C%,
ainsi qu'un seul foncteur de né ation ‘Pt pour lesquels cer-
taines tautologies sont vraies (les équivalents de "pC.qCp" ,
"FpC.pCq", "pC.pCqCq", "qCrC.pCqC.pCr™, "FpC.pCq"™, "pC.FqC.
F(qu ", "pCFFp"), Or un. systéme comme As {ou bien comme les .
systémes Cn -pour.n fini~ de da Costa) reprodult dans son sein
pour certains foncteurs, exactemerit le CSC, tout en constiwmt
une extension conserwative de ce calcul; tout ‘en possedant =
au surplus, d'autres foncteurs pourvus d'autres proprleteQ. =
Ce cas n'est pas prévu dans la preuve de Tarskl. Cette preu-
ve ne prévoit pas non plus, du reste, la presence dans des sys
témes noy: classiques de loglque (pas forcément simplement in-
con51stants) de foncteursnon classiques en sus des foncteurs=
classiques et ayant d'autres réles sémantiques, comme les fonc
teurs flous 'il est & peine-vral quet, 'il est plutét vrailque'
etc.
Par conséquent, loin de con51derer le systeme A com

me un systéme plus pauvre que la logique cla%31que, il fautle
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considérer, au contraire, comme un systéme plus riche, puisqu'
il englobe la logique classique.

Pour Btre plus précis, il faut distinguer deux types
d'englobement d!un systeéme par un autre (une classification =
des relations dtenglobement entre des systemes de logique sen
tentielle ayant des matrices caractéristiques finies est pré-
sentée par Rescher dans R:2, pp. 7lss). Un systéme S T-englo
be un systéme S! ssi S est une extension, conservative ou na
de S'; un systéme S C-englohe un systéme S' ssi S est une ex-
tension conservative de S!'. ainsi on peut dire que 35 T-ernglo
~be S4, sans qu'il soit vrai pour autant que S5 C-englobe S4.=

Un systéme S C-englobe un systéme S*' ssi pour un certainsous
ensemblel des signes de S il:y a un isomorphisme entre E et=
la classe des signes de S?, isomorphisme: qui induit une, bijec

" tion entre la classe des théorémes de S!' et la classe desthéo

rémes de S qui ne contiennent que des signes de E. Des deux=
relations d'englobement entre.des systémes différents, clest=
le C-englobement qui constitue la relation la plus importante.

En ce sens, il est intéressant. de constater divers=
faits touchant le C-englobement de divers systémes de logique
~ par _A_, T R .

1) A C-englobe le CSC et aussi la logique classique quuntificg
tionnelle de premier ordre. En effet : la classe des théore .-
mes de Ag gui ne contiennent que les foncteures 'F!' et 1+ (o,
alternativement, 'F' et '.!; ou encore : 'F' et 'C') est un &
calque de la logique classique.

©2) Pour chaque n fini, toute logique n-valente compléte =
est C-englobée par A. Une preuve détaillée de cela n'est
pas difficile. Il suffit de faire voir que A contient des =
sous-ensembles de signes pour chacun desquels on peut établir
un isomorphisme entre le sous-systeme de A qu'il déternine et
" une algdbre de Post. En exploitant des résultats de la reche
che de Rasiowa (cf. R:29, p. 133), on peut introduire pour =
~ chaque logique n-valente n-1 foncteurs monadigues de As, 'dul,
définis ainsi : /du(p)/ -eq -/uDp&p/, en substituant & 'u'les
constantes que voici : 'a' seulement pour la logique & deux
“valéurs (ce qui nous fournit encore une autre manieére d'intro
duire définitionnellement le CSC comme sous-systéme propre de
As, i.e. comme C-englobé en lui); 'a' et 'l' pour la loglque=
b . - N . . -~
3 trois valeurs; 'a', 'u' et '1' pour la logique a quatre va-
leurs; 'ar', 'it', ' et '1' pour la logique & cing valeurs; =
var tXLr, tKIt, 'u', '1! pour la logique 4 six valeurs; rar,
tXir, L tgdr rut, 11% pour la logique A& sept valeurs; '2,
CXXEr, tXEY, KL, UKKE'; 'ar, '1' pour la' logique & huit valeurs
et ainsi de suite.'. Sur cette base, on définit des condition-
nels, -des biconditionnels et des négations appropriées et on
obtient le résultdt récherché. (Comme un cas particulier, et
4 titre de simple illustration, citons le fait =dont nous omet
trons icl la preuve- que le systéme de logique trivalente de=
Vuckovic=-Sobocinski -que Vuckovic appela A, soit dit en pas--
sant- est C-englobé par As; il faudrait modifier seulement la
régle de détachement de Tagon & en restreindre l'applications=
aux seuls théorémes de logique). S

3)-As C-englobe le calcul sententiel de logique constructwiste
avec négation forte (cf. R:29, p. 279). 1I1 suffit de prendre
l'ensemble de foncteurs (¢,&,.,+,N,-) et de prendre -comme thé
rémes de ce sous-systéme de As les tautologies de As qui . ne
contiennent que ces foncteurs-1lad et qui sont préfik@gs d'une=
occurrence de 'H! -i.e. de la suite de foncteurs 'N=-'-.

. e e
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L) A C- englobe le calcul G (prenant comme seuls foncteurs +,
«yc¢ ,F, mals préfixant en mgmepgemps chaque formule du fonctew
THY, —a—d écartant les tautologies qui cessent de 1l'étre lors
qu’elles sont preflxees d'un 'H'). Ce. systeme est le calcul=
intuitionniste éluargi de l'axiome ”H(poq+ gqep) .. On peut aus
sl relever que l’ax1ome qui caractérise .Ga .en sus de ceux du
calcul intuitionniste “savoir "H(Fpcqe. qcpcch)” n'est pasune
tautologie de G, ph ni non plus, par suite, du sous-systéme=
de As constrult de la meniere que nous venons d'!'indiquer.
, Des.problémes restent posés quant & 1l'élucidation =
des relations de C-englobement (et/ou de T-englobement) entre
le systéme A et des systémes tels que : le systéme de logique
infinivalente de Luka51ew1cz, des systémes non strictement vé
rifonctionnels; certains; systemes tensoriels (ou loglques—pro
duit) contenant- des foncteurs gui sont le "produit™ de deux =
-foncteurs divers d'une (ou de deux) loglque% ) scalelrds) le
calcul intuitionniste de Heyting, non renforcé, etc.

ANNEXF Ne 2

CETTE ’ ETUDE ET

Les travaux de recherche de Loftl Zadeh et ses cL
equlplers dans la fondation de la théorie des ensembles flous
revétent une 1mportance gu'on ne saurait exagérer; (cf., p.ex,
Z:7 et Z:8; cf. aussi un travail de Molsil reprodult dans N’Zl
pp. 157- 63, ol ltapport de Zadeh est examiné dans son rappat
aux logiques lukasiewicziennes).

La fertilité de ltapproche de Zadeh et ses collabo—
rateurs est remarquable. Elle a suscité des recherches appro
fondies dgns de nombreux domaines du savoir. Dans la logique
philosophique on peut constater, hélas!, un- incontestable re-:
tard dans l'exploitation des idéés de Zadeh au regard d'autres
disciplines. Il nous est cependant agréable de signaleruntra
vail récent, celui du professeur Peter Schich, S:30, qui expo
se une 1nteressante application de la théorie des ensembles =
flous & la logique modale. La logique modale débordant le ca -
dre de ce Livre, nous nous abstiendrons d'exposer les intéres
sants résultats de. l'anéStlgatlon du professeur Schotch. II
mérite toutefois d'étre signalé une des conclusions auxquelles .
parvient M. Schotch,  en parfait accord avéc tous les systemes
de 1og1que psracon51st@nte ~contradictoires ou non- : la non-

validité de la loi de Pseudo-Scot (pour la'nég&tion simple, =
bien entendu) : ,
"Thus, that a contrndlctlon 1mplles snythlng need not Dbe-
necessary (in the sense that it is false thot it must be= -

necessary) .

Dtune manidre générale, il faut dire que notre ap--
proche coincide avec celle de Zadeh -et avec celles quil ort
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été plus directement inspirées gque la ndtre par les travaux =
de Zadeh- sur des points importants. Teut comme elle, la nd-
tre insiste sur la nécessité de concevoir des ensembles dont

les limites soient des transitions graduées et non pas des "=
bords tranchants; sur le besoin dfavoir des degres infiniment

variés d’appdrtendnce et,. par-suite, une infinité de valeurs=

de vérité; sur l'lmportxnce d'introduire des modificateurs. alé’
thiques flous, comme, rpdSSubthLnt! Ttrést, 'plutdt!, etc.;

sur l'a351gnatlon de fonctions caracterlsthues floues vetnon
pas vulgaires, a ces modificateurs aléthiques (ce en qu01 ils

différent des opérateurs !'J!' de Rosser & Turquette, lesquels=

envoient les phrases possédant une vsleur de vérité donnée sur
1, toutes les autres sur O;.notons’ cependant que pour certal

nes de ses valeurs de verlte As posséde aussi ce type- d'opé=.
teurs vulgulres peex. ceux-01 ¢ YHY, 'Lyr, MLYN', 'LPS', =

’L(pINp) ;- ete. 3 ’

A c8té de toutes ces convergences si marquantes ous -
ne pouvons pas’ omettre des différences entre les deux doctrl-
nes Notre traitement est axiomatisé et, non seulement il ac
corde beaucoup d'importance aux problémes classiques de consis
tance absolue (non trivialité) et de rigueur formelle, mais =
soutient méme la possibilité dratteindre gréce a la logigue =
floue de nouveaux sommets qui demeuraient inaccessibles pour=
la logique classique; il vise, par ce biais, & depasser cerui
nes limitations des systémes formels classiques. En revanche,
Bellman et Zadeh affirment (B:2, p. 151) :

Clearly, the problems, the aims and the concerns of fuzzy
logic are SubStdntljlly different from those which animate
the traditional logical systems. Thus, axiomatization, dg
01dab111ty, completeness, consistency, proof—procedures =
and other issues which occupy the center of the stuge in
such systems are, at best, of perlpherlc@l 1mportalce in
fuzzy logic. - o \

. Par zilleurs, de par son inspiration réaliste—rxdi—
cale (le flou étant conqu par nous comme appartenant au réel,.
nullement .comme -un-ajout de llesprit connalssant), notre apro.
che.établit seulement des regles d'inférence exactes et non =
pas approximatives, demeurant, a ce propos, sur le méme pldn—
que la logique classique; notre approche ntinclut pas non plus -

les solutions ad hoc ou otochasthues que Zadeh envisagé.

On trouve chez Zadeh une certaine tendaﬁce (cf. spm.
B:2) 3 cantonner le flou au domaine du subjectif, & le regar-
der comme ressortlssant 4 la considération. de l’esprlt humain

et non pas & la nature méme du référent réel et objectif. =
Nous trouvons dans B:2 (p.. 106) des affirmations comme celle-ci

iv. the model of réasonlng embodied in fuzzy loglc aims,
instead, at an accommodation with the pervasive 1mpre01——
sion of human thlnklng and cognition. ... we frequently =
use a mixture of precise and approximate reasonlng in pro
blem=-solving situations... On the whole, however, it - is
evident that all but a small fraction of human reasonlng“
1s approx1mate in nature... : .

I

‘Tout ceci met bien en rellef une tendance que nous=
appellerions volontiers !'flavidéalisme', & laquelle s'oppose =
notre propre point de vue flavo—reallste selon lequel la rla-
vicité est une propriété objective des choses mémes.

Une autre tendance que 1'on trouve aussi. surtout =
dans-dt'article de Bellman et Zadeh cl'est celle de considérer=
la vérité comme locale, tandis que notre approche maintient la
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conception universaliste de la vérité en général et de la vé-
rité logique en particulier défendue par la logique classique
et ses fondateurs (Frege et le premier Russell, p.ex.), tout=
_en acceptant aussi l'existence de vérités relatives..

Dans le treitement de Zadeh (cf.;;p.ex.; B:2,_pp.‘=
143ss) la régle d'inférence principale est une regle d'inféren
ce compositionnelle qui est présentée ainsi ' S

X est F - o
X est dans la relation G avec Y
Y est  (F°G) -

~ Mais on n'y dit rien qui permette de discerner, selon un, cri-
~tére fixe, quels types d'ensembles sont héréditaires ou quasi
‘héréditaires pour quelles relations (en entendant par 'quasi-
“héréditaire' vis-a-vis dfune relation u un ensemble y tel que:
‘xy.x;zuD§(zy) =ol '§' est un foncteur d'assertion ou semi-as
sertion-). Il est évident due tous les ensembles ne sont.pas
quasi-héréditaires (et, a fortiori, ne sont pas héréditaires)
pour une relation quelconque, que du fait qutOlaf soit propri
taire du chien Baltcha et que celui-ci soit noir il ne découke
_rien sur la couleur d'Olaf. La relation que Zadeh considére=
.est celle de "approximativement égal", mais il ne définit pas
les conditions et les limites de remplagabilité de x par y
dans unie phrase donnée a partir de la prémisse : 'X est appro
ximativement €gal & y'; peut-on en conclurg, p.ex., que si X
est le fils ainé de.z, y est le fils ainé de 2z? Bellman etZa
~deh laissent cela indéterminé, car ils pensent que 'the infe-~
‘rence processés-in fuzzy logic are, in most part, approximate
_rather than exact'; il s'agit donc d'un calcul approximatif =
‘ou de probabilités : si nous savons que x et y sont approxima
tivement égaux, alors on risque peu de se tromper en: rempla--
cant un nom de x par un nom de y dans une phrase quelconque;
certes, la conclusion ne serait pas sfire, mais elle seralt. pro
bable. (Peut-8tre l'approche en question serait-elle utile =
pour mieux articuler une théorie de la "plausibilité" au sens
de Rescher). Notre propos a nous est différent : étudier 1'im
précision du réel et les inférences tout & la fois slires et =
floues.. Toute idée dfincertitude est étrangére & notre trai-
“tement.s ' ' :

Une autre différence entre notre approche et celle=
de Zadeh ctest que cette derniére fait fond sur la logique in
finivalente de Lukasiewicz dont l'ensemble des théorémes est=
_un sous-ensemble- propre de ltensemble des théoremes de la lo-
gique classique, tandis que as contient-comme sous-ensemble =
- propre la logique classique. La différence saute aux yeux,p.
ex., pour les principes de non-contradiction et:de tiers ex--
¢lu, qui ne sont pas des théorémes de Lyleph ni, partant, des
théses valides dans la théorie de Zadeh, et qui sont bien
en revanche, des théorémes de As, donc de Am et aAmj. Il en
ressort que Am et Amj se doivent d'étre des systemes simple--
ment inconsistants, ce qui n'est pas le cas pour la théorie de
Zadeh. La raison en est que As contient : le principe. de non
contradiction, les lois de De Morgan et la loi involutive de=
- 1la négation simple, plus la régle d'adjonction, Sur cette ba
se toute reconnaissance de situations qui impliquent une néga
tion du tiers exclu -c-i-d de situations floues- aboutit . a =
des antinomies. '

, _D'autres différences sont encore & relever : la lo-
gique sous=-jacente de la théorie de Zadeh est scalaire, alors
‘que As est un systéme tensoriel; la logique sous-jacente de la
‘théorie de Zadeh ne contient comme valeurs que les (corré
- lats des) réels, tandis que l'ensemble-des items aléthiquesde
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la sémantique propre a4 As contient outre les reels de l'inter
valle [0,I] des nombres chacun desquels peut &tre considéré =
1ntu1tlvement sob un réel positif diminué d'un infinitiéme ou
bien un réel non négatif et plus petit que 1 augmenté dtun=
infinitiéme. Celd permet de tenir pour désignée toute valeur
ne contenant qu'un nombre fini d'items nuls, alors que, sans=
l'existence de ces nombres alethlques non-st&ndard dang sa sé
mantique, une telle politique  de d681gnatlon des valeurs abog
tirait -4 -une omegd—surincompletude puisqu'on pourralt avoir=
que, pour chaquée x, p/x/ fOt un théordme et que, en méme temps,
MUxp" .ne £t pas un theéoréme; mieux : le systeme serait quasi
omega—surlncon51stant en entendant. par 1a ceci : on pourrait
avoir pour chaque x "p " comme théoréme et, tout & la fois,
"BExFp" comme théoréme (et le systéme pourralt 8tre méme omé-
ga-surlncon81stant en ayant "p[:7” comme théoréme, pour cha-~
que x, et, tout a la fois "ExFp" comme théoréme =-ou tout au =
moins comme formule & laquelle on devrait assigner une valeur
-fortement . de51gnee, en vertu des regles sémantiques-). En
regard de ces conséquences extrémes, l’omegd 1ncompletud@ =
et 1'oméga-inconsistance forte qul caractérisent effecti-
- vement des extensions suffisamment richgs de Am et Amj . sont=
.anodines (cf le §7 du chap. 3 de la Section IILI du Livre 1IT
de cette étude; p. QR9-30 du Livre III). L'oméga- 1ncompletub
telle que nous la concevons, est diverse: est: omegd— incom-
compléte - une extension de Am ou. ‘de Amj ssi, pour chague X,
“JpZ:7" est ‘une thése de la théorie en quostlon, mais "Jpr”*
-n'en est pas une thése. Il s'agit donc d'une proprlete infi-
‘niment plus bénine que l’omega-surlncompletude ci-dessus défi
nie. C'est pourqueoi, quand bien méme. aucune autre raison ne=
militerait.en faveur de 1l'introduction des infinitiémes dans=
ltensemble des‘nombres aléthigues de la sémantique d'une logi
que floue tensorielle comme As (nous croyons - -qu'il vy a d'au--
- tres motifs aussi : formaliser des expressions comme 'Z. est=
un rien vrail que!, ou la différence des conditions de vérités=
~entre 'il est infiiniment.vrai que p' et 'il est entierement=
vrai que p', etc.), 1la nécessité de prevenlr 1'oméga-surincon
sistance et l’omega—%urlncompletude serait un. motif suffisant.

Une différence plus apparente que réclle entre la
conception de Zadeh et la nétre sur la nature d'une logique =
floue clest que, pour Zadeh, 'trés vrai', 'un peu vrai', 'pas
sablement vrai', etc. sont des valeurs de Vérité’floues, tan=-
dis que nous les traitons comme des foncteurs mohadiques; mais,
a notre avis, cette différence reléve essentiellement de la =
fagon de presenter les choses, et, au fond, aucune divergence
sérieuse ne semble exister sur ce p01nt entre les deux appro-
CheSo :

. La dlvergence est aussli apparente en cé qui conceme
la caracterlsatlon que Zadeh propose de certains ensembles, =
tel jeune, comme des sous-ensembles des réels, c-a-d comme des=
sous-ensSembles flous de l'ensemble des valeurs de vérité admi
'ses -dans sa théorie., Cela est-acceptable dans notre dpproche
si 1l'on identifie un ensemble 4 sa fonction caractéristique.=
Il nous semble cependant que la terminologie ch0151e dans cet

te étude est plus rlgoureuse.

La conclusion quril faut -ce nous semble— tlrer de=
cet ensemble de considérations clest qu'il y-a une différence
incontestable d'optique entre l'approche de Zadeh et celle que

nous proposons dans cette étude, différence qui- semble tenira
une diversité de motivations phllosophlques. Toutefois les di
‘vergences, pour lmportantes -qu'elles soient, apparaissent -du
moins actuellement et comparativement. aux loglques et théories
des ensembles non floues- comme secondalres.




ANNEXE N° 3

I.-.La sémantique que nous proposons au chap. 3 de ce Livre par
As et AQ pourrait probablement &tre généralisée; on pourralt=
peut-8tre - trouver une sémantique caractéristique (ce que la
dite sémantique ne semble pas &tre), non pas de AqQ certes, =
puisque Ag est un systéme béant, mals tout au moins d'un sys-
téme Aq' qui fOt le résultat de réduire Ag aux seules fbf en

gendrées par les régles de formation explicitées; ou bien =

‘d'une extension simple non. conservative de AQ'; ou bien enfin
‘du résultat de retrancher de AQ' certains axiomes ou de les =
affaiblir (peut-8tre AL et/ou AS et/ou une partie de All). En
particulier, il faudrait montrer que le systéme ainsi formé =
pourrait &tre satisfait, non pas par une seule algébre, mais=
par chaque algébre appartenant & une classe d'algébres donnée,
possédant une caractéristique commune déterminée. S

2.- Une approche algébrique de Ag est aussi une tdche & réali-
ser; il faudrait, en particulier, effectuer une étude compara
tive de cette algébrisation de Ag et des algébres caractéris-
tiques d'autres systémes de logique non classique.

3.- Amj contient ltarithmétique élémentaire. La preuve de cela
n'a pas été incluse dans ¢e Livre-a cause de sa longueur. Nous
comptons l'exposer dans ‘un ‘travail ultérieur de plus grandeen
vergure sur Am et Amj. Apparemment, Am contient aussi 1tarith
métique, mais il faudra le prouver. Il faudrait étudier aussi
les rapports entre ces deux théories des ensembles et la théy
rie des ordinaux transfinis. - o

Lo- Il faudrait étudier l'adaptabilité au moins partielle & Ag
des procédés de décision établis pour la logique sententielle
et quantificationnelle (de premier ordre) classique (comme, p.
ex., ceux qui sont exposés par Quine dans Q:8). . Quant aux =
procédés de décision qui s'avéreraient inapplicables, il fau-
dra en prouver 1'inapplicabilité. (En particulier, 1l faudra
étudier les conséquences qui découlent de la non-préneéxabilité
générale de toutes les formules de Ag en ce qui concerne  le
foncteur d'implication).

5.- Une étude comparative plus poussée du systéme A et d'autres
systémes de logique paraconsistante s'avére aussi nécessaire.
Le chapitre 2 de ce Livre -€onstitue une simple et modeste ébau
che en ce sens.: .

6.- La possibilité de construire sur la base de A9 des théories
des ensembles diverses .de Am et de Amj devrait &tre exploitée.
I1 vaudrait la peine d'explorer, notamment, la construction =
d'un systéme AZF, qui serait une adaptation de -ZF ayant pour=
logique sous-jacente Ag. : : ‘ .

7.- Nous devons constater que la combinatorisation du systéme A

pose des difficultés apparémment insurmontables. D'un cbté,=
As est un des ranes (peut-8tre le seul) systéme de logique sen
tentielle qui ne peut étre satisfait par aucune matrice finie.
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Cela veut dire que les combinatorisations habituelles de la lo
gique bivalente ne peuvent pas étre adaptées & As ni, partant,
4 Am. Nous ne sommes pas parvenu a imaginer une combinatorisa
tion alternative. Par ailleurs, certains opérateurs usuelsde
la logique combinatoire (les opérateurs B, C, W, et K -en utl
lisant, bien entendu, ces signifiants d'une maniére qui n'a =
rien & voir avec l'emploi qu'ils regoivent dans A-) peuvent=
atre tous réduits a des opérateurs redondantiels dans Am, qui
n'ajoutent rien & leur argument. En voici:la preuve (cf.a ce
propos F:6, p. 188; selon notre habitude, nous supprimons des
parenthéses en vertu de l1'associativité vers la gauche)

- Kxy=x - Bxyz=x(yz) Cxyz=xyz |. Wxy=xyy
“Kxl=x | ~ Bxll=x(11) Cx1l=x11 Wxl=x11
Kx=x - Bx=x - - Ox=x ' Wx=x

: Comme on le voit, tous ces opérateurs se réduiraient
-4 1'opérateur, combinatoire '1' (la fonction-identité). En ou
tre, avec ces opérateurs on engendrerait une aporie dans Am.=

' Soit, p.ex., le seul opérateur 'W'!' et son axiome caractéristi
que "Wxy=xyy".. On aurait ' T
Wi=1 v '

S Wlx=lxx
Ix=1xx
X=XX

. RLxRLx=RLx .

C1=RLx , . :

- al=aflx . o : S e
321 , o o S

O

, Ces résultats ferment-ils définitivement la port.=
4 tout espoir de'combinatorisation de Am? - Ou peut-on les pre
venir avec des mesures restrictives, en restreignant les équa
tions combinatoires & des éléments, p.ex.? '

8.- Am semble incompatible -tout comme NF- avec l'axiome de =

* choix. Mais est-ce que Am est compatible avec des versionsumi
tigées ou restreintes de l'axiome de choix? Et, pour ce qui=
est de Amj, quel est le rapport entre ce systéme et ltaxiome=

“de choix, ainsi qu'avec le théoréme de Cantor et la théorie. =
des grands cardinaux (théoréme qui peut &tre traduit dans Am
et Amj de plusieurs maniéres alternatives, du reste)?

9.~ On peut conjecturer que,‘pour(les raisons invoquées au cha

pitre 7 de ce Livre (dans le cadre dc notre seconde approche =
pour prévenir les apories sémantiques), . "~ le théoréme de
Gddel n'est pas prouvable pour un systeme béant. Cette conjec
ture est-elle fondée? ’ I

10.~ Le théoréme de la déduction n'est pas valide pour As {ni=
donc pour Ag). Ce nonobstant, peut-on trouver des affaiblis-
sements dudit théoréme valides pour Ag et qui permettent tout
au moins une gentzenisation partielle de ce systéeme? '

1l.- Le théoréme de Lindenbaum n'est pas valide pour Amj, si =
par théoréme de Lindenbaum nous.-entendons ceci : cthaque systé

~me non trivial posséde une extension -cohérente, simple et com
“plédte (en entendant par 'extension compléte' d'un systéme Sun
systéme S!' tel que, si p n'est pas une thése de S', alors S'+{
est trivial). Appelons 'théorie lindenbaumienne' toute théo-
rie pour laquelle le théoréme de Lindenbaum est valide. -Amj

“n'est pas une théorie lindenbaumienne. En effet  : supposons=

. qu'on construit une extension compléte A' deé Amj; supposons =
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que p n'est pas dans a'. .nlors At Lpgest trivial., Mais, en=
vertu des regles dt'inférence primitives de am, cela est possi
ble seulement si "Fp" est un théoréme de A'. Cela veut dire=
que, pour chaque formule p telle que p n'est pas dans A', =
"Fp" est dans A'. Prencns la formule fR(xx)' et abregeons-
la comme 'e'. On prouve dans Amj : FFe.JFe. Or, en vertu do
la définition de complétude, ou bien e appartient & A' ou bien
Fe appartient & A' -comme nous venons de l'indiquer ci-dessus
pour le cas d'une formule p guelconque-. Si e appartient & A',
A' est un systeme qua51—tr1v1al car nous aurions dans A' une
thése qui, si elle était un théoréme de logique, engendrerait
une aporie dans A'. En effet, si e était un théoréme de lo
gique, 'Be! serait aussi un theoreme de logique; mais dans__j
7BeIIO' est un théoréme. Dé&s lors -en vertu des définitions=
que nous avons introduites dans l'Introduction de cette étude,
(cf.p.3 du Livre I) , si A' est cohérente, A' ne contient pas
e. Mais pour la méme raison A' ne contlent pas non plus 'Fe',
si A" est cohérente. Or, pulsque A'!' est compléte, elle con
tient l'une des deux formules e ou 'Fe'. Des lors, A' n'est=
pas cohérente.

Supposons maintenant que A' contient e. Or dansAmj
(donc dans A') il est un théoréme .que "J(eCO)". Dés lors ,
si nous ajoutions a Amj la régle rinfdJ, & savoir

p , J(pCa) kJq
et que le résultat de cet ajout est appelé W'm]', alors nous=

pouvons affirmer ce théoréme : toute extension compléte de =
Am‘j est triviale. Notons que, oependant A'mj ne semble pas=
Etre triviale. Si, au lieu de former A'mj en ajoutant & Amj=

rinfJ, nous la formions en ajoutant l'axiome :
J(pCq).pCdq

alors le résultat serait effectivement trivial, en vertu de =
rinf 1 de As; en effet, ce théoréme-ci serait alors prouvable:

JeCBe
ce qui trivialiserait le systéme. Mais rinfJ n'entraine, ep
paremment, aucune consequence similaire. Par ailleurs, si nous
modifions la notion de completude de A'mj en ce sens : un sys
téme 5 est complet ssi, au cas ou p n'est pas un théoréme de S,
"Fp” est un théoréme de S, dans ce cas aussi toute extension=
compléte de A'mj est tr1v1ule car aussi bien 1l'ajout de eque
1tajout de 'Fe'! rendent le eystemc trivial. Si A'mj est un sy
téme non saturé, notre théoréme prouverait -contrairement a la
formulation courunte, sans restrictions, du théoréme de Linden
baum (cf.p.ex. C:48, p. 10; les dlfferences termlnologlques =
sont secondaires)- l'ex1stence de théories non triviales n'ayart
aucune extension compléte non triviale.

Ces résultats constituent, sans doute, un tissu d'ano
malies du point de vue de la theorle des modeles clae51qu
I1 faudra étudier plus en détail ces faits, en mettre a jour=
les conséquences pour ce qui est des diverses versions des =
preuves de compacité et de complétude et étudier quel renfor
cement de la classe des reégles d'inférence de As peut etreef
fectué sans entrainer latrivialité de Am ni celle de Amj. En
particulier nous posons cette question : y a-t- 1l un renforce
ment des regles d'inférence de As qui permette d'engendrerdes
extensions cohérentes simples et complétes de Am? Quel serait
l'impact de 1'ajout & As d'une de ces régles-ci : le MP (illi
mité) pour le conditionnel fort 'C'; la regle pkp (qui n'est
pas une reégle d'inférence de As, ni de Ag, ni de Am ni de AmJ;
la régle d'adjonction illimitde (p, q kp.q); la regle pk Bp,
non restreinte aux seuls théorémes de logique°



