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SOBRE LA ECUACION DE LAPLACE

por Francisco Mucica (¥)

Una de las mayores contribuciones que la Astronomia Geodésica
presta a la Geodesia es la posibilidad de la reorientacién de las redes
geodésicas, con la consiguiente mejora en la situacion de los vértices,
que tiene su fundamento en la Ecuacién de Laplace.

En estos altimos tiempos los estudios sobre esta cuestion se han
multiplicado notablemente y de resultas de ello reina una cierta dis-
paridad de criterios, que llega en algunos puntos hasta mantener opi-
niones opuestas, por lo que paiece conveniente dar una visiéon general
de este interesante problema que pueda servir de base a aquéllos que
se interesen sobre estos aspectos de la Geodesia Superior.

Para una mejor comprension dividiremos el presente trabajo en las
siguientes partes:

1. Introduccién.

2. La desviacién de la vertical; su calculo.

3. La ecuacion de Laplace.

4. Introduccién de la ecuacion de Laplace en la compensacién de
una red.

5. Ecuacién de condicién derivada de la de Laplace (de acuerdo
de acimutes).

6. La reparticién de los puntos Laplace.

1. INTRODUCCION,

Fué Laplace hace mas de 150 afios (Méchanique céleste. II1. 1799)
quien dié a conocer los fundamentos tedricos de la ecuacién que hoy,
en su honor, lleva su nombre; sin embargo, antiguamente, esta impor-
tantisima relacion sirvié exclusivamente como control ya que, aun re-
conociendo su importancia, no se utilizaba como un decisivo instru-
mento para mejorar la situacién de los puntos de una red geodésica,
sino mas bien como comprobacién de la correcta realizacién de ésta
y para la determinacion de las componentes de la desviacién de la

(*) Publicacion n.® 41 del Seminario de Astronomia y Geodesia de la Universidad de Madrid
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vertical, todo lo cual unido a los valores obtenidos por la compensa-
cion de la red debia reportar servicios para la determinacion del geoide
y del elipsoide que mejor se adaptara a él.

Se caracteriza el siglo Xx1x por haberse iniciado en él los primeros
contactos internacionales encaminados a conseguir una estrecha cola-
boracién de todos los paises con vistas a una unificacion de los trabajos
geodésicos, a la par que se completaban la mayor parte de las redes
nacionales y se llevaban a cabo las consiguientes compensaciones, si
bien reducidas al ambito de cada pais. Es en el siglo xx cuando se
realizan las compensaciones de grandes redes geodésicas (Paises bal-
ticos, Europa central, etc.) que requieren detenidos estudios para ob-
tener, no ya un control, sino un mejoramiento de la situacién de los
puntos o vértices de la red, en especial para los alejados del funda-
mental o datum y en los cuales, una perniciosa acumulacién de errores
puede desviarlos sensiblemente de su correcta posicién.

La medicién de bases auxiliares, profundamente facilitada por la
sucesiva aparicién de los hilos Invar, el geodimetro, el telurémetro, etc.,
permite conservar, con sefialado éxito, la precisién alcanzada en la
medida de la base principal, mientras que las observaciones astroné-
micas en varios puntos de la red son el instrumento primordial para
llevar a cabo las reorientaciones de ellas, las cuales, por causa de la
acumulaciéon de errores, han sufrido un a modo de giro alrededor del
punto fundamental.

Es en las antiguas triangulaciones donde mas patente se hace este
defecto de la orientacién, ya que, por ser normalmente algo erréneo
el acimut en el datum, la sucesiva adicion de diferencias de direccio-
nes observadas acaba haciendo notoria, a alguna distancia de aquél,
el desplazamiento sufrido por los vértices.

A pesar de que tanto los fundamentos como el empleo de la ecua-
cién de Laplace eran ya de antiguo conocidos, en la practica de las
compensaciones esta ecuaciéon no habia sido tenida en cuenta casi nunca
y no deja de ser revelador el hecho de que, cuando en 1938 la AIGG
tratd de iniciar los trabajos de compensacién en bloque de una red
europea, al preguntar a los paises interesados si en las compensaciones
de sus redes habian sido tenidas en cuenta las ecuaciones de condicion
dimanantes de la de Laplace, de las 22 naciones consultadas solo
Finlandia pudo contestar afirmativamente.

Generalmente se considera a V. R. Olander (21) * como el prime-
ro que introdujo la ecuacién de Laplace en la compensacién geomé-
trica de una red geodésica; desde luego no debe de perderse de vista
que las dificultades antes existentes en lo que se refiere a la deter-
minacion de longitudes astronémicas pudieron significar, en parte al

* Los numeros corresponden a la Bibliografia inserta al final.
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menos, un freno al empleo sistematico de aquéllas. Diferentes autores
han llevado a cabo estudios de interés sobre la forma de incluir estas
ecuaciones en la compensacién general y como trabajo digno de in-
terés es digno de resefiar el correspondiente a la red de Europa central
(Veroff. d. Inst. fiir Erdmessung. Nr 1-6. Bamberg 1949).

En la Bibliografia inserta al final de estas lineas —Iejos de nues-
tro animo el intentar dar una pedantesca demostracién de obras co-
nocidas— hemos querido proporcionar una relacion, lo mas completa
posible, de aquellos libros y articulos que se refieran especialmente a
este tema, que confiamos permitira a los ya iniciados el profundizar
en tan interesante cuestion.

2. LA DESVIACION DE LA VERTICAL; SU CALCULO.

Recordemos ligeramente una serie de conceptos de sobra conoci-
dos pero que no estara de mas puntualizar: ya es sabido que el geoide
puede asimilarse, en una primera aproximacion, a un elipsoide de re-
volucién y conviene fijarse en que:

—un elipsoide de revolucion, que tomamos como superficie de re-
ferencia para los calculos geodésicos en una regién, viene definido por
sus parametros (semieje mayor y achatamiento) y por la condicién de
que su eje de rotacién se mantenga paralelo al eje de la Tierra;

—en el punto fundamental o datum de la triangulacién se consi-
deran tangentes el citado elipsoide y el geoide, para lograr lo cual se
traslada aquél, manteniendo el paralelismo de ejes antes aludido;

—por tanto dos redes geodésicas con distinto punto fundamenttal,
pero calculadas sobre un elipsoide de idénticos parametros, no lo han
sido sobre elipsoides coincidentes;

—se conoce con el nombre de elipsoide terrestre a aquzl cuyo eje
de rotacion coincide con el eje terrestre, sus centros de gravedad son
asimismo coincidentes y su superficie es la que mas se asemeja, en su
totalidad, a la del geoide.

Desde luego, por tener el geoide realidad fisica, el denominado
elipsoide terrestre queda perfectamente definido y permite pasar o re-
ferirse a aquél por intermedio de una superficie geométrica de revo-
lucién, con el no ligero inconveniente de ser sus parametros totalmen-
te desconocidos. Por ello parece de verdadero interés la proposicién
de Vening-Meinesz (“Les principes fondamentaux de la Géodésie”.
Festschrift C. F. Baeschlin. Zurich 1957) que sefiala la conveniencia
de elegir para todas las triangulaciones un mismo elipsoide de referen-
cia, cuyo eje de rotacién y centro de gravedad cumplan las mismas con-
diciones que los del elipsoide terrestre y cuyos parametros sean conoci-
dos, proponiendo para éstos los actuales del Internacional o Hayford.

Tomado un punto de la superficie terrestre, por él pasara una
normal y sélo una al elipsocide de referencia considerado, la cual sera
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una linea recta; mas considerado dicho punto como perteneciente a una
superficie de nivel es inmediato deducir que, por no ser éstas paralelas,
la vertical, es decir la linea que une el centro de gravedad de la tierra
con dicho punto y corta normalmente a todas las superficies de nivel
que atraviesa, no sera recta sino ligeramente curvada; la tangente en
un punto cualquiera de esta linea representara, logicamente, la direc-
cién de la vertical en dicho punto.

Forman pues un angulo perfectamente definido la normal al elip-
soide que pasa por un punto dado y la direccion de la vertical en él;
este angulo se denomina: desviacién de la vertical en dicho punto con
relacién al elipsoide de referencia tomado. Se hace, por tanto, nece-
sario indicar claramente cual es el elipsoide de referencia y céomo esta
determinado (o sea: sus parametros y el lugar o punto fundamental
donde se considera tangente al geoide), ya que para un punto dado
permanecen, diriamos inmutables: el citado punto —vértice del an-
gulo— vy la direccion de la vertical —un lado—; el otro lado depende
de la superficie de referencia elegida.

En el caso de que ésta tltima sea el elipsoide terrestre queda ya
perfectamente definido este ultimo lado y por consiguiente el angulo
formado, que recibe entonces el nombre de: desviacién absoluta de
la vertical.

La desviacion de la vertical (f) puede descomponerse en dos com-
ponentes: una en sentido Norte-Sur (£) y otra en Este-Oeste (7).
representandose por 7 el acimut Norte del plano de desviacion; el
valor ) suele llamarse desviacion total de la vertical y no debe de
confundirse con la expresion “desviacion absoluta” antes definida.

Para el calculo de la desviacién en un punto se han de comparar
los valores de las coordenadas astronémicas (que corresponden a la
vertical del lugar) con los de las geodésicas (motivados por calculos
sobre el elinsoide, o sea obtenidos mediante el empleo de los métodos
normales de Geodesia Matematica para deducir finalmente la latitud.
longitud y acimut de una direccién sobre el elipsoide). Surge ahora
un inconveniente: si bien los calculos de la triangulacién se efectian
sobre el elipsoide elegido, la observacién de las direcciones se ha lleva-
do a cabo sobre la superficie fisica de la tierra —y por tanto en dife-
rentes superficies de nivel— reduciéndose aquéllas al nivel del mar
del modo ya conocido:

—el valor astronémico de la latitud del datum se reduce al nivel
del mar, que en ese lugar es tangente al elipsoide de referencia;

—analoga reduccién se efectiia con la base medida;

—tiene lugar una correccién al acimut de las visuales por causa
de la altitud del punto visado;

—asimismo se lleva a cabo la reduccion al acimut de la linea
geodésica.



De este modo (fig. 1) la triangulacién efectuada sobre la superficie
terrestre (A, B, C,..) se le ha trasladado al geoide (Ag, Bg, Cg...)
segtn la normal al elipsoide en cada punto; ahora bien, jes licito calcu-
larla como si estuviera efectuada sobre el elipsoide?, ;qué correccién
habria que introducir para realizar ese traslado? (Vening-Meinesz
propone que las estaciones se proyecten sobre el nivel del mar por
mediacién de la vertical; sobre tan espinosa cuestiéon que no deja de
presentar serios inconvenientes y positivas ventajas no vamos a tratar
ahora); parece demostrado que los errores actuales en medicién de
angulos son superiores a las discrepancias posibles entre las longi-
tudes de las lineas geodésicas de los triangulos directamente medibles
y los valores que se obtendrian supuesta la triangulacién efectuada
sobre el elipsoide de referencia, en especial si se ha evitado la exis-
tencia de visuales con fuerte inclinacién, caso normal en las redes
de I orden.

e

Fig. 1

Por otra parte, elegido un elipsoide de referencia, se tiene la casi
completa certeza de que, incluso en las zonas mas alejadas del datum,
las ondulaciones del geoide no son tan acusadas como para que la
separacion entre éste y aquél hagan temer la presencia de causas de
error que eviten el anterior proceso de calculo. Segin Helmert el
calculo tedrico indica que, bajo el macizo de los Alpes, la elevacion
del geoide sobre el elipsoide deberia ser de 200 m., mas en realidad,
tanto con ayuda de triangulaciones, como con el auxilio de medidas
gravimétricas se ha puesto de manifiesto que dicha elevacién es infe-
rior a 10 m.

En resumen: actualmente se puede dar por valido el calculo sobre
el elipsoide de referencia como si la triangulacion estuviese realizada
en él.

Obtengamos ahora el valor de la desviacién total y sus compo-
nentes (fig. 2): Sea sobre el elipsoide el punto P, de una triangula-
cién y de las rectas que de él parten Z° representa la normal al elip-
soide, Z* la direccién de la vertical, N es una paralela al eje de rota-
cién y P, otro punto del elipsoide al que se visa desde P;.
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Tomando una esfera de radio unidad y centro P, las trazas de las
citadas lineas pueden verse en la figura inferior y en ella representan:

f, &, 7: la desviacién de la vertical en el punto P; y sus componentes

1%, 7* : los acimutes norte, geodésico y astrondémico, del plano de
desviacion

of , ¢* : los acimutes norte, geodésico y astronémico, de la visual P,P,

Ak=1* )2 :la diferencia de longitudes, astronémica menos geo-
désica, de P,

Zeg ,Z2: las distancias cenitales geodésica y astronémica, es decir,
respecto a la normal al elipsoide o respecto a la vertical en P;, de la
visual P,P,.

Fig. 2

La desviacion total es en funcién de sus componentes, dada la
pequefiez del triangulo esférico Z* Z* P,:

=19 . cosecy® =¢ - sec®

El adjunto cuadro esquematico nos indica el signo de las compo-
nentes segun la situacion del cenit astronémico respecto al geodésico.



Merid.
za)EF ze )8t
M — n+
I. Vert
| Zg
72 % 7al%
7 — M+

En el triangulo esférico rectangulo NZ*P; es facil ver que, dado
el reducido valor de A%, atin en los casos méas desfavorables, NP~NZ
y por tanto:

E=0o" — 9% = Ag y ademads n=(2" —28) - cos 9 =Ax - cos¥*

Una de las analogias de Neper da en el triangulo P, Z*Z¢:

a _ -g o __ -a ~g
ca | g cos =~ = L genlf0 —= + =
gt~ . g = L - tg b
i g - o _ -a __ g
cos T T sen 180 -
2 2
y como =* + nf =~ 180°
sustituyendo el valor de =" se obtiene con suficiente precision dada
la pequefiez de fi/, y por ser asimismo 2" ~ 7%
180° — (= + =8 ) =0 . ctg{® - sen = (1.2)
La misma analogia da en el triangulo NZ* Z¢
360° — v — % 180° — * — €
. . COS——— - — sen ———-— —
ctg q’f%l, = g y=— —.tg b/,
o __ .8 4 % = o .,a g
CcOos - 369 e +. r sen ,1«80”f»" ,j o
2 2
y como y* — v& =~ 180°

las mismas razones que anteriormente nos llevan, con ¢t ~ ¢f a:

180° _‘,a & .‘,g —_ — 10 s tg "Fa . sen .‘,g (22)

De la figura 2 se deduce:
o = Y — T

o€ = Yg + =g
y sustituyendo los valores dados por (1.2) y (2.2) se obtiene finalmente:

o' —af =10 . tg9® - seny® + 0 . ctg{® - sen (of - v¥) (3.2)
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Un valor aproximado para 7 nos lo da esta dltima igualdad con

s6lo hacer ctg Z" = (), caso normal en las visuales de I orden:
n=(a" —of) - ctg ¢*

Naturalmente el empleo de esta formula sélo es permisible si:

— 2" =90° 6 sea la distancia cenital de la visual es 90’

~— cuando a¢ — ¢ = 0 — 180° para lo cual, si se tiene una idea
aproximada del acimut del plano de desviacion, basta elegir P, en esta
direccién o en la opuesta.

La férmula mas rigurosa para N se deduce de la (3.2) resultando:

o —af = - tge* + I - ctg® - senof — v - ctg ® - cosof (4.2)
y finalmente:

a® —af — & - ctg(® - senaf

=2
tg 9* — ctg ¢* - cos o8

Una serie de interesantes consecuencias referentes a las compo-

nentes de la desviacion pueden deducirse de esta formula y de las
anteriores, pero ello cae fuera de nuestro propésito.

3. La EcuaciON DE LAPLACE.

Igualando los dos valores de la componente oriental antes hallada
se tiene:
(a* —af ) — (A — 28 ) - sen ¢ =0 (1.3)
expresion que se conoce con el nombre de Ecuacién de Laplace.
Claro que también puede emplearse la férmula mas rigurosa dada
por la (4.2) obteniéndose:

(0 — of ) — (3® — %) - sen ¢ =

= ictg £ » [5 -senof — (A® — 2% ) . cos 9* - cos ocgJ (2.3)

que se transforma en la (1.3) con sélo hacer ctg Z* — 0

Esta cantidad es considerada por algunos como un residuo de la
ecuacién (1.3) y advierten que, normalmente, puede prescindirse de
ella utilizandose por tanto la férmula simplificada; mas si ctg 2" 40
dicho residuo adquiere cierta importancia para lugares de baja lati-
tud ya que, por ejemplo: para " = 0 la acuacién (1.3) da:

o — oaf =0
mientras que la (2.3) es entonces:

o — of =ctg ¥ - [E-senoc*’ — (X3 =28 - cosocg]

Generalmente, por ser en las redes de I orden la distancia cenital
muy préxima a 90°, el término anterior es despreciable, pero no debe
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considerarsele como un residuo de la ecuacién de Laplace, sino como
una correccién a las direcciones observadas, de la cual trataremos
mas adelante.

Hasta ahora hemos considerado que el punto P, pertenecia a una
triangulacién en cuyo punto fundamental la desviacién de la vertical
era nula, por lo cual la anterior ecuacién sélo estaba correctamente
establecida cuando ligase al datum con un punto Laplace, pero no
puede emplearse entre dos puntos Laplace de la misma triangulacion;
asimismo si nos referimos al elipsoide terrestre, la existencia de des-
viaciones absolutas en todos los vértices —sélo casualmente careceran
de ella— impediria su utilizacién.

Admitida una desviacién en el punto fundamental es claro que
sera sefial de que, de ese vértice, se poseen tanto coordenadas astro-
némicas como geodésicas, por lo cual para el P, se tendran:

— coordenadas astronémicas de directa determinacion

— coordenadas geodésicas por calculo de la triangulacién a partir
de las astronémicas del datum

— coordenadas geodésicas por calculo a partir de las geodésicas
del datum.

No vamos a detallar aqui los calculos que son bastante extensos y
pueden encontrarse en Baeschlin (1) y (3); s6lo pondremos la ecua-
cién final:

a g a __ sag ) | - N Y . —
ajy — 5o ( A -3 > sen ¢, — & - sen (A; — Ay) + €OS P;
+ 1 ( secy, - sen®; — sen (ki — Ay) - tg ¥, - sen$; - cosec ug - COS P,

cos (Ay — Ay) - sen®, - sec P, | =20
1 0/ 0 1

en la que no necesitan especial aclaraciéon las diferentes letras que
intervienen.

De este modo puede ya emplearse la ecuacién de Laplace entre
dos puntos cualesquiera en los que se hayan efectuado observaciones
astronémicas a la par que estén ligados por una triangulacién y sea
conocida la desviacién de la vertical en uno de ellos; el presente pro-
blema adquiere especial interés en la compensacién de grandes redes
geodésicas ya que, tomado entonces un solo punto fundamental para
la totalidad del conjunto, los particulares de cada triangulacién que
las integren pasan a tener una desviacién de la vertical.

4. INTRODUCCION DE LA ECUACION DE LAPLACE EN LA COMPENSACION
DE UNA RED.

Conocida ya la ecuacién de Laplace conviene examinar los pasos
necesarios a dar, para llegar al planteamiento de la ecuacién de con-
dicién utilizable en la compensacién general de la red.
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Naturalmente que la reduccién del acimut astronémico de PP,
al geodésico de esa misma direcciéon entrafia las mismas correcciones
que tienen lugar en las direcciones observadas para pasar a las geo-
désicas; estas correcciones son:

— por reduccién a causa de la altitud del punto visado
» H
Y 2a
— por reduccion a la linea geodésica

- el . cos®y - sen 2 af

+ =+« — - e -cos?¢ - sen24af

En estas formulas sélo es necesario aclarar que H es la altitud del
punto visado; e la primera excentricidad del elipsoide de referencia
(=) a*=b*/a); 0" = 2,06.10° (=1/sen 1”). (Tardi en su “Traité de
Géodésie” I-11. 1954, da las foérmulas anteriores sustituyendo en ellas
el semieje a por la normal N, lo cual puede efectuarse dentro del orden
de aproximacién de alguna milésima).

Ya entonces la ecuacion de Laplace completa toma la siguiente
forma:

(a* —af )" —(2* —2%)" - sen9o=0 - ctg$® - sen (af — &) —

, H o st

p"—>— - e*-cos%®¢ -sen2af + —— - — - e? . cos%9 - sen 2af
2a 12 HE

91;—‘;5- <0701 puede ser despreciado el 3¢ término del

segundo miembro; Baeschlin da en (4) que para el elipsoide interna-

en la que por ser

; . e 2 S
cional es ¢” - 2a - H(=1km)=0"1087, resultando en definitiva la ecua-
cién de Laplace:
(o —af)” —(3® — 28 )" sen¢ =0 - ctg{* - sen (af — af ) —
— 0"1087 - H.“,km - cos®y - sen 208
Noétese que entonces el valor de ¢* es el valor del acimut observado.
Veamos a qué corresponde el término f - ctg Z2 - sen (g — 7 );
en el triangulo P,Z*Z¢ podemos obtener con suficiente aproximacién:
a————
Z* P, 78 =0 - ctg{ - senw® =0 . ctg® - sen(af — v*)

Vening-Meinesz sefiala en (32) que ésta es la tnica correccién que
tiene relaciéon con la desviacion de la vertical en el punto estacion,
siendo motivada por la desviacién entre el plano vertical del teodolito en
la estacién P, que pasa pues por la normal al geoide en esta estacion
y en el cual tiene lugar la observacion de P, y la normal en este
punto al elipsoide mediante la cual se le proyecta sobre el nivel del
mar. A esta correccién que la mayor parte de las veces no es utili-
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zada se la suele conocer con el nombre de “reduccion a la normal
al elipsoide en el punto estadion”.

A fin de no sujetarse a los valores de la desviacién con relacion
a un elipsoide determinado, el valor de la desviaciéon total antes fijado
habria que substituirlo por la diferencia entre el del punto visado y el
de la estacion; como naturalmente para determinar las componentes en
aquél son necesarias medidas de latitud y longitud, sélo hace falta
llevar a cabo en él una determinacién de acimut para convertirlo en
punto Laplace. Este otro acimut es preferible sea el inverso al ante-
rior, es decir, de punto visado a punto estacién, por lo que resulta
ventajoso colocar los puntos Laplace siempre por pares.

Naturalmente la misma correccién antes citada debe introducirse
también en las direcciones visadas y el despreciarla puede dar lugar,
en circunstancias especiales, a la presencia de un error de cierre o
contradiccién de Laplace sensiblemente falseado; veamos un ejemplo.

Si en una zona que posea una desviacién de la vertical sistematica
tomamos para el transporte geodésico dos direcciones que formen el
angulo T" —T y suponemos nulo el acimut del plano de desviacion,
asi como de 90° el del itinerario geodésico utilizado para el transporte
de coordenadas, las correcciones a las direcciones serian:

T T para la direccién T': 0 - ctg 2°
0 para la direccion T : 0 - ctg 2"

es decir en total 2 - 0 .« ctgZ", y si tomamos ctgZ= 0’004, contando
el itinerario de transporte 10 vértices, tendriamos finalmente un error
por esta causa de 0708. i que puede ser apreciable segun el valor de
la desviacién en la zona considerada. Claro que no es necesario uti-
lizar un valor exacto de ésta, ya que sélo el empleo de uno algo apro-
ximado hace que el error residual sea despreciable.

Para el planteo de la ecuacién de Laplace se hace necesario el cono-
cimiento del acimut geodésico de la direccién a comparar, asi como de la
latitud y longitud del punto Laplace, por lo que surge la conveniencia de
examinar el modo de llegar al calculo de estos valores y la precision
requerida en el conocimiento de éstos; desde luego dado que la latitud
sélo interviene por su seno no ha lugar a consideraciones sobre ella;
es pues la combinacién « - - senwla que necesita ser examinada. Sea
una red geodésica (fig. 3) con punto fundamental O y punto Laplace
V., vy de la que aparece representado el encadenamiento que mas di-
rectamente los une; reducidas todas las direcciones como antes se in-
dic6 se puede, a partir de O y por sucesiva resolucién del problema
geodésico fundamental, obtener las coordenadas finales de V, bien
con el auxilio de los angulos compensados dentro de cada triangulo,
bien sin recurrir a esta previa compensacion.
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Sea de uno u otro modo, los sucesivos acimutes se hallan merced
a la intervencién de la convergencia de meridianos entre cada dos
vértices consecutivos, por lo que:

Ve
Vs
Vi
vy
Ve
0
Fig. 3
k k
af=af + Y Ao +180° - k + X angs en V, (i=2.4...k

o o

y las coordenadas encontradas para V, , bien que erréneas, nos per-
mitiran calcular los acimutes directo e inverso de la linea OV, re-
sultando:
K
Aoy, == oy — g, — 1807 =X Ao

o

valor que segun la férmula de latitud media de Gauss podemos escribir:

S o, + o+ 180° .+
Aoy ,=p" ke se (—Okv—'- kot ), tg—— k
S 2 2
que se transforma en:
Aty =5 "8 Py " Yy (1.4)

al hacer:
v o= § %ok + *ko + 180°
'k ko\— %

o sea llamando y, la distancia del vértice V| al meridiano de O, y
diferenciando se obtiene finalmente:
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k

d_‘:Aoc:w‘Nﬂ ctge, - dy

o m

De las mismas féormulas de Gauss se deduce:

— . Sy, - senox . sec P

y de aqui, de un modo analogo a anteriormente:

d(AXx . sen =t ,L, v ol 24

\: o ka / N cos :Pm k ( )

La suma de ésta con la (1.4) da, después de algunas simplificaciones
y poniendo A, =o0:

4 . v g %o + P
d ( DAy + Ay - osen¢ ) == N 2 - sen B e dyy,

o m

que apenas llega a valer alguna centésima de segundo para las dis-
tancias normales de empleo de los puntos Laplace. Las lineas gene-
rales de la demostracion anterior estan tomadas de Baeschlin (1) v (3).

Se ve pues que el error que motiva el transporte de coordenadas
es despreciable y por tanto resulta indiferente realizar el calculo sea
con los angulos sin compensar, sea compensados dentro de cada tri-
angulo. Esta aparente incongruencia se explica por la existencia de
la diferencia « —) - sen« que da lugar a que, si el acimut transportado
es arréneo, también lo sea y en la misma medida la expresién % - sen «
lo que permite el poder plantear las ecuaciones de Laplace mediante
valores aproximados de las coordenadas geodésicas. Al mismo resul-
tado llega Kneissl en (15), si bien por otro camino.

5. EcuAciON DE CONDICION DERIVADA DE LA DE LAPLACE (DE ACUERDO
DE ACIMUTES).

El empleo practico de la ecuaciéon de Laplace requiere la obten-
ciéon de una ecuaciéon de condicién que permita utilizarla, conjunta-
mente con las restantes, en la compensacién de una red; se la suele
conocer, en virtud de la misién que cumple, por el nombre de ecuacion
de acuerdo de acimutes.

Su forma normal es (para el punto de latitud o, ):

corr onﬁ — corr oc;‘ — corr 2y - sen ¢ + X corr.dir.l; + wy, =0

en la que figuran las correcciones correspondientes al acimut y lon-
gitud astronémicas del punto Laplace, las de las direcciones que unen
a éste con el datum y las del acimut astronémico origen; el término
w, se denomina generalmente error de cierre o contradiccién de La-
place. Delicada cuestién es la atribucién del correspondiente peso a



14

cada una de las cantidades observadas que en esta ecuacién inter-
vienen, sucesivamente nos iremos refiriendo a ello, pero desde luego
ya ahora se puede marcar que parece preferible otorgar a las mag-
nitudes cbservadas en los distintos puntos Laplace un mismo peso
—siempre que las observaciones en punto a niimero etc., sean simi-
lares— y no distintos deducidos de los resultados de las observaciones.

Olander ha dado (21) una férmula de empleo que concuerda con
la de Helmert (9), con la forma siguiente:

U, U Vii — Vik—cos L . sen (M, — M, ) - dL, +

1

+cosL - sen( Ly =L ) cd M, +wy =0

la cual puede ser utilizada asimismo, cuando todos los vértices de la
red son puntos Laplace, lo que ocurre precisamente en una gran parte
de la red finlandesa de I orden.

Las correcciones de los acimutes y longitudes astronémicas se en-
cuentran reunidas en las U de tal forma que: U = dy- di seny y pro-
porcionan, por tanto, las correcciones de los acimutes Laplace; las de
las direcciones vienen representadas en las V. En caso de querer emplear
rigurosamente la citada ecuacion, los dos altimos términos han de per-
manecer indeterminados a lo largo de la compensacién y es claro que
convendra referirlos —si se emplean desviaciones absolutas— a dL vy
dM ,, lo que correspondera a una traslacion del punto fundamental por
imperfecto conocimiento del verdadero valor de la desviacién absoluta
en dicho punto; caso de conocerse valores aproximados de ésta, o bien
tomar en el datum desviaciéon nula, es posible despreciarlos y cumplir
sin ellos la ecuacion de Laplace.

Planteemos ahora esta ecuacién entre dos estaciones unidas por
mediacién de varias intermedias:

Us—U + Ve = Vot -« +V—Vi 1 +w=0
que esquematicamente puede escribirse:
[VI+ U, — U, +w=0
con:
U,=dea, — di, - sen o, U, =do,—dr, - sen g,

El valor de w es entonces, siendo | las direcciones observadas:

W=0a, = (o — My)sen o, + (Io; —1o) + ... — 2+ (}, — M, )sen ¢,
y por ser los acimutes Laplace:

A, =0, — (Ao — M,) sen ¢, A =0 — (3 — M) - sen oy

queda finalmente:
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Naturalmente, caso de que en el datum la desviacién sea nula, ten-
driamos %, = M, y por tanto A, = 2,

Se ve por todo lo dicho que no debe admitirse como totalmente
exento de error el acimut obtenido en el punto fundamental, bien que
generalmente sea mas preciso que el de los Laplace, ya que en otro
caso se da a la red la posibilidad de encontrarse girada en uno u otro
sentido segun la magnitud y sentido del error verdadero en él.

En la practica de la compensaciéon se acostumbran a tomar los
coeficientes de las correcciones a las direcciones como iguales a la
unidad, lo que en rigor no es cierto (véase p. ej. Roelofs (23)) pero
ello puede admitirse sin pérdida de precision.

Frente a estas soluciones total o casi rigurosas existen otros méto-
dos aproximados de los que daremos ligera idea siguiendo a Berroth.
“Die Ubertragung von Richtungen in weite Fernen”. AVN 1938:

—exclusiva orientacion astronémica, que consiste en observar en
todas las estaciones de un itinerario o encadenamiento geodésico aci-
mutes astronémicos con determinado error medio, los cuales son uti-
lizados para la orientacion sin recibir ninguna correccién procedente
de ecuaciones de condicion como las anteriormente indicadas y por
tanto sin que tenga ninguna intervencién la ligazén geométrica de
unas a otras direcciones.

—orientacién encadenada aproximada o de Ploss (22) realizada
mediante el acimut correspondiente a la media aritmética efectuada
entre el procedente del acimut Laplace y del dado por el transporte
de coordenadas geodésicas desde el punto fundamental.

En el antes citado trabajo de Berroth se indica que la compensa-
ci6én rigurosa no debe ser usada mas que en cadenas de hasta 400 kms,
ya que para mayores distancias no proporciona ninguna ventaja sobre
los aproximados y si mayores y mas complicados calculos, por lo que
a partir del anterior limite aconseja usar uno cualquiera de los métodos
aproximados; ello sin embargo, no parece aconsejable en vista de la
no despreciable ventaja —en especial para los trabajos posteriores—
de obtener mediante la rigurosa compensacién una red uniforme y ho-
mogénea.
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6. LA REPARTICION DE LOS PUNTOS LAPLACE.

Cuestion harto discutida y ain no definitivamente aclarada es la
que se refiere a la situacion y distancia mas favorable de los citados
puntos que trataremos de enfocar desde tres aspectos distintos, lo que
permitara obtener una idea bastante completa de este problema; estos
aspectos son:

—]la fijacion de peso a los valores astronémicos;

—el error de transporte de acimutes en una red geodésica;

~—Ila precisiéon de las coordenadas transversales.

Con respecto a la fijacion del peso si admitimos para las direc-

. - : k
ciones geodésicas observadas el peso unidad e 1 se deduce para

i

el de la correcciéon astronémica (o sea la magnitud U=d =« d7 - sen®)
m.ﬂ

el peso— ;- enelcual my*=my* + m; *. sen? dado que actualmente
A

se puede admitir para errores medios de una direccién y de un acimut

astronémico Laplace las cantidades + 0”3 y + 0”5 respectivamente,

si bien este dltimo es algo, diriamos, optimista, podemos considerar el

1 1 .

~—~< P < —~ . Entre estos limites se

30 « <3 e estos S

encuentra el dado por Olénder (21) para la compensacién de la red

peso de la magnitud u como:

finlandesa de la zona Sur y que es 7215—

Es claro que si el peso dado es reducido, son las correccicnes a los
acimutes las que han de servir en mayor grado para compensar el error
de cierre o contradiccion de Laplace, mientras que, si es elevado, es a
costa de las correcciones a las direcciones observadas de las que se
efectia la casi totalidad de la compensacion; naturalmente hay también
propuestas de que los acimutes astronémicos sean supuestos exentos
de error y la contraria o que sean las direcciones las consideradas
inmutables, propuesta esta tltima menos admitida, mientras que aquélla
es practicamente el fundamento del método aproximado denominado
“exclusiva orientaciéon astronémica” y del de Bowie (8).

Un interesante trabajo de Wolf (33) permite dar un peso interme-
dio, pero estando ligada esta cuestion con la distancia a situarlos, se
cae en un circulo vicioso ya que, si por una parte se quiere fijar el
peso en funcion de la distancia a que estén situados los puntos La-
place, por otra se desea, a partir de la precisién, fijar la distancia a
colocarlos; desde luego colocados a bastante distancia pueden ser con-
siderados como exactos.

Notese que en todo esto se trata no s6lo de correcciones al acimut
observado en el punto Laplace sino también el fundamental, que tam-
bién precisa correcciéon como ya dijimos.



— 17 —

Un mejor criterio para la fijacion de la distancia lo da el error
de transporte del acimut en una red geodésica, en la cual el primer
lado es orientado astronémicamente y los demas mediante sucesiva
adicién de diferencias de direcciones observadas; este error ha sido
ampliamente estudiado por muchos geodestas, aunque casi siempre ci-
fiendose a formas particulares de redes, en especial: cadenas de trian-
gulos, de cuadrilateros, dobles cadenas. etc., habiéndose demostrado
que, dentro de ciertas limitaciones, depende poco de la configuracion
de la cadena. Con respecto al error de transporte en mallas, es decir,
en redes uniformemente extendidas por toda la superficie, los estudios
hasta ahora realizados parecen indicar que las consideraciones obte-
nidas para las cadenas son también validas para las mallas.

Dado que el citado error crece rapidamente con la distancia al
punto desde el que se inicia el transporte es factible deducir, con su
ayuda, un interesante criterio para fijar la distancia de los puntos
Laplace; si el error de transporte de coordenadas geodésicas —en rigor
del acimut exclusivamente— ha de ser inferior al del acimut Laplace
no pueden éste y el punto fundamental estar separados mas que por
muy pocos triangulos, dos o tres a lo sumo. Un estudio muy completo
sobre este particular lo realiza Sigl (30) y por el mismo camino llega
Baeschlin (1) a que el nimero de direcciones entre dos puntos Laplace
no debe de ser inferior a 10 ni superior a 30, recomendando el uso
de la férmula siguiente:

Vm +m~ +mz(k — ) - sengcp:flfm. ]/_
k i 2 1 T

En eclla vemos que el primer miembro no es otra cosa que
|m*A; + m*A, vy si hacemos mAi = mAk - = mA al considerar el
error de las direcciones + 073 se obtiene finalmente para n el valor
aproximado de 20, es decir el doble de lo indicado anteriormente;
con arreglo a lo que antes dijimos con respecto al peso fijado para
cada magnitud de observacién llegamos a la conclusiéon de que, me-
diante este sistema propuesto por Baeschlin, se tiende a cousiderar a
los acimutes astronémicos observados como casi exentos de error, com-
pensandose el error de cierre o contradicciéon de Laplace a expensas
casi exclusivamente de las correcciones a las direcciones geodésicas
observadas.

Como tercer camino para fijar la distancia de los puntos Laplace
seflalamos la precision de las coordenadas transversales: puede verse
facilmente que un error en la orientacién de una cadena es causa prin-
cipal en la desviacion transversal de los vértices de la red, mientras
que el error en la longitud de la base medida y sucesivos lados es la
determinante de una desviacién en el sentido longitudinal. Es por este
camino por el que Bonsdorff (6) llega a las siguientes conclusiones:
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—se obtiene la orientacion mas favorable si cada vértice de la trian-
gulacion es un punto Laplace;

—observar acimutes, aunque sean de gran precisién, sélo al final
de las cadenas es mucho mas desfavorable que elegirlos mas préximos
aunque de precisiéon media.

Estas conclusiones son validas para las cadenas sencillas de trian-
gulos pero, por lo dicho anteriormente, parecen también aconsejables
para cualesquiera redes o mallas. Sobre la precisién necesaria en los
acimutes Laplace también en este mismo trabajo de Bonsdorff se
muestra que, a partir de los datos de las observaciones astronémicas
finlandesas, la precisién alcanzable en 10 noches de observaciones es
apenas el doble de la que puede conseguirse en dos noches, lo que
demuestra que el rendimiento obtenido no esta en funcién del aumento
de precision; ello unido a lo anteriormente dicho sobre la conveniencia
de varios puntos de precisiéon media da una concisa idea sobre la
reparticién mas favorable de los puntos Laplace.

Entre las soluciones que se han dado para aumentar la precision
de los acimutes astronémicos merecen sefialarse:

—la observacién de los dos acimutes opuestos de una misma di-
reccién; de este modo a partir de (% - % )y (% - 7% ) se obtiene:

A, — A, (transportado) = \ %y — “ki) - \/kk — X . sen ¢

lo que permite hallar la precisién relativa entre ellos;

—la observacién de unos cuantos acimutes que se transportan y
reunen sobre un solo; de este modo, si bien se aumenta la precision
final del referido acimut reunién del conjunto, por encontrarse este
punto Laplace a bastante distancia del fundamental —y de los otros—,
no se cumplen las condiciones requeridas para la mejor orientacion
de la red.

Como resumen de todo lo dicho parece que las condiciones éptimas
con respecto a la situacién de los puntos Laplace son:

—situarlos normalmente por pares observando tanto el acimut di-
recto como el inverso de la direcciéon que los une;

—a no inferior distancia de 100 kms ni superior a 200 kms lo que
supone ligazén por intermedio de unos 3 a 5 lados geodésicos de
I orden;

—la precisién de las observaciones no es necesario sea muy elevada.
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