UN TEOREMA DE EXTENSION DE WHITNEY
EN DIMENSION INFINITA Y CLASE P

por

JUAXN MARGALETF ROIG y ENRIQUE OUTERELO DOMINGUEZ

ResuMeEN

Se prueba que si f es una aplicacién de clase p en un abierto de un cuadrante de-
un espacio de Banach real, entonces en cada punto del abierto, f admite una exten-
sion de clase p a un entorno global de dicho punto.

Se utiliza este resultado para establecer un teorema de extension de Whitney en
un cuadrante de un espacio de Banach y un teorema de la funcidén inversa en varie-
dades con borde anguloso.

PRELIMINARES

Sea K un espacio de Banach real y A = {x, ..., %,} un sistema
linealmente independiente de elementos de £ (E, R). Entonces al
conjunto

fx € EN(¥)=>0,..., N\, (¥) >0}

se le llama A-cuadrante de orden n de E y se le designa por EX. Asi-
”

mismo al subespacio vectorial cerrado de T, n Ker 2;, se le desig-
=1

nard por E'\. [Es bien conocido que
0
E=EA®TL gxh- . -axng

donde ; (#)) = 3;. Si x es un elemcnto de E}, se llama indice de #,
ind (#), al cardinal del conjunto {i/X;(¥) = 0}. Si U es un abierto-

de Ej, al conjunto {#€ U/ind (x) > 1} se le llama borde de U y se:
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le designa por o0 U y al conjunto {#€ U/ind (¥) = 0} se le llama in-
terior de U y se le designa por int (U). Kl interior y el borde cumplen
lo siguiente:

U—29U=intU; U=@U) U intU; oU N intU = ¢;
int U es abierto en E; si
A=0¢,0U=¢ e intU=U; si daUF o, Axk¢ e intU= 9.
Prorosicioxn 1.—Sean E, F espacios de Banach reales,
A= {0y )

un sistema lincalmente independiente de elementos de £ (E, R), U un

abierto de EY, f una aplicacién de U en F y # un elemento de U.
Entonces si u, v son elementos de .£ (E, F) tales que

lim | f(y) —f(x) —u(y—2)[| |y —=]|7'=0

lim | f(3) —f@) —2(y =2 |y == =0,

.se verifica que u = v.

Derinicion 2.—Sean E, F espacios de Banach reales,

A=y oy A}

un sistema linealmente independiente de elementos de £ (E, R), U un

abierto de EX, f una aplicacién de U en F y x un elemento de U.
Entonces si existe un elemento # de .£ (E, F) tal que

lim | f(»)—f(x) —u(y—2)|| |y—=x]|'=0,

y>rx

se dice que f es diferenciable en &, se escribira u = D f (x) y a D f (#)
se le llamara diferencial de f en #.

Si f es diferenciable en cada punto de U, diremos que f es diferen-
ciable en U.
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Observamos lo siguiente:

1) Los conceptos definidos anteriormente no dependen de la nor-
ma zdmisible utilizada.

2) Si A =@, Ef = E y las nociones anteriores coinciden con las
dadas en el calculo diferencial ordinario en abiertos de espacios de
Banach.

3) Si f es diferenciable en #, f es continua en .

4) Si f es diferenciable en # y v 6 — v pertenece a E}, entonces

Df(#x) (@)= lim (f(x + to) —f(#)) - 7%

t>0

5) Se tiene también la regla de la cadena
D(f- g(x)=Dg(f(#) - Df(x)

6) Se cumple el teorema del valor medio: Si [, v] estd conteni-
do en U, f |, es continua en [#,y] y f es diferenciable en cada

punto de (#, v) y la diferencial estd acotada por K en dicho intervalo,
entonces

If ) —F@I=Kly—=x]|.

7) Se introduce por induccidén, el concepto de aplicaciéon p veces
diferenciable en un punto & dec U y el concepto de diferencial de orden
p en x, D? f (x). Asimismo se cumple que D? f (+) es p-lincal simétrica
y continua.

Drrinicion 3.—Sean IE, F espacios de Banach reales, A = {k, ..., 2,
un sistema lincalmente independiente de elementos de £ (E, R), U un
abierto de LY y f una aplicacién de U en F.

a) Se dice que f es de clase 0 en U, si f es continua en U.

b) Se dice que f es de clase p (p'€ N) en U, si f es p veces dife-
renciable en U y la aplicacion D? f de U en L2 (I, F) es continua.

c) Se dice que f es de clase a0 en U, si f es de clase p en U para
todo p de N.

Naturalmente f es de clase p en U si y s6lo si f es diferenciable
en U y la aplicacién D f de U en .£ (E, F) es de clase p — 1.

Por otra parte la composicién de aplicaciones de clase p es de
clase p.
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Otras definicioncs alternativas de aplicacién de clase p:

Sean E, I espacios de Banach reales, A un sistema finito y lineal-
mente independicnte de clementos de £ (I, R), U un abierto de £},
j una aplicacién de U en I' y p un elemento de N U {oo}.

DrriNicion 4.—Se dice que f es de clase p en U, si para todo ele-
mento & de U existe V®, entorno abierto de x en If y existe f,, aplica-
cién de V® en F de clasec p (en el sentido del cilculo diferencial ordi-
nario) tal que f, y f coinciden en V® N U.

Derinicion 5.-—Se dice que f es de clase p en U, si existe G abierto
de E y existe f aplicaciéon de clase p de G en T (cn el sentido del
calculo diferencial ordinario) tal que GNTEY{= U y f, f coinciden en U.

Observaciones:

A) Toda aplicacién de clase p, segtin la definicion 5), es de clase
p segun la definicion 4).

B) Toda aplicaciéon de clase p segtn la definicién 4), es de clasc p
segun la definicién 3).

C) Si E admite particiones de la unidad de clase p, entonces la de-
finicién 4) implica la definicion 5).

D) Si E = R las definiciones 3), 4) y 5) son equivalentes.

Es consecuencia de que R* admite particiones de la unidad de clase
p v del teorema clisico de extension de Whitney, cuyo enunciado es
el siguiente:

«Sean A un cerrado de R?; F un espacio de Banach real, f una
aplicacién de A en F, r€ NU {0} y para todo k€ {0, ..., r}, f. una
aplicaciéon de A en L5 (R?, F), donde f, = f.

Para cada k€ {0, 1, ..., #} se considera R;: A x A — L (R?, F)
definida por

"=t fui () ((y — 2))

Rk(:r).’y):.fk(]) —Z

i=0

7!

Supongamos que para todo k€ {0,1, .., 7}, todo #, € A y todo
¢ >0, existe 3> 0 tal que para todo #,, +, € A con

lxi—2 | << v [lxa— 7 [| <3,
se verifica que

I Ru(xyy 2) || <ol 2y — 2 || 72
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Entonces existe j: R? — > F de clase r tal que f |, = f y para todo
k€1, .., 1}, D f) |a = for.

) Sij es una aplicacién de U en V, donde U y V son abiertos
de los cuadrantes Iijy T1respectivamente, se dice que f es un difco-
morfismo de clase p si f es biyectiva de U sobre V y f, f~ son de clase
p en el sentido de la definicién 3).

Si j cs un difcomorfismo de clase p, para tedo x de U se cumple
que D (x) es un homeomorfismo lineal de I sobre I'. Ademis sc
cumple el teorema de invariancia dcl borde, es decir:

ind (x) == ind f(x)

para todo & de U; 0 Uz~ D siy solo si 0VED; 00U # ¢ implica
que A ¢y MAD;

flintU)y=intV; fU)=0V y f| e

es un difcomorfismo de clase p de int U sobre int V. (Iiste teorema
no es cierto para p =0, aunque si lo es para p =0 y dimensidon finita.)

Nos proponemos probar la equivalencia de las definiciones 3) y 4),
en dimension arbitraria y clase finita.

Lema 6 (R. Seeley, [3]).—Iixisten dos sucesiones de nameros rea-

les {@u}nenwyin ¥ {bu}nenuin tales que:
1) b, <<0 para todo n€ NU {0}.

2) Z | @ | | ba |P <0 para todo p =0,1,2, 3, ...

7 =0

3) Z a, (b)) =1 para todo p = 0,1, 2,3, ...
n=0

4) Lim {b,}nenyio = — 0O.

LemA 7.—Sean E un espacio de Banach real, X un elemento no nulo
de £ (15, R), U un abierto del cuadrante E,*, ¥ un espacio de Banach
real, f una aplicacién de U en F y p un namero natural.

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) f es de clase p, segtin la definiciéon 3.

b) Para todo x de U existe V= entorno abierto de » en E, y exis-
te f aplicaciéon de V= en F de clase p (en el sentido del célculo diferen-

cial ordinario) tal que 7|vx av = f v nu-
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DEMOSTRACION.—b) ==> a) Se verifica siempre.
a) ==> b).
Sea v un elemento de [£ tal que A (v) = 1. Entonces

§:E— E9 » L {o}

definida por
0 (2) = (V2 7+ 2),

donde y, + 7, v = x, es un homeomorfismo lineal.
Ademas B: L,\° x L {v} — E,° x R definida por

B(virv)=(7)
es también un homeomorfismo lineal y » = 8 0 cumple que
a (E%) = E% x (R* U {0)).
Sean V = « (U), abierto de E,* » (R* U {0}), y g = f- (=7 |v), apli-
caciéon de clase p de V en F.

Sea €U y «(x) = (4, #z). Si 7,720, «(x) pertenece a int (V) y
basta tomar

Ve=al(int(V)) y f=f]|v=
Supongamos que 7, = 0. in este caso
a(zr) € EQxi0) NV

y existe ¢, > 0 tal que
B, (x0) 2 [0, &) C V,

donde B (r,) es bola de E,°.
Sea v el difeomorfismo de clase oo de R en (— ¢, ¢,) definido por

gt

) = —
=y

Es claro que y ([0, =)) = [0, &)).
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De esta manera, se tiene la aplicacién de clase p, I, de
B., (%0) # [0, )

en F definida por
h=g | s, (=0, ° (s, (z0) ¥ 7)-

Puesto que & es de clasc p, existe W®, entorno abierto de &, en
Be, (#,), existe >0 con 3<Te, y existe K> 0 tales que || (y,8) | <K
para todo

(7,t) € W= x[0,9);

Di, Di, I estd acotada por K en W2 [0,3) para i + j<p y D¥h
estd acotado por K en W% x [0, 3) para todo k < p.

Se considera la aplicacién de clase oc, ® de R en R cuya grafica es:

o7

0 32

y se define & de W% & R en F de la siguiente forma:

F(p, 8 si 0<t¢
B D=9 N 0,0 k(36,0 si t<0
‘nZ:;),(n)(y,n) <

\

donde {@.}newvin ¥ {Ou}aexouio son las sucesiones construidas en el
lema anterior.

Como lim b, = — o5, dado ¢ << 0 existe 5, € N tal que para todo
# >y todo ¢ <t, b,t >3, lo cual implica que la suma que inter-
viene en la definicién de I es finita y por tanto /i es una aplicacién.
Ademés el mismo argumento anterior, pruchba que i es de clase 7

en Wo x (<, 0). Es claro, de la definicién de /1, que & es también de
clase p en W2 & (0, -).
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Veamos que cn cada punto (y, 0) € W x R, existe un entorno
abierto de dicho punto en W% x R, en el cual i es de clase p.

1) 7 es continua en cada punto (v, 0) € W% x R. En efecto:

0
Sea y,€ W% y ¢>0. Como E | a,| es convergente, existe ne€ N

n =0
tal que
S e
am | < ‘
IR T
Luego

@

€
D 1w | Q@) A(5, 0.0 <3
m=ng+1
para todo (v, t) € W= & (<, 0).
s claro que existe n, > n. tal que

0

> Jawl - H/z(yo,mus—Z-

m=mn+1

Consideramos la funcion

S 1w | @) | 5(3,508) — h(30,0) |

=0
para todo (y, t)'€ W% & (<, 0], que por ser continua en (y,, 0), impli-
ca la existencia de V¥, entorno abierto de y, en W% y la existencia

de 4 > 0 tales que b, t<% para t € (— 1, 0) y

Sl an Gt 1A (3 — (0 0| <

n=0

para todo (v, t) de V¥ x (— 1, 0).
Asi para todo

(3,1) € Vox(— 7, 0), ia",@(bm Dk (9, b t) —

m=0

@

—/l(j/o.())n<%, (Za,,,:l).

=0
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Luego para todo

(#,2) € Vox(—n,0), | 2(3,8)— h(2,,0) || <e.

Como /i es continua en W= 4 (R+*U {0}) se tiene la continuidad de
hoen (v,, 0).
Luego /i es continua en W2 x R.

1I) 7 es de clase p en W= x R.
LEn efecto:

Podemos suponer que W= = Be: ().
Es claro que

D, k(x,8)=D, k(x,1
para todo (#, t)'€ Be (x,) ¥ R con ¢ > 0.

Ademas para todo (v, £) € Ber () # R con ¢ << 0, se tiene que

Dy fe(x,)= D a, (b, 1Dy hi(x, bat).

7=0

En esta ocasiéon D, /i juega el papel de la i y por tanto D, & es
continua en Be. (v,) 4 R.

Para

) h(y,t)— k(90 )
7 € B (x), lim = U)t”y)=mkmmu»
t—>0

Veamos que

lim — h(y, ) — h(,0) =D, Z(y,0) (1).

50" t

ay Q@ (but) e (9, b0t) — 1 (,0)
lim 2D )—2(50) _ im Z

n =

>0 4 >0 4 -
— lim Zb,,a,,[@(b"t)}l(y’ bat) — “y’o)]: Dy 4 (3, 0) (1).
t=>0" n=0 b”t

En efecto: Sea ¢ > 0.
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Existe =, < —;- tal que

‘ h(]’vt) —/z(y, O)
T

Dk, 0)<1)“<1

para todo '€ (0, =,].
Existe g€ N tal que

> 1
Z |an| ibn ! <_;—' k ‘)k ‘
nsg+1 max. 1,—8-+k,—“~+ k‘

T

Por otra parte

i Z a, bn[q)(bnl‘)}l(j/abut)—/Z(J/ao) _Dzll(_yyo) (1)]“S
=g+ 1 b,,t
» O (but) k(p, but)— £ (y,0)
- . by | - — Dy 2(y,0) )| <<
—n_;*_ll( | ] | “ " A4 )()|_
. 2k S €
< max.{l,—+4 & —-+ /e$. Z la.| - lb”|<_9_ para todo  #<0.
0 7y n=g+1 “

h(y, D — 7 (2,0)

T

Existe =, << =, tal que
D, 4 (5,0)(1) H<

€

< -
2max. {1, lag | [ &) y.oslag| [6,]4%- (g4 1)

par todo t € (0, =,).
Existe =, tal que para todo ¢ de

(— 75 0), 0o 2,8, 2, ..., 8,2 € (0, m,).
Finalmente para todo ¢€ (— =,, 0),

S q)(b”t)h(y)bnt)_h(y,[)) c
Zb[ 5.2 —Dz/z<y,0>(1)]“<_2_,

como queriamos demostrar.
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Luego

B2 )—h(3,0) . k() —k(50) _
t t>0 t

=D, £(5,0)(1)=D, 4 (y,0)(1),

lim
1> 0

de donde D, A (y,0) =D, % (y, 0) para todo y € Be (4,). Natural-
mente se tiene también que D,k (y, t) = D, i (y, t) para y € B. (%)

y t>0.
Por dltimo, para (y, t) € Be (x,) # R con ¢ << 0 se tiene la férmula:

Dy (3,8) =D @, 6, DO (b, ki (7, b:1) +

n=0

+i‘anb,,(l)(b,,t) Dy % (7, ba 1),

n=t)

Veamos que D, & (y, t) es continua en B. (v,) x R.
Sea y,'€ Ber (#,) vy ¢ > 0. Entonces existe ¢ € N tal que

D el ] <K H

n=g+1

donde H es una cota de || D @ (z) || al variar = en Ry H > 1.
Por otra parte, existe 3, <—Z— tal que para todo t€ (—3,, 0) y todo

d
7 € Be (%), qu<?

Slanl 1l ADOGr) | - [ (50,8 | =0

7n=0
Ademas

3008 0.00,5 (50,0 = DiE (0 0)|=
=0
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< ﬁj%m@wmbﬂmma~m2mmW+
n=g+1
+) S 5,00 ¢ Dy 1 (51,5, t)—sz?m,on“s
7 =0
S%K*l- H-' . 2K + Zoa,,b,.[l),,/z (y,b,t)—D2/z(yo,0)]"

para todo y € Ber (1) y todo t€ (— 3,, 0).

Por la continuidad de D, I en B (¥,) # [0, =) existe V% entorno
abierto de y, en Be (v,) y existe 3% << 3, tales que para todo y € VVo
y todo € (— 3%, 0],

i"a,bn[Dzlz(y,b,.t)——Dglz(yo,O)] < /4.
n=0

Por tanto, para todo (y, t) € V¥ & (— 3%, 0),
1Dy 7 (5, 2) — Da £ (30, 0) || <,

lo que prueba que D, es continua en (y,, 0). Asi D, I es continua
en Be (x,) # R, como queriamos probar.

Por tltimo, i es de clase 1 en Be (#,) # R ya que D, Iy D, It exis-
ten y son continuas en dicho dominio.

Derivando de nuevo D, y D, y razonando de forma analoga
al caso anterior, se obtiene que /i es de clase p en W= & R.

Sea V& = 27t (W& (—e,,¢,)) vy f de V® en F definida por

F(3) =& (10 2771 a ()

Es claro que V® c¢s un entorno abierto de x» en E y que f es de
clase p. Ademds f (v) = f (v) para todo y€ V=Q U.

Un razonamiento anilogo al realizado en la demostraciéon del lema
anterior prueba el siguiente lema:

LEmA 8.—Scan E un espacio de Banach real, A = {},, ..., ,} un
sistema linealmente indcpendiente de elementos de £ (E,R), U un
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abicrto del cuadrante 2}, T un espacio de Banach real, f una aplica-
cién de U en F y p un ntmero natural.

Las siguientes afirmaciones son equivalentes :

a) f es de clase p, seglin la definicién 3.

b) Para todo » € U, existe V* entorno abierto de x en

7+
E PRIy W

y existe f: V® > T aplicacion de clase p tal que flvequ = f [veau.
DEMOSTRACION.—b) =—=> a) Es inmediato.

a) =—> b) Sean {v,, ..., v,} elementos de E tales que x; (v;) = 3.
Entonces

6:E—E% 2L o, ..., 0,

definida por

O (%)= (o7t + ...+ 70,
donde
Vet rio .. F S, =x

es un homeomorfismo lineal. Ademas
B:E%aLliw,...,v,l >E% »+R*

definida por

By rtoy+ ... o)== (y7....77)

es también un homcomorfismo lineal y = = 8 6 cumple que
«(EN=ELz R} ..,1).
Sean V = « (U), abierto de
BN (Y, i)y £=Flat ],

-aplicacion de clase p de V en F.
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Sea €U y « () = (%, #5') --0p 72"
Primer caso: r," 7% 0. En este caso la resolucidén es inmediata te-
riendo en cuenta que

« (E;-ll, ...,An_lg) =E} x(R"~l);}1. B 1z R.

—1!
Segundo caso: r," = 0. En este caso
“(#) € [EX 2 (R0, .., 1 %100V
y por tanto existe ¢, > 0 y existe V%, entorno abierto de 1, en

B 2 (R o1
tales que V=% & [0, ¢) C V.
Sea v el difcomorfismo de clase oo de R en (— ¢, ¢,) definido por

A

Ve

Es claro que v ([0, =)) = [0, ¢,).
Luego se tiene la aplicacién de clase p, I, de V® &[0, >) en F
definida por

}l =g 'v’ox[o, &) * (1v4'o x‘()

Puesto que & es de clase p, existe W%, entorno abierto de x, en
Vo, existe §>0 con §<Te, y existe K> 0 tales que i, D\, D/, i y D*h
estan acotados por K en W% x [0,3), donde ¢ + 1 <p y k < p.

Se considera la aplicacién de clase oo, ® de R en R utilizada en la

demostracién del lema 7, y se define i de W% # R en F de la siguien-
te forma:

h(yt) si 0<t¢
h(p.t) = D e G h(ybat) si 10

n=0

donde {@,}ncnvior ¥ {Dn}nenouior SOn las sucesiones del lema 6.
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A partir de aqui se procede como en el lema 7.

TeorEMA 9.—Sean E un espacio de Banach real, A = {},, ..., k,}
un sistema linealmente indcpendiente de elementos de £ (E, R), U un

abicrto del cuadrante EY, F un espacio de Banach real, f una aplica-
cion de U en F y p un ntmero natural. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

a) f es de clase p, segun la definicién 3.
b) Para todo x € U, existe V® entorno abierto de x en E y existe

f: V®—» F aplicacién de clase p (en el sentido del calculo diferencial
ordinario), tal que flyvrau = f vt nu-
(Es decir, las definiciones 3 y 4 son equivalentes.)

DeEMoSTRACION.—Es consecuencia de los dos lemas anteriores.

El teorema anterior es también cierto para clase oo, si se impone
la condicién que en cada punto exista un entorno en el cual todas las
derivadas (respecto a t e y) de la funcion estén acotadas por una mis-
ma constante.

TeorEMA 10.—Sean E un espacio de Banach rcal, A un sistema fini-
to y linealmente independicnte de elementos de £ (I, R), F un espacio

de Banach real, f una aplicacién de E} en F, € N U {0} y para todo
k€ {0, ..., 7}, f. una aplicacién de E} en L} (E, F), donde f,= f.
Para cada k<€ {0, ..., r} sc considera

RkZE+A X E+A —> ,C;k (E, F)
definida por

R (v, ) =/ () — >0 2N G 2)

Supongamos que para todo k € {0, ..., r}, todo x,€ L} y todo
s > 0, existe § > 0 tal que para todo x,, x, € L} con
|2y — 2, | <8 v [ag— 7 || <3,
:se verifica que

I Re (g, 20) | <ellay— 2o || 75



174 JUAN MARGALEY ROLIG Y ENRIQUE OUTERELO DOMINGCEZ

Supongamos por tltimo que E admite particiones de la unidad de cla-
se 7. Iintonces, existe f, aplicacién de clase r de IS en IF tal que 7]1:*\ =f
v para todo

® E %11 .-.,7’;, (Dkf)lEj\.:fk-

DemosTtrACION.—Teniendo en cuenta la definiciéon 3 de aplicacion de
clase 1 y las hipdtesis del enunciado, se tiene que f es de clase 1 en Ej-
Por induccién se obtiene que f es de clasc 7. Por el teorema anterior

se tiene una extensién local de f y por las particiones de la unidad se
tiene la extension global.

Por #ltimo, estableceremos el teorema de la funcidn inversa en va-
riedades con borde anguloso y dimensién arbitraria.

Observamos cn primer lugar que utilizando los difeomorfismos de
clase p entrc abiertos de cuadrantes, como funciones de transicion, se
introducen las variedades diferenciables con borde anguloso, segtn
el procedimiento usual, asi como las aplicaciones de clase p.

El teorema de invariancia del borde permite definir el indice de un
punto de una variedad ya que si dos cartas ¢ y ¢ contienen al punto
x, entonces ind o (#) = ind ¢ (). A partir del concepto de indice se
definen los bordes 0¥ X y B, (X) de la siguiente forma:

2 (X)=lr € Xfind (x) > &, B,(X)={r € X/ind () = 4.

Naturalmente, se tiene también el teorema de invariancia del borde,
mediante difeomorfismos entrc variedades, es decir: si f es un difeo-
morfismo de X sobre X’, entonces ind (#) = ind f (¥);

F*X)=*X' y fBiX)=DB,X".

El teorema de la funcién inversa para variedades con borde, sigue
del teorema de extensién de Whitney y del teorema de la funcién in-
versa para abiertos de espacios de Banach. De este ultimo damos tan
s6lo el enunciado.

TeorEMA 11.—Sean E, F espacios de Banach reales, U un abierto
de E, f una aplicacién de clase p (p€ NU {=c}) de U en F y »€U.
Supongamos que D f () es un homeomorfismo lineal de I& sobre
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F. LEntonces existe V2, entorno abierto de x en U, y existe VI @, en-
torno abierto de f(x) en I, tales que f|v= es un difeomorfismo de
clase p de V* sobre V/ ),

Lema 12.—Sea f una aplicacién de clase p (p € N U {x}) de un
abierto U de un cuadrante If en un abicrto V de un cuadrante IFX,

Supongamos que f es un difeomorfismo de clase 1. Iintonces f es un
S
difeomorfismo de clasc p.

Lenma 18.—Sean E, I* espacios de Banach reales, .\ un sistema {inito
y linealmente independiente de elementos de £ (I, R), M un sistcma
finito y linealmentc independiente de elementos de £ (F, R), A un

abierto de %, A’ un abierto convexo de F y g un homeomorfismo de
A sobre A’ tales que:

gONANEN Cou(A NFy) v g(inty(A N ED) N Intu (Fi) Z ¢
Entonces,
£(E—E}) N A)cCF—Ty.
DEMOSTRACION. —Supongamos en primer lugar que
(A" N Fy) #=0.
a aplicacién continua ¢™* [s_9s, transforma A’ — d T} dentro de:
L —dEL.
Como A’ es convexo, se tienc que Inty (A’ Fy) es una compo-
nente conexa, no vacia, de
A" —oFy - (Inty (A’ N Fy)
es abierto y cerrado en A’ — 0 Fy).

Por tanto, teniendo en cuenta la segunda formula de la hipdtesis
se concluye que

gt (Inty (A" N F}))

estd contenido en Int (E}).
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,
Asi

G=¢g(E—EN)NACF—F)UdFs y GCF—F;

ya que G es abierto en F.
El caso en que

ou (A" Fy) =10,

se comprueba directamente.

TeoreEMA 14 (Funcién inversa en variedades con borde anguloso.
Versién local).—Sean U un abierto de un cuadrante E}, Fy un cua-
drante de un espacio de Banach real F, f una aplicaciéon de clase
p (P€NU {0}) de U en Ty tal que

f(@a(U) c oFT,

y sea x € U.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) D f(x) es un homeomorfismo lineal de E sobre F.
b) Existe U,, entorno abierto de & en U y cxiste U’, entorno

abierto de f (x) en Fy, tales que f |y, es un difeomorfismo de clase p
de U, sobre U'".

DEMOSTRACION.—b) = a).

Es consecuencia inmediata de la regla de la cadena.

a) ==> b)

Si x€1Int, (U), sc considera g = f|Int, (U). Entonces por el toere-
ma 11 existe V*, entorno abicrto de x en Int, (U), y existe VI @, en-
torno abierto de f(x) en T tales que g |v= es un difeomorfismo de
clase p de V= sobre V/@,

Como V/® c F*, dicho entorno es abierto de F y se tiene el
resultado.

Supongamos ahora que 4 € 9, (U). Por hipétesis f (#)€ d Fy. Por
otra parte, de T. 9 deducimos que existe V® entorno abierto de # en
E y existe f: V®* —» F aplicacién de clase p tal que V°NEfc U y
flv*nu = f lvtnu. Ademis se cumple que D f(#) = D f (#). Asi por
T. 11, existe W® entorno abierto de » en V® y existe W/ @ entorno
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abierto de f(r) en F tales que f|w= es un difeomorfismo de clase p
de W? sobre W7  ademis se puede suponer que W’® es convexo.
Intonces por el lema anterior, )T[wznu es un difeomorfismo de cla-
se p de W= U sobre Wi | I'}.
Obsérvese que aunque f hubiese sido tan sélo de clase 1, por el
lema 12 f |wr, v seria también un difeomorfismo de clase p.

El teorema anterior sugiere la definicién de difeomorfismo local
en variedades.

DerFiniciON 15.—Sean X, X’ variedades diferenciables de clase p y f
una aplicacién de X en X',

a) Se dice que f es un difeomorfismo local de clase p en x,€ X,
si existe V2, entorno abierto de x, en X, y existe V'@, entorno
abierto de f(x,) en X’ tal que f|v= es un difeomorfismo de clase p
de V= sobre VI,

b) Se dice que f es un difeomorfismo local de clase p de X en X/,
si es difeomorfismo local de clase p en todo # de X.

Obsérvese que todo difeomorfismo local de clase p es una aplicacion
de clase p.

TeoreEMA 16 (Funcidn inversa en variedades con borde).—Sean X
y X' variedades diferenciables de clase p, f una aplicacién de clase p
de X en X'y #x,€ X.

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) T, f es un homeomorfismo lineal y existe V%, entorno abierto
de x, en X, tal que f(V=N0d X)c oX"

b) f es un difeomorfismo local de clase p en w,.

DemosTrRACION.—IEs consecuencia de T. 14 y del teorema de inva-
riancia del borde por difeomorfismos.

Veamos con un ejemplo que la condicion f (V= N0 X) < 0 X/, es
esencial en el teorema anterior.

Ejempro 17.—Sea X = X’ = [0, =) y f la aplicacion de X en X’
definida por f(x) =24 + 3.

Es claro que f es una aplicacién de clase o de X en X'y T, f es
un homeomorfismo lineal. Sin embargo, f no es un difeomorfismo local
de clase oo en 0.



178 JUAN MARGALEF ROIG Y ENRIQUE OUTERELO DOMINGUEZ
BisrioGgrAaria

[1] Dieupoxsxk: Foundations of Modern Analysis. Academic DPress,
1960

[2] Laxc, S.: Differential Manifolds. Addison Wesley, 1972.

3] Skerey, R. T.: Extension of C> functions defined in a half space.
«Proc. Amer. Math. Soc.», V, 15, 1964, pag. 625-626.

[4] ToucErox, J. C.: Ideaux de Fonctions Differentiables. Springer-
Verlag, 1972.

[6] WHITNEY, H.: Analytic extensions of differentiable’ functions de-
fined in closed sets. «Trans. Amer. Math. Soc.», 36, 63-89
(1934).

Instituto «Jorge Juan» de TFFacultad de Ciencias Matematicas

Matematicas del C.S.I.C. de la Universidad Complutense



